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Tém tiit
Trong bai bao nay, ching téi mo rong khdi niém co toan cuc thanh co suy rong cia nghiém déi voi
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Chuyén san Khoa hoc Ty nhién

1. Mé dau

Nim 1998, bai toan co cua cac hé dong luc da
duogc Lohmiller va Slotine giai thiéu tir viéc nghién
ctru mot sé md hinh thuc té vé co hoc chit long
(Lohmiller & Slotine, 1998). Céac tac gia da trinh
bay mot sé diéu kién cho tinh co cua hé phuong
trinh sai phén va vi phan thuong. Xa hon, céc tac
gia con &p dung két qua vé tinh chat co vao nghién
ctru bai toan diéu khién va thiét ké quan sat ddi voi
mot sb hé dong luc. Gan day, bai toan co cua he
phuong trinh sai phan, h¢ phuong trinh vi phan tiép
tuc duoc khai thac, md rong va phat trién. Nam
2018, Ngoc & Trinh (2018) da dung mét phuong
phap tiép can khac dé nghién ctru va dua ra mot s6
diéu kién cho tinh co cua cac hé phuong trinh vi
phan phiém ham. Nam 2019, Ngoc & cs. (2019) di
dua ra mot sb diéu kién du cho tinh co cua hé
phuong trinh sai phan phi tuyén phu thudc thoi
gian c6 cham, vai cac cham la cac ham phu thuoc
thoi gian va bi chan. Két qua dat dugc da ap dung
vao nghién ciru diéu kién co cua mot 16p hé no ron
roi rac. Nam 2021, mét sé diéu kién co cua cho 16p
hé dong lec ¢ yéu té ngau nhién ciing duoc nghién
cau trong (Ky, 2021) & (Ngoc, 2021).

Mot cach ndm na, mot hé dong luc 1a co néu
khoang cach giita hai quy dao cua hai nghiém bat
ky cua hé tién vé khong khi thoi gian da l6n. Tuy
nhién, c6 mot sb truong hop, khoang cach gitra hai
quy dao bat ky khong tién vé khdng ma chi blet
rang khoang cach ay ludn khong vuot qua mot sb
duong nhéat dinh. Dang nay c6 thé duoc goi la
epsilon-co, mot dang co suy rong. Nam 2020, cac
tac gia trong (Thuy & cs., 2020) da nghién ciru dua
ra mot sé diéu kién cho tinh chat epsilon-co cua hé
phuong trinh sai phan vai bién lién tuc ddi voi hé
khéng chiu nhiu va c6 chiu nhiu phi tuyén. Tiép
tuc ¥ twong ndy, ching toi cai tién ki thuat ching
minh trong Ngoc (2015) va Ngoc & Trinh (2018)
dé ching minh nhiéu diéu kién co suy rong coa
nghiém ddi véi mot 16p hé phuong trinh vi phan
phi tuyén phu thugc thoi gian ¢6 cham rai rac, voi
cham la cac ham phu thudc thoi gian. Chung toi
néu ra mot vi du ap dung cho két qua dat duoc,
dong thoi chi ra rang cac két qua da co vé diéu kién
on dinh mil va co trudc day ddi véi 16p hé phuong
trinh vi phan cé cham la khéng ap dung dugc cho
16p phuong trinh dugc néu trong vi du nay.

Sau day la mot s6 quy wéc va ki hiéu duoc sit
dung trong bai bao nay. Véi s6 nguyén duong m, ki
hicu m, ={01,..m} m ={1,2,..m}. Ki hiéu
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N:={12..} vagoi R, C lan luot 1a truong céc sd
thuc va truong cac sé phac. Véi hai sé nguyén
dwong I, g, ki higu R", R" lan luot 14 tap hop
cac ma tran thuc va tap hop cac ma tran thuc khéng
am ¢ Ixq. Vé6i hai ma tran thuc
D :(dij ) E =(eij ) eR™, ta quy udc tri tuyét doi
cua D 1a | DI=( d; [) e RV, Bat dang thic giita hai
ma trin D va E duogc
D>(<,>>,<<)E twong

d; 2(<,><)ey,
hiéu tuong tu, dwoc ap dung dbi véi cac vécto
trong R". Chuan cia ma tran D=(d;)eR™

duoc hiéu 1a chuan toan tir, duoc xac dinh boi
|D|:=max|Dx|. Cho DeR™, EeR", néu

hiéu nhu
duong voi

sau:

vai moi iel,jeq. Ta co céch

=2
ID|<E thi [D]|<|E|. V&i E=(e;)eR™, hoanh
d6 pho cua E duoc xac dinh boi

u(E)=max{Rei: 1eC, det(4l,—E)=0}.

Ma tran E duoc goi la ma tran Metzler néu tat ca
cac phan tir nam ngoai duong chéo chinh cua E déu
khong @m. Cho E la ma tran Metzler, khi d6
H#(E)<O0 twong duong vGi ton tai  vécto
peR", p>0 sao cho Ep<<0, xem (Ngoc, 2012,
Theorem 1.2).

2. Diéu kién co suy rong ciia cac hé phuwong
trinh vi phan cé chim

Xét hé phuong trinh vi phan phi tuyén co
cham c6 dang sau day

%(t) =
F(tx(t)) + G(tx(t),x(t—hy(t)),
X(t=h, (1)),... x(t=h, (1)), t=t,.

Trong d6, F(,-)eC(RxR",R"),

2.1)

G(-,...,-)eC(RxR” x..xR",R") la cac ham
lién tyc cho truge; h, (-):R —> R,k em, lacac ham
cham lién tuc va bi chdn, tic 1 tOn tai cac s thuc
h, >0 saocho O<h, (t)<h,, kem, Vt>O0.

bat h:=max{h,iem} va S:=C([-h,0],R").
Véi t, eR,cd dinh cho trudc va peS, ton tai
nghiém dia phuong cta hé phuong trinh (2.1), ta ky
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hiéu nghiém nay boi x(-t,¢). Nghiém x(-t,9)
thoa man diéu kién dau

X(s+t,)=p(s), Vse[-h,0]. (2.2)

Nghiém nay dugc xac dinh va liép tuc trén
[-h,) véi y>t, va thoa man (2.1), d6i v6i mdi
te[ty,7), xem (Hale va Lunel, 1993, trang 43).
Ngoai ra, néu khoang [t,—h,y) 1a khoang ton tai
nghiém 16n nhdt cua nghiém x(.t,p) thi
X(-,to,(p) dugc goi 1a nghiém khong thé kéo dai
(noncontinuable). Sy ton t?i gﬁa nghiém khong thé
kéo dai duoc suy ra tor B6 d¢ Zorn va khoang ton
tai nghi€ém 16n nhat phai la khoang mo.

Vi mdi QES, ta dat
o] == max{|lex(s)] :s €[~h,0] }. Sau day ching toi
trinh bay dinh nghia vé co suy rong.

Pinh nghia 2.1. H¢ (2.1) du’(jc goi la co suy
rong (generalizedly contractive) néu:

(i) Vé6i bat ky t,eR va bit ky €S,
X(-t,9) hoan toan xac dinh trén [—h+1t,,0).

(i) Ton tai M >0, A>0,7>0 sao cho
[x(tto.0) = x(t.to, )

2.3)
<Me g -y +7,

veimoi t>t), o,y €S.

S6 n duoc xac dinh trong (2.3) duoc goi la
bién co cua hé (2.1).

Nhin xét 2.2. Chu y rang, khi bat dang thic
(2.3) duoc thoéa man véi =0 thi hé (2.1) duoc
goi 1a co toan cuc (globally contractive). Pinh
nghia va tinh chit vé& co toan cuc ctia hé phuong
trinh vi phan phiém ham, hé phwong trinh sai
phan c6 cham da dugc trinh bay lan lugt trong
cac nghién ctru cia Ngoc & Trinh (2018), Ngoc
& cs. (2019).

Hién nhién, néu mot hé dong luc co toan cuc
thi n6 co suy rong vadi bién co >0 tuy y, nhung
diéu nguoc lai noi chung 1a khong ding.

Pinh 1i sau day cho ta mot diéu kién du
tudong minh cho tinh co suy rong ctia hé (2.1).

Pinh 1i 2.3. Cho F (t) la ham kha vi lién tuc
véi moi teR. Gid sik rang cdc diéu kién sau ddy
duoc thoa man

(i) Ton tai cdc ham ma trgn lién tuc
Ak(-):R—)RT”,kemo va ham lién tuc, bi chan
v(-):R >R, sao cho

|G(t,uo,...,um)—G(t,wo..,wm )|
skZ:;Ak(t)|uk w4 v(t),

voi moi teR,u,, W, eR", kem,.

(2.4)

(ii) Ton tai B:=(b;)eR™ va CeR}™" sao cho

P (tu)<b,, vien, [Fi(tu)
ou, au, (2.5)
<b,, Vi, jen,i=]j,
véi moi te R, ueR" va
> A(t)<C,VteR. (2.6)
k=0

Khi dé, néu u(B+C)<0 thi hé (2.1) 1a co
suy rong. Ngodi ra, néu V(-)EO thi hé (2.1) la co
toan cuc.

Chirng minh. Tt (2.5), ta ¢c6 B 1a ma trén
Metzler. Tu (2.6), ta c6 C 1a ma tran khong am.

Do d6, B+C 1a ma trin Metzler. Vi ,u(B + C) <0
nén ton tai vécto peR", p>>0 sao cho
(B+C)p<<0, xem (Ngoc, 2015, Theorem 1.2).
Khi d6, ton tai #>0 du bé sao cho bt dang thirc
sau day dugc thdéa man

(B+e"C)p<-pp,
voi h:=max{h, iem}.

Phép chimg minh phan con lai ciia Pinh 1i 2.3
duoc chia thanh 2 budc nhu sau:

@.7)

* Budc 1: Véi @ eS tay y, nghiém X(-t),p)
hoan toan xac dinh trén [—h+1,,0).
x(t)=x(t.t,, ),

te[-h+t,,7) 1a nghiém khong thé kéo dai cua
(2.1) va (2.2).

VoipeS, goi
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Gia st phan chimng rang y <oo. Ta can chi ra
mau thuan. That vy, tir (2.4), ta cé

IZA

|G (t,0,...,0

MU +v(t)

)| tel-h+t,,7).
Vi G(t,O ..... 0) lién tuc trén [-h+t,,»] nén
ton tai g R" sao cho

:OA* ' H+a (2.8)

Xét phuong trinh vi phan
=Bz(t)+ > t)z(t—h,(t
PEAGRG)
+V(t)+a+q, t>t,
trong do, h()=0; B va A(:), kemy v(-)

duoc xac dinh bdi (2.4) va (2.5); q dugc xac dinh
tai (2.8); a=(a,a,...a, )T eR",

o =sup{|fi t,0 |,te[t0,;/)}, ien.

it |p|(s)=|p(s)se[-h.0]. Goi z(-):=2(ty.[e)

12 nghiém duy nhét cua (2.9) v&i ham diéu kién dau

lp|eS. Vi B 1a ma trdn Metzler va A (t) =0,

kem,, VeR, nén (2.9) 1a h¢ duong, xem (Ngoc,

2012, Theorem 11.2). Do dé, z(t)>0, Vt >t,.

£>0 tuy y va co dinh & céac budc tiép theo. Ta co
X(t) << @(t)=2(t) +£p, Vte[-h+1,,t)).

vol

Le‘iy

Ta can chirg minh
X(t) < o(t), Vte[-h+t,,7). (2.10)

Gia str phan ching rang (2.10) khong duogc
thoa man. Khi do, ton tai t*e(to, ;/) sao cho
2(t')| £ o(t") . Pt t=inf {t* & (ty.o0):|z(t) £ a;(t*)}.
Do tinh lién tuc cua Z(t) va a)(t), taco t, >t va
tdn tai mot chi s6 I, €n sao cho

X(t)<o ()Weﬁt)
%, (t)] =

% (5)>e

(2.11)

(-)

16

voi 7 e(t,t +1/ j), jeN.

DatA, (1)=(a)" (1)) kem,.

Vi sgn(x)y£|y|,‘v’x,yeR, nén khi ap dung
(2.5), (2.7) va dinh li gi4 tri trung binh cho ham
vécto, ta co véi mdi i e n,

=sgn(x (t) )j xl (t,sx(t )dsx (t)
+sgn(x, (t))l_lznjlﬂ[;[ﬁ(t sx(t ))ds}x (t)

ds}|x t)+|F (t.0)|
(e, 1)

ddi v&i hiu kha'ip te[to,y). Do d6, véi te[to,y),
tacé
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D[ (t)
% (t+8) =% ()|
= lim sup
§—0" 5

t+§ d
= lim sup— !—|Xi(5)|d5

z bU|x |

j=1, j=i

‘x k(t))U+vi (t)+q;,

<b, |Xi |

S

k=0\_j=1

trong d6 D™ 1a ky hiéu ctia dao ham Dini trén - phai.

Tir (2.7) va (2.11), ta co

D*[x, (1)

<by, %, (0)]+ ,12,: by, [x,, (t)]+,

-3 Sl -n <t>>\]+vio 0+
<y, ()+ 3 boy(t)+a,

S Ea e 6-n (n))}vio )+,

n
_b'o'ozo + Z b'oJZJ
j=Lj=#iy

(S

k=0\_j=1

+bioiogpio i b'olgpl-l-i[iai(okj) (tl)ngJ
J=1 j#iy k=0\_j=1
=2, (H)H{ b,y +2 | 24y (tl)p,-D
j=1 k=0\_j=1

j=1 j=1
< Zl (t1)+€{zbioj pJ +eﬂhzclol plj
j=1 j=1

Mit khac, (2.11) kéo theo diéu sau
+ % (0] =[x, (4)
DX, (H)‘ !LTSUDT
>“—m Xio (Tj)‘_ io (tl)‘ >|_i_m (Tj)_a)lo (T'l)
jow 7, -t e T, -t
. a)io (T) Iy (tl)_ .
= !T?o ;j =y =, (t)

=2, ()=D"z, (t).

Diéu nay 1a mau thuin véi két qua vira ching

minh & trén. Do do,
X(t) < () =z(t)+ep, (2.12)
Vvtel[-h+t,,7).

Do tinh don diéu cia chudn vécto, ta co
[x(®)] <o) <[2(t) + & ]
<[z()] + Il
vtel[-h+t,,7).

(2.13)

Vi (2.13) dung voi moi & duong bé tuy v nén
khi cho ¢ — 0 trong (2.12), ta c0

Ix(V)|<|z(t)], vtelh+t,,2).

Do (2.14) nén x(-) bi chan trén [t,,7). Ngoai

ra, tir (2.1) va (2.4) suy ra rang X(-) bi chin trén
[t,,7). Khi d6, x(-) lién tuc déu trén [t),y). Vi

vay, !Lny] X(t) ton tai va X() ¢6 thé mé rong thanh

(2.14)

moét ham lién tuc trén doan [to,y]. Ngoai ra, bao
dong cua {Xt it e[to,}/)} la tdp compact trong S,
do Dinh 1 Arzela - Ascolii Ta co,
{(tx):te[ty, )} [ty r)x{x :tet,)}. Vi vay,
bao dong cua {(t,xt):te[to,y)} l1a tip compact
trong RxS. Vi (}/, ) thudc vao tdp compact nay,

ching ta co thé tim mot nghiém cua (2.1) di qua
diém nay dén bén phai ciia y. Diéu nay mau thuin

v6i gia thiét khong thé kéo dai ciia nghiém x(-)
trén [t),7). Do d6, y phai bing co. Vay nghiém
X(-) xéac dinh v6i moi t >t,.

» Buéc 2: Ta chimg minh rang, ton tai
M >1,1>0,7>0 sao cho
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"X(t,to,q))—X(t,tO,l//)”SMe_ﬂ(t_t(’)”(z}—l//”-i-ﬂ, vo1i
moi t>t,p=y;p,weS. Khido, (2.1)-(2.2) la co
suy rong voi bién co 7.

Phep chung minh cia Bude 2 la tuong tu
chung minh ctia Budc 1 voi mdt so céi tien phu
hop. That vay, véi e, weS ,||(p—1//||¢0, dat
X(t)=x(t.t,0), y(t)=x(t,t;, ), t=t;—h,  va
z(t)=x(t)-y(t),t=t,—h. V6i B va p duoc
xac dinh trong (2.7), ta dat

u(t)=e"v

o-y|— P P >t

pmln min

trong d6 p,,, =min{p,,ien} >0 va

1
- 0]
V61 cach dat nhu trén, ta co
|z(t)|<<u(t),Vte[-h+1,,t,]. Ta cin ching minh
rang,
(1)<

Sau day, ta chimg minh (2.15) bang phuong
phap phan chung. That vay, gia sit ngugc lai rang

ton tai t* >, sao cho ‘z(t)‘ ;{u(t*). Dit

t =inf {t* e(to,oo):‘z(t*)‘j_tu(t*)}_

Do tinh chat lién tyc ciia z(t) va u(t), taco

u(t),vt=t,. (2.15)

t, >t, va ton tai chi s6 i, en sao cho

|z(t)<u(t),Vtelt,t,),
z, ()] =u, (t),
Z%(fﬁ‘>u%(§j%

voi & e(t,t,+1/j),jeN. Su dung (2.4) - (2.6)
va dinh i gia tri trung binh cho ham vécto, ta co,
véimoi ien,

o)

=sgn(z (1)) (1)
=sgn(z (1))(% (1) - yi (1))

(2.16)

18

=sgn(z, (1))[ F (t.x(1)) - F (t.y (1)) ]
+sn(z (1))

%sgn(zi (t))x

3] §—Z(t,y<t>+s(x<t>—y(t)))ds}]

| =1\ 0

X(Xj (t)-y; (t))

1

=sgn(z, (t))[_[%(t y(t

0 -7

+sgn(z (t)) Zn: U?(t,y(t

i=Lj=i\ 0 Y7

)+ sz(t))dsj z,(t)

>+sz<t>)ds},- (v

—(t,y(t)+sz(1))

dsJ|zj (1))

d6i v6i hau khip t >t,. Diéu nay kéo theo

Z bu|z |

j=1, j=i

z(z< O (- )] [0 0)

k=0\_j=1
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voi t>t,.

Voi  pi=(p Py pn)T ,p,>0,ien, dat

K =[¢—w| Pk >0. T (2.16), ta ¢

k=0

Efgpoun)s

k=0

min
SKEMtO)Lanbnojpj’Li(Zn:ai(o?( e”'p ]
=1 k=0\_j=1

(BB

j=1 k=0

N |
J

P,
pmln

<Ke /) [Zbioj p; +¢€” Zbloj ij
: ~

i=L

i . (Zbioi P; +e/" Zcioj pj]+i P,
Prin j=1 i=1 p

min

o [Zbiojpj +e/" zciojpi}ripio
Prin \i=2 =1 p

min

~ (=Bp,)+ £ psp,

min min
=—pKe """ p = u(t,).
Mit khac, (2.16) kéo theo diéu sau

< _ﬁ Ke_ﬂ(tl_lO) pio +

D" [z, ()| =limsup z, (t t\ :: ()
>lim %o (‘fj )‘_ Z; (H)‘
o ¢t
>m io (‘);:J')_u|0 (ti)
U (&)-u (L)
—lim e T A1)
o £t u, (t,)

=2 (4)=D"z ().

Diéu nay 1a mau thuin véi két qua vira duoc
chung minh o trén. Do do,

2(t) <e ") o -y | P+ 4P

min min

>t

Do tinh don diéu ctia chuan vécto trong R" nén,
[2®]=[x®) -y

< Me o) lo—v|+n t=t,
voi 7= ppo|Ip[- Vay (2.1) 1a co suy rong.

Ngoai ra, khi v()=0 kéo theo x=0 va
1= 1P || P =0. Khi do6, hé (2.1) 1a co toan cuc.

Ta c6 hé qua sau day vé tinh co suy rong
cua hé phuong trinh vi phén nura tuyén tinh.

H¢ qua 2.4. Cho BeR™ la ma trdn Metzler

va F(t,x)=Bx, teR, xeR". Gid sic ton tai
A eRY™ kem, va ham lién tuc, bi chan
V() R>R, sao cho
|G(t,u0,...,um)—G(t,wo..,wm)|

(2.17)

< AU =W [+ (L),
k=0
véi moiteR,u,, W eR" kem, Khi dé, néu
/J(B+2Akj<0 thi hé (2.1) la co suy rong.
k=0

Ngodi ra, néu V() =0 thi hé (2.1) la co toan cuc.
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Xét he phuong trinh vi phan myén tinh ¢6 cham
X(t)= A 0OX(t) Z A (Ox(t=h, (1))
+ (1), t>t,

trong do, A ():R—>R™ kem,

tran cho trude; y():R —R" la ham vécto lién tuc,

(2.18)

la cac ham ma

bi chan.

Véi D=(d;)eR™, ta dat ma trdn Metzler
hoa cua ma tran D la ma tran Metzler, ky hi¢u boi
Met(D), duogc xac dinh nhu sau Met(D) = (d”)nxn ,

voi d, =d,,d, =[d; |, i#]j,i,jen. Sau day la

i 1 Yj

diéu kién cho tinh co cua (2.18).

Hé qua 2.5. Gid sir ton tai ma trdn Metzler

BeR™ va cac ma tran khong dm
C,eR kem, sao cho
Met(A,(t)) <B; t)|<C,,
AO<BIADEC, o

Vkem,teR.

Khi dé, néu ,u(B +ch] <0 thi hé (2.18) la
k=0

co toan cuc.

Vi du 2.6. Xét phuong trinh vi phan v6 hudng
K(0)= (1o (1) re )
+ arctan (ésin (tx())x(t—hy ()
el CLI0))
5+ 2t

+ 3arcos(tx(t)),

voi teR,, h(:), h(-):R, >R, la nhiing ham
lién tuc, bi chin cho trude; a 1 hing sb.

—cos (

(2.20)

Ta thdy (2.20) 1a phuong trinh vi phan phi
tuyén phu thudc thoi gian c6 dang (2.1), véi ham

F(,).G(+....r) 1a cac ham lién tuc, dugc xac dinh
bé1

. 0s? (24)
F(tu)=(-1-€")u te o

teR,,ueR;

G(t, %, X, X, ) =arctan (%sin (%)%,

20

1
+—
5+2t°
teR,,x,X, eR.

x2j+ 3acos(tx, ),

Ta co,

02 2tu
s°(——)
142

2t 4tu
1+1t? 1+1t2

oF

—(t,u) =

8u( )
<B:=-1,

voimoi t,ueR va

1G(t % %% ) =G (L, You Vi ¥ )|

et 2
£T|x0 =0 +g|X1 -y

1
+———|%, — y,|+ 6|,

5+t
véimoi teR,, %, %, %, Yo, ¥1r Y, €R.

_t2

Viay (2.4) duogc thoéa man voi Ai(t)z?,

2 1 R e
Az(t):ga Ag,(t):m va v(t)=6|a|, véi moi
teR.

Mait khac, ta c6
1 2 1 14
)+ A((t)+ <C==4+Z24Z2-2
A1)+ A )+ A(L) sTEVYETEE
14 1
va u(B+C)=-1+—=-—<0
# ) 15 15

Do do6, theo Dinh 1i 2.3, phuong trinh vi
phan (2.21) 1a co suy rong. Ngoai ra, khi =0
thi v(-)=0, khi d6 (2.21) la co toan cuc.

Nhin xét 2.7. Cac két qua trong (Ngoc, 2015)
va (Ngoc & Trinh, 2018) cling nhu trong cac tai
liéu tham khao trong bai bao nay la khong ap dung
dugc dé kiém tra didu kién co suy rong ciia phuong
trinh vi phan (2.20).

3. Két luan

Bai bao da dua ra khai niém co suy rong, mot
khai niém tong quat hon cua khai niém co cua
nghiém d6i v6i hé phuong trinh vi phan c6 cham
roi rac, cac chdm 1a ham phu thudc thoi gian. Bai
bao ciing da phat trién ki thuat trong (Ngoc, 2015)
va (Ngoc & Trinh, 2018) dé chirng minh nhiéu diéu
kién cho tinh co suy rong cia hé¢ phuong trinh vi
phan phi tuyén c6 chdm. Hudng phat trién cta bai
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bao 1a nghién ctru cac didu kién co suy rong cua
16p hé phuong trinh vi phan trong mét sd khong
gian triru tu:orng, diéu kién co suy rong cua 16p hé
phuong trinh vi phan dang trung hoa, hé phuong
trinh vi tich phén, h¢ co yéu t6 ngiu nhién. Tim
diéu kién cuc ticu hoa bién co cua 16p hé co suy
rong cling 12 mot s6 vin dé mé can duoc khai thac
trong thoi gian toi.

Loi cam on: Bai bio duge hd tro boi dé tai
khoa hoc va cong nghé cép b6 cia B Gido duc va
Dao tao mi s6 B2020.SPD.04.
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