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Tóm tắt 

Trong bài báo này, chúng tôi mở rộng khái niệm co toàn cục thành co suy rộng của nghiệm đối với 

một lớp hệ phương trình vi phân phi tuyến có chậm, với các chậm là hàm phụ thuộc thời gian. Từ đó, 

chúng tôi trình bày một số điều kiện mới tường minh cho tính chất co suy rộng của lớp hệ này. Chúng 

tôi đưa ra một ví dụ nhằm minh họa cho kết quả đạt được. 

Từ khóa: Co suy rộng, co toàn cục, phương trình vi phân có chậm. 
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Abstract 

In this paper, we generalize the concept contraction to generalized contraction of nonlinear 

differential systems with time-varying delays. Then we present some new sufficient conditions for 

generalized contraction of the mentioned systems. An example is given to illustrate the obtained results. 
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1. Mở đầu  

Năm 1998, bài toán co của các hệ động lực đã 

được Lohmiller và Slotine giới thiệu từ việc nghiên 

cứu một số mô hình thực tế về cơ học chất lỏng 

(Lohmiller & Slotine, 1998). Các tác giả đã trình 

bày một số điều kiện cho tính co của hệ phương 

trình sai phân và vi phân thường. Xa hơn, các tác 

giả còn áp dụng kết quả về tính chất co vào nghiên 

cứu bài toán điều khiển và thiết kế quan sát đối với 

một số hệ động lực. Gần đây, bài toán co của hệ 

phương trình sai phân, hệ phương trình vi phân tiếp 

tục được khai thác, mở rộng và phát triển. Năm 

2018, Ngoc & Trinh (2018) đã dùng một phương 

pháp tiếp cận khác để nghiên cứu và đưa ra một số 

điều kiện cho tính co của các hệ phương trình vi 

phân phiếm hàm. Năm 2019, Ngoc & cs. (2019) đã 

đưa ra một số điều kiện đủ cho tính co của hệ 

phương trình sai phân phi tuyến phụ thuộc thời 

gian có chậm, với các chậm là các hàm phụ thuộc 

thời gian và bị chặn. Kết quả đạt được đã áp dụng 

vào nghiên cứu điều kiện co của một lớp hệ nơ ron 

rời rạc. Năm 2021, một số điều kiện co của cho lớp 

hệ động lực có yếu tố ngẫu nhiên cũng được nghiên 

cứu trong (Ky, 2021) & (Ngoc, 2021). 

Một cách nôm na, một hệ động lực là co nếu 

khoảng cách giữa hai quỹ đạo của hai nghiệm bất 

kỳ của hệ tiến về không khi thời gian đủ lớn. Tuy 

nhiên, có một số trường hợp, khoảng cách giữa hai 

quỹ đạo bất kỳ không tiến về không mà chỉ biết 

rằng khoảng cách ấy luôn không vượt quá một số 

dương nhất định. Dạng này có thể được gọi là 

epsilon-co, một dạng co suy rộng. Năm 2020, các 

tác giả trong (Thuy & cs., 2020) đã nghiên cứu đưa 

ra một số điều kiện cho tính chất epsilon-co của hệ 

phương trình sai phân với biến liên tục đối với hệ 

không chịu nhiễu và có chịu nhiễu phi tuyến. Tiếp 

tục ý tưởng này, chúng tôi cải tiến kĩ thuật chứng 

minh trong Ngoc (2015) và Ngoc & Trinh (2018) 

để chứng minh nhiều điều kiện co suy rộng của 

nghiệm đối với một lớp hệ phương trình vi phân 

phi tuyến phụ thuộc thời gian có chậm rời rạc, với 

chậm là các hàm phụ thuộc thời gian. Chúng tôi 

nêu ra một ví dụ áp dụng cho kết quả đạt được, 

đồng thời chỉ ra rằng các kết quả đã có về điều kiện 

ổn định mũ và co trước đây đối với lớp hệ phương 

trình vi phân có chậm là không áp dụng được cho 

lớp phương trình được nêu trong ví dụ này. 

Sau đây là  một số quy ước và kí hiệu được sử 

dụng trong bài báo này. Với số nguyên dương m, kí 

hiệu 
0  : {0,1,..., },  : {1,2,..., }m m m m  . Kí hiệu 

{1,2,...}:  và gọi ,  lần lượt là trường các số 

thực và trường các số phức. Với hai số nguyên 

dương ,  l q , kí hiệu l q , l q


 lần lượt là tập hợp 

các ma trận thực và tập hợp các ma trận thực không 

âm cỡ l q . Với hai ma trận thực 

   ,  l q

ij ijD d E e    , ta quy ước trị tuyệt đối 

của D là .| | (| |)ij

l qD d 

  Bất đẳng thức giữa hai 

ma trận D và E được hiểu như sau: 

 , ,D E     tương đương với 

 , , ,ij ijd e     với mọi ,i l j q  . Ta có cách 

hiểu tương tự, được áp dụng đối với các véctơ 

trong .n
 Chuẩn của ma trận   n n

ijD d    

được hiểu là chuẩn toán tử, được xác định bởi 

1
: max

x
D Dx


 . Cho ,  n n n nD E 

  , nếu 

D E  thì D E . Với  ij

n nE e   , hoành 

độ phổ của E được xác định bởi                      

    max Re :  ,  det 0 .nE I E          

Ma trận E được gọi là ma trận Metzler nếu tất cả 

các phần tử nằm ngoài đường chéo chính của E đều 

không âm. Cho E là ma trận Metzler, khi đó 

( ) 0E   tương đương với tồn tại véctơ 

, 0np p  sao cho 0Ep  , xem (Ngoc, 2012, 

Theorem I.2). 

2. Điều kiện co suy rộng của các hệ phương 

trình vi phân có chậm 

Xét hệ phương trình vi phân phi tuyến có 

chậm có dạng sau đây 

       

     

1

2 0

( )

, , , ,

,..., , .m

x t

F t x t G t x t x t h t

x t h t x t h t t t



 

  

       
(2.1) 

Trong đó,   ,), ( ,n nF C   
 

  , ),..., ( ...n n nG C       là các hàm 

liên tục cho trước;   : , ,kh k m   là các hàm 

chậm liên tục và bị chặn, tức là tồn tại các số thực 

0kh   sao cho  0 ,kkh t h  ,k m  0.t   

Đặt : max{ },ih i mh 
 
và : ([ ,0], )nC h  . 

Với 
0t  cố định cho trước và   , tồn tại 

nghiệm địa phương của hệ phương trình (2.1), ta ký 
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hiệu nghiệm này bởi  , , .x t   Nghiệm  , ,x t 
 

thỏa mãn điều kiện đầu 
                         

     0 : , ,0 .x s t s s h                 (2.2) 

Nghiệm này được xác định và liên tục trên 

[- , )h 
 
với 

0t 
 
và thỏa mãn (2.1), đối với mỗi 

 0 ,t t  , xem (Hale và Lunel, 1993, trang 43). 

Ngoài ra, nếu khoảng  0 ,t h   là khoảng tồn tại 

nghiệm lớn nhất của nghiệm  0, ,x t   thì 

 0, ,x t 
 
được gọi là nghiệm không thể kéo dài 

(noncontinuable). Sự tồn tại của nghiệm không thể 

kéo dài được suy ra từ Bổ đề Zorn và khoảng tồn 

tại nghiệm lớn nhất phải là khoảng mở. 

Với mỗi   , ta đặt 

 : max ( ) : [ ,0] .s s h   
 
Sau đây chúng tôi 

trình bày định nghĩa về co suy rộng.  

Định nghĩa 2.1. Hệ (2.1) được gọi là co suy 

rộng (generalizedly contractive) nếu: 

(i) Với bất kỳ 
0t   và bất kỳ   , 

 0, ,x t   hoàn toàn xác định trên  0 , .h t       

(ii) Tồn tại 0M  , 0,  0   sao cho     

   
 0

0 0, , , ,

,
t t

x t t x t t

Me


 

  
 



  
                   (2.3) 

với mọi
0, ,t t    .  

Số   được xác định trong (2.3) được gọi là 

biên co của hệ (2.1). 

Nhận xét 2.2. Chú ý rằng, khi bất đẳng thức 

(2.3) được thỏa mãn với 0   thì hệ (2.1) được 

gọi là co toàn cục (globally contractive). Định 

nghĩa và tính chất về co toàn cục của hệ phương 

trình vi phân phiếm hàm, hệ phương trình sai 

phân có chậm đã được trình bày lần lượt trong 

các nghiên cứu của Ngoc & Trinh (2018), Ngoc 

& cs. (2019).  

Hiển nhiên, nếu một hệ động lực co toàn cục 

thì nó co suy rộng với biên co 0   tùy ý, nhưng 

điều ngược lại nói chung là không đúng.
  

Định lí sau đây cho ta một điều kiện đủ 

tường minh cho tính co suy rộng của hệ (2.1). 

Định lí 2.3. Cho  ,F t 
 
là hàm khả vi liên tục 

với mỗi .t  Giả sử rằng các điều kiện sau đây 

được thỏa mãn 

(i) Tồn tại các hàm ma trận liên tục

  0: ,n n

kA k m

   và hàm liên tục, bị chặn 

  :v  
 
sao cho

               
   

   

0 0

0

, ,..., , ..,

,

m m

m

k k k

k

G t u u G t w w

A t u w v t




           

(2.4)

 

 

với mọi 0, , , .n

k kt u w k m    

(ii) Tồn tại  : n n

ijB b   và n nC 


 
sao cho

   

   , , ; ,

, , , ,

i i
ii

i j

ij

F F
t u b i n t u

u u

b i j n i j

 
  

 

     

        (2.5) 

với mọi , nt u 
 
và      

 
0

, .
m

k

k

A t C t


                   (2.6)                        

Khi đó, nếu   0B C    thì hệ (2.1) là co 

suy rộng. Ngoài ra, nếu   0v    thì hệ (2.1) là co 

toàn cục.  

Chứng minh. Từ (2.5), ta có B  là ma trận 

Metzler. Từ (2.6), ta có C  là ma trận không âm. 

Do đó, B C  là ma trận Metzler. Vì   0B C    

nên tồn tại véctơ , 0np p   sao cho 

( ) 0B C p  , xem (Ngoc, 2015, Theorem I.2). 

Khi đó, tồn tại 0   đủ bé sao cho bất đẳng thức 

sau đây được thỏa mãn                                 

( ) ,hB e C p p     
                  (2.7) 

với ,: max{ }.ih ih m  

Phép chứng minh phần còn lại của Định lí 2.3 

được chia thành 2 bước như sau: 

 Bước 1: Với 
 
tùy ý, nghiệm  0, ,x t   

hoàn toàn xác định trên  0 , .h t       

 Với  , gọi    0, , ,x t x t t   

 0 ,t h t     là nghiệm không thể kéo dài của 

(2.1) và (2.2). 
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Giả sử phản chứng rằng .   Ta cần chỉ ra 

mâu thuẫn. Thật vậy, từ (2.4), ta có   

     

 

0

0

0

, ,...,

,0,...,0 , [- , ).

m

m k k

k

G t u u A t u v t

G t t h t 



 

  


 

Vì  ,0,...,0G t  liên tục trên 
0[- , ]h t   nên 

tồn tại nq   sao cho 

     0

0

0

, ,..., ,

[- , ).

m

m k k

k

G t u u A t u v t q

t h t 



  

 



   

(2.8) 

Xét phương trình vi phân 

            
        

 
0

0, ,

m

k k

k

z t Bz t A t z t h t

v t q t t



  

   


                (2.9) 

trong đó, 
0( ) 0h    ; B  và   0, ;kA k m 

 
 v   

được xác định bởi (2.4) và (2.5); q được xác định 

tại (2.8);  1 2, ,..., ,
T n

n    
 

với
 

  0sup ,0 , [ , ) , .i if t t t i n   
 

Đặt      : , ,0 .s s s h   
 
Gọi    0: , ,z z t     

là nghiệm duy nhất của (2.9) với hàm điều kiện đầu 

  . Vì B  là ma trận Metzler và ( ) 0,kA t   

0 ,k m  , nên (2.9) là hệ dương, xem (Ngoc, 

2012, Theorem II.2). Do đó, 
0( ) 0, .z t t t    Lấy 

0   tùy ý và cố định ở các bước tiếp theo. Ta có                                 

     0 0: ( ) , , .x t t z t p t h t t         

Ta cần chứng minh  

   0( ), , .x t t t h t                (2.10)  

Giả sử phản chứng rằng (2.10) không được 

thỏa mãn. Khi đó, tồn tại  *

0 ,t t   sao cho 

 * *( )z t t . Đặt     * * *

1 0=inf , : ( ) .t t t z t t    

Do tính liên tục của  z t  và   ,t  ta có 
1 0t t  và 

tồn tại một chỉ số 
0i n  sao cho                                    

     

   

   
0 0

0 0

0 1

1 1

, , ;

;

,

i i

i j i j

x t t t t t

x t t

x





  

   









     (2.11)
 

với  1 1, 1 / , .j t t j j     

Đặt        0: ,
k

k ij
n n

A t a t k m


  .  

Vì sgn( ) , ,x y y x y   , nên khi áp dụng 

(2.5), (2.7) và định lí giá trị trung bình cho hàm 

véctơ, ta có với mỗi ,i n          

      sgni i i

d
x t x t x t

dt


                    

      1

 =sgn , sgn

, ( ), ,...,

i i i

i m

x t F t x t x t

G t x t x t h t x t h t

    

  
 

 

       

    

=sgn , ,0

sgn ,0

i i i

i i

x t F t x t F t

x t F t

  


        

         1+sgn , ( ), ,...,i i mx t G t x t x t h t x t h t  
 

  

       

    

1

1 0

=sgn ,

sgn ,0

n
i

i j

j j

i i

F
x t t sx t ds x t

x

x t F t



 
 
  



 

     
         1+sgn , ( ), ,...,i i mx t G t x t x t h t x t h t  

 

     

       

1

0

1

1, 0

=sgn , ( )

sgn ,

i
i i

j

n
i

i j

j j i j

F
x t t sx t ds x t

x

F
x t t sx t ds x t

x 





 
  

  



 

    

         1

sgn ,0

+sgn , ( ), ,...,

i i

i i m

x t F t

x t G t x t x t h t x t h t



  
 

    

      

1

0

1

1, 0

,

, ,0

i
j

j

n
i

j i

j j i j

F
t sx t ds x t

x

F
t sx t ds x t F t

x 






 
  

 
 



 
   

      1+ , ( ), ,...,i mG t x t x t h t x t h t 

 
   

1,

n

ii i ij j i

j j i

b x t b x t 
 

  

          
0 1

+ ,
m n

k

ij j k i i

k j

a t x t h t v t q
 

 
   

 
 

 đối với hầu khắp  0 , .t t   Do đó, với  0 ,t t  , 

ta có 
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 

   

 

0

0

: lim sup  

1
= lim sup

i

i i

t

i

t

D x t

x t x t

d
x s ds

ds

























 


                     

   
1,

n

ii i ij i i

j j i

b x t b x t 
 

  

                     
0 1

+ ,
m n

k

ij j k i i

k j

a t x t h t v t q
 

 
   

 
 

 trong đó D là ký hiệu của đạo hàm Dini trên - phải. 

Từ (2.7) và (2.11), ta có  

 

   

        

0

0 0 0 0 0 0

0

0 0 0

1

1,

0 1

i

n

i i i i j i i

j j i

m n
k

i j j k i i

k j

D x t

b x t b x t

a t x t h t v t q





 

 

  

 
    

 



 

 

   
0 0 0 0 0

0

1 1

1,

n

i i t i j j i

j j i

b t b t  
 

  

               
0 0 01 1 1 1

0 1

   +
m n

k

i j j k i i

k j

a t t h t v t q
 

 
   

 
 

   
0 0 0 0 0

0

1 1

1,

n

i i i i j j i

j j i

b z t b z t 
 

             

        
0 0 01 1 1 1

0 1

 +
m n

k

i j j k i i

k j

a t z t h t v t q
 

 
   

 
 

   
0 0 0 0 0

0

1

1, 0 1

+ +
n m n

k

i i i i j j i j j

j j i k j

b p b p a t p  
   

 
  

 
  

     
0 0 01 1

1 0 1

=
n m n

k

i i j j i j j

j k j

z t b p a t p
  

  
    

  
    

 
0 0 01

1 1

n n

i i j j i j j

j j

z t b p c p
 

 
   

 
 

 
0 0 01

1 1

n n
h

i i j j i j j

j j

z t b p e c p
 

 
   

 
 

            
0 01< i iz t p

 

   
0 01 1 .i iz t D z t   

Mặt khác, (2.11) kéo theo điều sau 

             
 

   
0 0

0
1

1

1

1

limsup
i i

i
t t

x t x t
D x t

t t









 

   
0 0 1

1

lim
i j i

j
j

x x t

t










   
0 0 1

1

lim
i j i

j
j

t

t

  







                       

   
 0 0

0

1

1

1

lim
i j i

i
j

j

t
t

t

  





 



   
0 01 1 .i iz t D z t   

Điều này là mâu thuẫn với kết quả vừa chứng 

minh ở trên. Do đó, 

   

0

( ) ,

[- , ).

x t t z t p

t h t

 



  

                 
(2.12)  

Do tính đơn điệu của chuẩn véctơ, ta có

    

 

0

( )

,

[- , ).

x t t z t p

z t p

t h t

 





  

 

                              

(2.13)  

Vì (2.13) đúng với mọi   dương bé tùy ý nên 

khi cho 0 
 
trong (2.12), ta có 

    0, [- , ).x t z t t h t    

 

         (2.14)  

Do (2.14) nên  x   bị chặn trên  0 , .t   Ngoài 

ra, từ (2.1) và (2.4) suy ra rằng  x   bị chặn trên 

 0 , .t 
 
Khi đó,  x 

 
liên tục đều trên  0 , .t   Vì 

vậy,  lim
t

x t


 tồn tại và  x   có thể mở rộng thành 

một hàm liên tục trên đoạn  0 , .t   Ngoài ra, bao 

đóng của   0: ,tx t t   là tập compact trong , 

do Định lí Arzela - Ascoli. Ta có, 

         0 0 0, : , , : , .t tt x t t t x t t      Vì vậy, 

bao đóng của     0, : ,tt x t t   là tập compact 

trong  . Vì  , x  thuộc vào tập compact này, 

chúng ta có thể tìm một nghiệm của (2.1) đi qua 

điểm này đến bên phải của .  Điều này mâu thuẫn 

với giả thiết không thể kéo dài của nghiệm ( )x   

trên  0 , .t   Do đó,   phải bằng .  Vậy nghiệm 

( )x   xác định với mọi 
0.t t  

 Bước 2: Ta chứng minh rằng, tồn tại 

1, 0, 0M      sao cho  
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     0

0 0, , , , ,
t t

x t t x t t Me


    
 

   
 

với 

mọi 
0 , ; ,t t       . Khi đó, (2.1)-(2.2) là co 

suy rộng với biên co .  

Phép chứng minh của Bước 2 là tương tự 

chứng minh của Bước 1 với một số cải tiến phù 

hợp. Thật vậy, với ,   , 0,   đặt 

       0 0 0: , , , : , , , ,x t x t t y t x t t t t h    
 

và 

      0: , .z t x t y t t t h     Với   và p  được 

xác định trong (2.7), ta đặt
         

   0

0

min min

: , ,
t t p p

u t e t t
p p


  

 
     

 

trong đó  min min , 0ip p i n    và  

 
1

1
max sup .i

i n t

v t
  

 
  

 
 

Với cách đặt như trên, ta có 

     0 0, , .z t u t t h t t      Ta cần chứng minh 

rằng, 

    0, .z t u t t t             (2.15) 

Sau đây, ta chứng minh (2.15) bằng phương 

pháp phản chứng. Thật vậy, giả sử ngược lại rằng 

tồn tại *

0t t  sao cho    * * .z t u t
 
Đặt  

      * * *

1 0=inf , : .t t t z t u t  
 

Do tính chất liên tục của  z t  và  ,u t  ta có 

1 0t t  và tồn tại chỉ số 
0i n

 
sao cho                                                          

     

   

   
0 0

0 0

0 1

1 1

, , ,

,

,

i i

i j i j

z t u t t t t

z t u t

z u 

   









             (2.16) 

với  1 1, 1 / , .j t t j j     Sử dụng (2.4) - (2.6) 

và định lí giá trị trung bình cho hàm véctơ, ta có, 

với mọi ,i n  

 
 

    

       

sgn

sgn

i

i i

i i i

d
z t

dt

z t z t

z t x t y t



 

      

        =sgn , ,i i iz t F t x t F t y t  

   
  

      1

+sgn

, ( ), ,...,

i

i m

z t

G t x t x t h t x t h t



  
 

 

  

      1

-sgn

, ,...,

i

i m

z t

G t y t h t y t h t



  
   

  

       

    

1

1 0

sgn

,

i

n
i

j j

j j

z t

F
t y t s x t y t ds

x

x t y t



 

  
   

    

 

 

      

      

1

1

+ , ( ), ,...,

, ( ), ,...,

i m

i m

G t x t x t h t x t h t

G t y t y t h t y t h t

 

  

     
1

0

sgn , ( ) ( )i
i j

j

F
z t t y t sz t ds z t

x

 
  

  


       
1

1, 0

sgn , ( )
n

i
i j

j j i j

F
z t t y t s z t ds z t

x 

 
  

  
 

        
0 1

m n
k

ij j k i

k j

a t z t h t v t
 

 
   

 
 

 

  

    

1

0

1

1, 0

, ( ) ( )

, ( )

i
j

j

n
i

j

j j i j

F
t y t sz t ds z t

x

F
t y t s z t ds z t

x 

 
  
  

 
  

 
 



      

        
0 1

m n
k

ij j k i

k j

a t z t h t v t
 

 
   

 
 

 

   

        

1,

0 1

,

n

ii i ij j

j i j

m n
k

ij j k i

k j

b z t b z t

a t z t h t v t

 

 

 

 
   

 



   

đối với hầu khắp 
0.t t  Điều này kéo theo 

   

        

1,

0 1

n

ii i ij j

j j i

m n
k

ij j k i

k j

b z t b z t

a t z t h t v t

 

 

 

 
   

 



   
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với 
0.t t   

Với  1 2: , ,..., , 0, ,
T

n ip p p p p i n  
 

đặt 

1

min: 0K p     . Từ (2.16), ta có 

     
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0
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k
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

 
         

     

0 0 0 0

0
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1,min min

1 1
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n
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j
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  
    
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   
0 0 01

1 0 1min min

n m n
k h

i j j i j j i

j k j

b p a t e p p
p p

 

  

  
     

  
  
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1 1

1 1min min
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 

 

 

 

 
  

 

 
   

 

 

 
   

0 0 0

1 1min min

n n
h

i j j i j j i

j j

b p e c p p
p p

 

 

 
   

 
   

 1 0

0 0 0

min min

( )
t t

i i iKe p p p
p p

  
  

 
    

  

 1 0

0 1( ).
t t

iKe p u t



 

    

Mặt khác, (2.16) kéo theo điều sau  

 
   

0 0

0
1

1

1

1

limsup
i i

i
t t

z t z t
D z t

t t









       

                 

   
0 0 1

1

lim
i j i

j
j

z z t

t









 

                

   
0 0 1

1

lim
i j i

j
j

u u t

t









 

                

   
 0 0

0

1

1

1

lim
i k i

i
k

k

u u t
u t

t






 


 

                
   

0 01 1 .i iz t D z t   

Điều này là mâu thuẫn với kết quả vừa được 

chứng minh ở trên. Do đó,                       

 0

0

min min

( ) , .
t t p p

z t e t t
p p


  

 
     

Do tính đơn điệu của chuẩn véctơ trong n
 nên, 

 0

0

( ) ( ) ( )

, ,
t t

z t x t y t

Me t t


  
 

 

     

với 1

min .p p    Vậy (2.1) là co suy rộng.  

Ngoài ra, khi ( ) 0v    kéo theo 0   và 
1

min 0p p   . Khi đó, hệ (2.1) là co toàn cục. 

Ta có hệ quả sau đây về tính co suy rộng 

của hệ phương trình vi phân nửa tuyến tính. 

Hệ quả 2.4. Cho n nB   là ma trận Metzler 

và  , ,F t x Bx  ,t
 

nx . Giả sử tồn tại 

0,k

n nA k m

   và hàm liên tục, bị chặn 

  :v  
 

sao cho

                   

 

0 0

0

, ,..., , ..,

,

m m

m

k k k

k

G t u u G t w w

A u w v t




  
                 (2.17)

 

 

với mọi 0, , , .n

k kt u w k m    Khi đó, nếu 

0

0
m

k

k

B A


 
  

 
  thì hệ (2.1) là co suy rộng. 

Ngoài ra, nếu   0v    thì hệ (2.1) là co toàn cục.  
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Xét hệ phương trình vi phân tuyến tính có chậm

         

                           

        

 

0

1

0

( )

, ,

m

k k

k

x t A t x t A t x t h t

t t t



  

 



         

(2.18)

 

trong đó, 
0( : ,) n n

kA k m    là các hàm ma 

trận cho trước; ( ) : n    là hàm véctơ liên tục, 

bị chặn. 

Với ) ,( n n

ijD d   ta đặt ma trận Metzler 

hóa của ma trận D là ma trận Metzler, ký hiệu bởi 

(D)Met , được xác định như sau ( ) ( )ij n nMet D d  , 

với , | |,ii ii ij ijd d d d   , ,i j i j n  . Sau đây là 

điều kiện cho tính co của (2.18). 

Hệ quả 2.5. Giả sử tồn tại ma trận Metzler 
n nB   và các ma trận không âm 

, ,n n

kC k m

   sao cho 

0( ( )) ; | ( ) | ,

.,

k kMet A t B

m

A t C

k t

 


           (2.19) 

Khi đó, nếu 
0

0
m

k

k

B C


 
  

 
  thì hệ (2.18) là 

co toàn cục.  

Ví dụ 2.6. Xét phương trình vi phân vô hướng 

   
2

2 2

2 ( )
cos ( )

1( 1 )

tx t

t tx t e x t e


                               

      

    

  

 

1
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2
arctan sin ( )

5

1

5 2

3 cos ( ) , (2.20)

tx t x t h t

x t h t
t

tx t


 




  

 



    

với ,t 
 

 1 ,h    2 :h     là những hàm 

liên tục, bị chặn cho trước;   là hằng số. 

Ta thấy (2.20) là phương trình vi phân phi 

tuyến phụ thuộc thời gian có dạng (2.1), với hàm 

 ( , ), ,...,F G     là các hàm liên tục, được xác định 

bởi   

 
2

2 2

2
cos ( )

1, : ( 1 ) ,

, ;

tu

t tF t u e u e

t u






   

 
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
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1
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t

t x x






 
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   

Ta có,  

2

2
2 cos

2

1
2 2

( )2 4
( , ) 1 sin( )e

1 1

: 1,

tu

t t
F t tu

t u e
u t t

B





   

  

    

với mọi ,t u  và 

  

   
2

0 1 2 0 1 2

0 0 1 1

2 22

, , , , , ,

2

2 5

1
6 | |,

5

t

G t x x x G t y y y

e
x y x y

x y
t







   

  


 

với mọi 
0 1 2 0 1 2, , , , , , .t x x x y y y 

 

Vậy (2.4) được thỏa mãn với 

2

1( ) ,
3

te
A t



  

2

2
( ) ,

5
A t  3 2

1
( )

5 2
A t

t



 và ( ) 6 | |,v t 

 
với mọi 

t .  

Mặt khác, ta có  

0 1 2

1 2 1 14
( ) ( ) ( ) :

3 5 5 15
A t A t A t C      

 

và 
14 1

( 1 0
5 5

)
1 1

B C       .  

Do đó, theo Định lí 2.3, phương trình vi 

phân (2.21) là co suy rộng. Ngoài ra, khi 0   

thì ( ) 0v   , khi đó (2.21) là co toàn cục.  

Nhận xét 2.7. Các kết quả trong (Ngoc, 2015) 

và (Ngoc & Trinh, 2018) cũng như trong các tài 

liệu tham khảo trong bài báo này là không áp dụng 

được để kiểm tra điều kiện co suy rộng của phương 

trình vi phân (2.20). 

3. Kết luận 

Bài báo đã đưa ra khái niệm co suy rộng, một 

khái niệm tổng quát hơn của khái niệm co của 

nghiệm đối với hệ phương trình vi phân có chậm 

rời rạc, các chậm là hàm phụ thuộc thời gian. Bài 

báo cũng đã phát triển kĩ thuật trong (Ngoc, 2015) 

và (Ngoc & Trinh, 2018) để chứng minh nhiều điều 

kiện cho tính co suy rộng của hệ phương trình vi 

phân phi tuyến có chậm. Hướng phát triển của bài 
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báo là nghiên cứu các điều kiện co suy rộng của 

lớp hệ phương trình vi phân trong một số không 

gian trừu tượng, điều kiện co suy rộng của lớp hệ 

phương trình vi phân dạng trung hòa, hệ phương 

trình vi tích phân, hệ có yếu tố ngẫu nhiên. Tìm 

điều kiện cực tiểu hóa biên co của lớp hệ co suy 

rộng cũng là một số vấn đề mở cần được khai thác 

trong thời gian tới. 

Lời cảm ơn: Bài báo được hỗ trợ bởi đề tài 

khoa học và công nghệ cấp bộ của Bộ Giáo dục và 

Đào tạo mã số B2020.SPD.04.  
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