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VAÄN DUÏNG PHÖÔNG PHAÙP LÖÔÏNG GIAÙC HOÙA  
GIAÛI MOÄT SOÁ BAØI TOAÙN ÑAÏI SOÁ - GIAÛI TÍCH  

TRONG CHÖÔNG TRÌNH TOAÙN TRUNG HOÏC PHOÅ THOÂNG 
 Phaïm Troïng Thö(*) 

Toùm taét 
Baøi vieát giôùi thieäu phöông phaùp löôïng giaùc hoùa vaø vaän duïng trong giaûi moät soá baøi toaùn ñaïi soá - 

giaûi tích thuoäc chöông trình toaùn trung hoïc phoå thoâng vaø caùc ví duï minh hoïa tieâu bieåu. 
Töø khoùa: Phöông phaùp löôïng giaùc hoùa, ñaïi soá, giaûi tích. 
 
1. Giôùi thieäu 
Trong chöông trình toaùn trung hoïc phoå 

thoâng chuùng ta thöôøng gaëp raát nhieàu daïng baøi 
toaùn ñaïi soá vaø giaûi tích khaùc nhau nhö: giaûi 
phöông trình (PT), heä phöông trình (HPT), baát 
phöông trình (BPT), chöùng minh baát ñaúng thöùc 
(BÑT), tìm giaù trò lôùn nhaát (GTLN) vaø giaù trò 
nhoû nhaát (GTNN) cuûa bieåu thöùc. Coù raát nhieàu 
phöông phaùp giaûi caùc daïng baøi toaùn treân, chaúng 
haïn phöông phaùp theá, phöông phaùp söû duïng bieåu 
thöùc lieân hôïp, phöông phaùp söû duïng caùc BÑT 
quen thuoäc, phöông phaùp haøm soá... Trong caùc 
phöông phaùp giaûi ñoù coù phöông phaùp “löôïng 
giaùc hoùa”. Noäi dung cuûa phöông phaùp naøy laø töø 
nhöõng baøi toaùn khoù khoâng chöùa nhöõng yeáu toá 
löôïng giaùc, baèng pheùp ñoåi bieán phuø hôïp ta coù 
theå chuyeån baøi toaùn ñaõ cho töø phaïm vi ñaïi soá 
sang phaïm vi löôïng giaùc nhaèm giuùp ta tìm ñöôïc 
lôøi giaûi cho baøi toaùn raát ngaén goïn, ñoäc ñaùo vaø 
thuù vò. Vaán ñeà ñaùng quan taâm cuûa hoïc sinh laø 
nhöõng baøi toaùn naøo thích hôïp cho vieäc löôïng 
giaùc hoaù. Trong baøi vieát naøy, thoâng qua moät soá 
ví duï ñieån hình, chuùng toâi muoán laøm roõ caùch vaän 
duïng phöông phaùp löôïng giaùc hoùa ñeå giaûi moät 
lôùp baøi toaùn ñaïi soá - giaûi tích ñaõ neâu treân. 

2. Phöông phaùp löôïng giaùc hoùa 
2.1. Daáu hieäu nhaän bieát 
Chuùng ta coù theå söû duïng phöông phaùp 

löôïng giaùc hoùa ñeå giaûi caùc baøi toaùn coù daáu hieäu 
sau ñaây: 

- Neáu [ ;

- Neáu x a≥  vôùi  thì luoân toàn taïi > 0a

{ }; \ 0
2 2
π πα ⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
∈ −   sao cho ;

sin
ax
α

=  hoaëc toàn 

taïi [0; ] \
2
πα π ⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

∈   sao cho 
cos

ax
α

= ⋅  

- Neáu x∈  thì luoân toàn taïi ;
2 2
π πα ⎛ ⎞∈ −⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

sao cho tan .x α=   
- Trong ñeà baøi xuaát hieän 2 2 2 2; ;x a a x− −   

2 2; ;a x a x± + 2 3
2 2

32 32 1; 4 3 ; ;
1 1 3

;x x xx x x
x x

−
− −

− −
   

; ( 0)
1
x y a

xy
+ .⋅ ⋅ ⋅ >
−

  

Trong moät soá baøi toaùn thì caùc daáu hieäu naøy 
khoâng xuaát hieän ngay töø ñaàu, ngöôøi giaûi phaûi tìm 
caùch bieán ñoåi caùc ñieàu kieän hoaëc caùc haøm soá ñaõ 
cho ñeå laøm xuaát hieän caùc daáu hieäu ñoù. 

Sau ñaây chuùng ta xeùt caùc baøi toaùn baèng 
phöông phaùp treân qua caùc ví duï tieâu bieåu. 

2.2. Ví duï 

Ví duï 1. Giaûi PT 
2

2 35  (1).
64

xx
x

+ =
−

 

Lôøi giaûi 
Caùch 1. Ñieàu kieän ñeå PT (1) coù nghóa laø 
2.x >  
Nhaän xeùt vôùi 2x < −  thì veá traùi cuûa (1) laø 

soá aâm neân (1) khoâng coù nghieäm treân ( ;   2)−∞ − .
Vôùi  PT (1) töông ñöông vôùi PT: 2,x >

]x a a∈ −   vôùi  thì luoân toàn taïi > 0a

;
2 2

2 26 ( 4 2) 35 4x x x− + = −  π π ⎤
⎥⎣ ⎦

α ⎡
⎢∈ −   sao cho sinx a ;α=  hoaëc toàn taïi 

[0; ]α π∈   sao cho cos .x a α=  
222(3 10) 4 3 4 5 4 0x x x x⎛ ⎞⇔ − − + − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
=  

2
2

2
3(100 9 )2(3 10) 4 0

4 5 4

xx x
x x

−
⇔ − − +

+ −
= 

 (*) Cöû nhaân, Tröôøng Trung hoïc phoå thoâng chuyeân Nguyeãn 
Quang Dieâu, Ñoàng Thaùp. 
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2
2

3(10 3 )(10 3 ) 2 4 0
4 5 4

xx x
x x

⎛ ⎞+
⇔ − ⎜ − − ⎟ =

⎜ ⎟+ −⎝ ⎠
 

2
2

10   
3

.3(10 3 ) 2 4  (
4 5 4

x

x x
x x

⎡ =⎢
⎢⇔ +⎢ = −⎢

+ −⎣
*)

  

PT (*) töông ñöông 2 210 9 70 8 4 0x x x x− − + − =  
2 28 4 30 5(2 7 5) 13(2 5) 0x x x x x⇔ − − + − + + − =  

2

2 264 ( 4) 900 5( 1)(2 5) 13(2 5) 0
8 4 30

x x x x x
x x

− −
⇔ + − − +

− +
− =

2 2

2
4(4 25)(4 9) 5( 1)(2 5) 13(2 5) 0

8 4 30

x x x x x
x x

− +
⇔ + − − +

− +
− =

2

2

4(2 5)(4 9)(2 5) 5 8 0
8 4 30

x xx x
x x

⎛ ⎞+ +⎜⇔ − + + =
⎜ − +⎝

⎟
⎟
⎠

 

Khi ñoù ta coù 
2

2

4(2 5)(4 9) 5 8 0
8 4 30

x x x
x x

+ + ,+ + >
− +

 

vôùi moïi  töø ñoù suy ra PT (*) coù nghieäm laø 2,x >
5
2

x = ⋅  

Ñoái chieáu vôùi ñieàu kieän ta thaáy 10
3

x =   vaø 

5
2

x =  laø nghieäm cuûa PT (1). 

Caùch 2. Ñieàu kieän ñeå PT (1) coù nghóa laø 
2.x >  
Nhaän xeùt vôùi  thì veá traùi cuûa PT (1) laø 

soá aâm neân (1) khoâng coù nghieäm treân (
2x < −

);  2 .−∞ −   
Vôùi  PT (1) töông ñöông vôùi PT 2,x >

2 26 ( 4 2)− + 35 4.x x x= −  

Ñaët 2 4 ,  0x t t− = >  thì PT treân trôû thaønh: 
356 12 35 0  (*).

6 12
ttx x t x

t
+ − = ⇔ =

+
 

Thay (*  vaøo ) 2 4x t− =  ta ñöôïc PT: 
2

235 4 (**).
6 12

t t
t

⎛ ⎞ − =⎜ ⎟+⎝ ⎠
 

Khai trieån (*  vaø ruùt goïn laïi ta ñöôïc  *)
4 3 236 144 937 576 576 0t t t t+ − + + =

2
 

(3 8)(2 3)(6 49 24) 0.t t t t⇔ − − + + =  

Vì  neân PT treân coù hai nghieäm 0t > 8
3

t  

hoaëc 

=

3
2

t = ⋅   

Vôùi 8
3

t =  thì 2 84
3 3

x x− = ⇔ =± ⋅
10  Ñoái 

chieáu vôùi ñieàu kieän ta nhaän 2,x > 10
3

x = ⋅  

Vôùi 3
2

t =  thì 2 3 54
2 2

x x− = ⇔ = ± ⋅  Ñoái 

chieáu vôùi ñieàu kieän ta nhaän 2,x > 5
2

x = ⋅  

Vaäy PT (1) coù hai nghieäm laø 10 5, 
3 2

x x= = ⋅   

Caùch 3. Ñieàu kieän ñeå PT (1) coù nghóa laø 
2.x >  
Nhaän xeùt vôùi 2x < −  thì veá traùi cuûa (1) laø 

soá aâm neân (1) khoâng coù nghieäm treân ( ;   2)−∞ − .

Vôùi ta ñaët 2,x > 2 ,  0;  
cos 2

x t
t

π⎛ ⎞= ∈ ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

PT (1) trôû thaønh 

2

2 4
cos 64cos 4
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t

t
t

+ =
−

35  

                      1 1 3
cos sin 12t t

⇔ + =
5  

                      12(sin cos ) 35sin .cos  (*).t t t t⇔ + =  
Laïi ñaët ( )sin cos  1 2y t t y= + < ≤  

2 1sin .cos
2

yt t −
⇒ = ⋅  

PT (*) trôû thaønh 2 735  

hoaëc 

24 35 0
5

y y y− − = ⇔ =

5
7

y = − (loaïi). 

7 1 1 3sin cos
5 sin cos 1 .

12 1 1 25sin .cos
25 sin cos 12

t t
t t

t t
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⎧ ⎧+ = + =⎪ ⎪⎪ ⎪⇒ ⇔⎨ ⎨
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⎪ ⎪⎩ ⎩

5
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=
 

Khi ñoù 1
sin t

 vaø 1
cos t

 laø nghieäm cuûa PT  

2

5 1
4 312 35 25 0
5 5
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⎡ ⎡= =⎢ ⎢
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⎢ ⎢= =⎢ ⎢⎣ ⎣
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Ñoái chieáu vôùi ñieàu kieän ta thaáy 10 ,
3

x =  

5
2

x =  laø nghieäm cuûa PT (1). 

Nhaän xeùt 
Söï coù maët cuûa 3 lôøi giaûi cuûa cuøng moät baøi 

toaùn chaéc chaén chöa phaûi laø toái ña ñoái vôùi 
ngöôøi yeâu thích giaûi toaùn. Trong moät baøi toaùn 
neáu bieát caùch nhìn, caùch phaân tích baøi toaùn 
döôùi moïi “goùc”, “caïnh”, ta coù theå thu ñöôïc 
nhieàu lôøi giaûi khaùc nhau. Lôøi giaûi caùch 1 vaø 
caùch 2 coù tính chaát maãu möïc, gaàn gioáng saùch 
giaùo khoa nhöng khoâng haáp daãn vì lôøi giaûi daøi 
vaø quaù khoù, coøn lôøi giaûi caùch 3 neáu ta bieát khai 
thaùc caùi rieâng cuûa baøi toaùn (chuù yù ñeán ñieàu 
kieän ) thì ta seõ nghó ñeán vieäc ñaët 2 4 0x − >

2 ,  0;
s

x t
t

 .
co 2

π⎛= ∈⎜
⎞
⎟

⎝ ⎠
 Luùc ñoù baøi toaùn ñaõ cho 

ñöôïc chuyeån sang daïng löôïng giaùc coù caùch giaûi 
deã hôn. 

Ví duï 2. Giaûi PT ( ) ( )71 12 35 6 35 3 (2).
x x

+ = − +  

Lôøi giaûi 
Ta thaáy: 

( )( )6 35 6 35 1+ − ,=  

( ) ( )271 12 35 6 35 ,
x x

+ = +

( )
( )

16 35
6 35

x
x− = ⋅

+
 

Ñaët ( )2 6 35 0 (*
x

t = + > ).  Khi ñoù PT (2) 

trôû thaønh 2 14 3
2

t
t

= + 3 14 3  (**).
2

t t⇔ − =  

Giaûi PT (**) trong phaïm vi ñaïi soá thì raát 
khoù, nhöng nhôø vaøo veá traùi cuûa PT (**) giuùp ta 
lieân töôûng ñeán coâng thöùc löôïng giaùc ñaõ bieát 

34cos 3cos cos3α α− = α  vaø töø ñoù ñaët cos ,t α=  
(0;  ).α π∈  Khi ñoù PT (**) trôû thaønh: 
3 14cos 3cos

2
α α− =  

1cos3 .
2

α⇔ =  

2 ,  
9 3

kπ πα⇔ = ± + ∈k  

Vì 5 7(0;  ) ;  ;  
9 9 9
π π πα π α ⎧ ⎫∈ ⇒ ∈ ⋅⎨ ⎬
⎩ ⎭

 Do ñoù 

taäp nghieäm cuûa PT (**) laø { }1 2 3; ; D t t t=  vôùi 

1 2
5cos 0,  cos 0,

9 9
t tπ π
= > = <  3

7cos 0.
9

t π
= <  

Töø ñoù ta coù ( )2cos 6 35
9

xπ
= +  

6 35log 2cos .
9

x π
+

⎛ ⎞⇒ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Vaäy PT (2) coù moät nghieäm duy nhaát laø 

6 35log 2cos .
9

x π
+

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Ví duï 3. [3, tr. 102] Trong caùc nghieäm 

( ; ; ; )x y z t   cuûa heä 

2 2

2 2

1

2   (3)

2

x y

z t

xt yz

⎧ + =
⎪⎪ + =⎨
⎪ + ≥⎪⎩

, haõy tìm 

nghieäm sao cho toång y t+  laø nhoû nhaát.   
Lôøi giaûi 

Caùch 1. AÙp duïng BÑT Bunyakovsky, ta coù 
2 2 2 2 2( ) ( )( ) 2xt yz x y z t xt yz+ ≤ + + = ⇒ + ≤ 2.  Maø 

2xt yz+ ≥  cho neân 2 (*).xt yz+ =  Keát hôïp 
PT (*) vôùi hai PT ñaàu cuûa heä ta suy ra ñöôïc 

( ) ( )2 2
2 2 0 **z y t x− + − = ( ). Do ( )22z y− 0≥  vaø 

( )22t x 0− ≥  neân töø  ta suy ra ñöôïc: **( )

2

2

z y

t x

⎧ =⎪ ⋅⎨
=⎪⎩

 

Laïi tieáp tuïc aùp duïng duïng BÑT 
Bunyakovsky, ta coù:  

( )22 2( ) 2 3( ) 3y t y x y x2 .+ = + ≤ + =  

3.y t⇒ + ≥ −  
Ñaúng thöùc xaûy ra khi: 

33
3

2 2 3
2

3

y t y
ty x

t

⎧
⎧ + = − = −⎪⎪ ⎪⇒ ⋅⎨ ⎨

= =⎪ ⎪ = −⎩ ⎪⎩

 

Töø ñoù ta coù  
62 ,

3
x y= = −

62
3

z y= = − ⋅  
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Vaäy min( ) 3,y t+ = −  ñaït ñöôïc khi vaø chæ 

khi 6 3 6 2 3( ;  ;  ;  ) ;  ;  ;  .
3 3 3 3

x y z t
⎛

= − − − −⎜⎜
⎝

⎞
⎟⎟
⎠

 

Caùch 2. Söï xuaát hieän cuûa hai heä thöùc ñaàu 
trong giaû thieát (3), cho pheùp ta coù theå chuyeån baøi 
toaùn sang phaïm vi löôïng giaùc. Cuï theå nhö sau: 

Töø ñieàu kieän  suy ra choïn ñöôïc 2 2 1x y+ = α  
duy nhaát sao cho cos ,x  sin ,yα α= =  [ ]0;  2 .α π∈  

Töông töï  suy ra choïn ñöôïc 2 2 2z t+ = β  duy 
nhaát sao cho 2 cos ,  2sin ,z tβ β= =  [ ]0;  2 .β π∈  

Thay ,  y,  z,  tx  vaøo 2xt yz+ ≥  ta coù 
2cos sin s 2α β β+ ≥2sin coα  hay sin( ) 1α β+ ≥   

sin( ) 1α β⇒ + =  

2 ,  .
2

k kπα β π⇒ + = + ∈  

Do ñoù ta coù sin cos ,  cos sinα β α β= =  vaø  
sin 2siny t sin 2cosα β α α= ++ = +  
1 23 sin cos
3 3

.α α
⎛ ⎞

= +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Vì 
221 2 1

3 3
⎛ ⎞⎛ ⎞ + ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=  neân toàn taïi goùc ϕ  

sao cho 1 2cos , sin
3 3

ϕ ϕ= = ⋅  

Khi ñoù 3sin( )y t α ϕ+ = +  ñaït GTNN baèng 
3−  khi vaø chæ khi sin( ) 1α ϕ+ = −  

2 ,  .
2

n nπα ϕ π⇔ + = − + ∈  

Töø ñoù ta coù: 
2 cos sin

33
x α ϕ= = − = − = −i 6

⋅                 

1 3 sin cos
33

y α ϕ= = − = − = −i ⋅  

6 2cos 2sin 2cos
3

z β α ϕ= = = − = − ⋅i        

2 3 2sin 2cos 2sin
3

t β α ϕ= = = − = − ⋅i  

Vaäy min( ) 3,y t+ = −  ñaït ñöôïc khi vaø chæ 

khi 6 3 6 2 3( ; ; ; ) ; ; ; .
3 3 3 3

x y z t
⎛ ⎞

= − − − −⎜ ⎟⎟⎜
⎝ ⎠

 

Nhaän xeùt 
Lôøi giaûi caùch 1 coù tính chaát maãu möïc, gaàn 

gioáng saùch giaùo khoa nhöng khoâng haáp daãn vì 

vieäc tìm ra ñöôïc lôøi giaûi laø cöïc kyø khoù; bôûi leõ 
baøi toaùn söû duïng nhieàu laàn BÑT Bunyakovsky 
coù keát hôïp phöông phaùp ñaùnh giaù, coøn lôøi giaûi 
caùch 2 neáu ta bieát khai thaùc caùi rieâng cuûa baøi 
toaùn (chuù yù ñeán hai phöông trình ñaàu trong heä 
ñaõ cho) thì ta seõ nghó ñeán vieäc ñaët aån phuï (muïc 
2.1). Luùc ñoù, baøi toaùn ñaõ cho ñöôïc chuyeån sang 
daïng löôïng giaùc coù caùch giaûi deã hôn. 

Ví duï 4. [1, tr. 110] Giaûi BPT sau: 

2 2

1 3 1 (4).
1 1

x
x x

> −
− −

 

Lôøi giaûi 
Caùch 1. Ñieàu kieän ñeå BPT (4) coù nghóa laø 
1.x <  
Vôùi ñieàu kieän treân BPT ñaõ cho töông 

ñöông vôùi 2 23 1 2  (*).x x x− < −  
Ta thaáy vôùi 1 x 0− < ≤

S

thì veá traùi cuûa (*) laø 
soá aâm vaø veá phaûi cuûa (*) laø soá döông neân BPT 
(*) coù taäp nghieäm laø 1 ( 1;  0].= −  

Vôùi 0 1x< <
2 21 )

 thì BPT ñaõ cho töông ñöông 
vôùi 29 ( (2 )2x x x−− <

4 2
 

      10 13 4 0x x⇔ − + >  

      

2

2

1
2
4
5

x

x

⎡ <⎢
⇔ ⎢

⎢ >⎢⎣

 

      

2
2
2
5

x

x

⎡
<⎢

⎢⇔ ⋅
⎢ >⎢
⎣

  

Ñoái chieáu vôùi ñieàu kieän 0 1x< <  ta suy ra 

BPT (*) coù taäp nghieäm laø 2
2 20; ; 1

2 5
S

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ∪⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 ⋅  

Vaäy BPT (4) coù taäp nghieäm laø 

 1 2
2 21;  ; 1

2 5
S S S

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ = ∪ = − ∪⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠
⋅

.

 

Caùch 2. Ñieàu kieän ñeå BPT (4) coù nghóa laø 
1 1x− < <  

Ta thaáy trong BPT coù xuaát hieän daáu hieäu 
21 x−  cho pheùp ta ñaët sin ,  ;  

2 2
x t t π π⎛ ⎞= ∈ − ⋅  ⎜ ⎟

⎝ ⎠
Khi ñoù BPT (4) trôû thaønh:  

                    2
1 3sin 1

coscos
t
tt

> −   
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             21 tan 3tan 1t⇔ + > −t
2              tan 3tan 2 0t⇔ − + >t

             
tan 1
tan 2

t
t
<⎡

⇔ ⎢ >⎣

            
     ( )

2 4

arctan 2  ( )
2

t

t

π π

π

⎡− < <⎢
⇔ ⎢

⎢ < <⎢⎣

*

**
 

Töø (*) ta ñöôïc 21
2

x− < < ⋅  

Giaûi (**): Ñaët arctan 2α =   

             sintan 2
cos

αα
α

⇒ = =   
             sin 2cosα α⇒ =  

2 2sin 4(1 sin )α α⇒ = −  

             2sin
5

α⇒ = ⋅   

Do ñoù töø (**) ta ñöôïc 2 1.
5

x< <  

Vaäy 2 21; ; 1
2 5

S
⎛ ⎞ ⎛

= − ∪⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 ⎞⎟  laø taäp nghieäm 

cuûa BPT (4). 
Nhaän xeùt 
Baøi toaùn treân laø baøi toaùn khaù ñôn giaûn vaø 

coù leõ nhieàu hoïc sinh khoâng maáy khoù khaên ñeå 
giaûi baøi toaùn naøy. Tuy nhieân, trong lôøi giaûi 
caùch 1 sai laàm thöôøng gaëp cuûa hoïc sinh laø söû 
duïng bieán ñoåi: 

2 2 2 22 2

1 1
(!).

9 (1 ) (2 )3 1 2  (*)

x x

x x xx x x

⎧ < ⎧ <⎪ ⎪⇔⎨ ⎨
− < −⎪⎪ − < − ⎩⎩

 

Khi ñoù seõ tìm ñöôïc taäp nghieäm: 
2 2 2 21;  ;  ; 1

2 25 5
S

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛
= − − ∪ − ∪ ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝⎝ ⎠

 ⎞⎟
⎠

  

Ñaây laø bieán ñoåi sai, laøm maát ñi moät ñoaïn 

nghieäm 2 2; .
25

⎡
− −⎢
⎣ ⎦

⎤
⎥  Sai laàm ôû choã khi bình 

phöông hai veá cuûa (*) ta phaûi nhôù ñaët ñieàu kieän 
cho hai veá BPT cuøng daáu. ÔÛ lôøi giaûi caùch 2, 
neáu ta bieát khai thaùc caùi rieâng cuûa baøi toaùn 
(chuù yù trong BPT coù xuaát hieän daáu hieäu 

21 x− ) ta seõ nghó ñeán vieäc ñaët sin ,x t=   

;  
2 2

t π π⎛∈ − ⋅⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟

4.

 Luùc ñoù baøi toaùn ñaõ cho ñöôïc 

chuyeån sang daïng löôïng giaùc coù caùch giaûi deã 
hôn vaø ít bò sai laàm. 

Ví duï 5. Cho  laø caùc soá thöïc döông 
thoûa maõn 

,  ,  a b c
3bc ca4 2 2ab + + =  Tìm GTLN cuûa 

bieåu thöùc  2 2 2
4 9 16

4 9 1
P

a b c 6
= + +

+ + +
⋅  

Lôøi giaûi 
Ñeå baøi toaùn ñaõ cho coù theå trôû thaønh baøi 

toaùn coù lôøi giaûi ngaén goïn vaø deã hieåu, ta chæ caàn 
phaùt hieän caùch ñaët aån phuï. Cuï theå nhö sau: 

Ñaët 2 ,  3 ,  4 .a x b y c z= = =  
Töø ñieàu kieän cuûa giaû thieát ta suy ra 

 vaø , , 0x y z > 1 (*).xy yz zx+ + =  Khi ñoù, bieåu 

thöùc  trôû thaønh P 2 2 2
1 1 1

1 1
P

x y z 1
= + +

+ + +
⋅  

Caùch 1. 
Ta coù: 

2 2 2 2 2

2 2 2
( 1) ( 1) ( 1)

1 1

2

1
x x y y z zP

x y z
+ − + − + −

= + +
+ + +

 

   
2 2 2

2 2 23
1 1

x y z
x y z

⎛ ⎞
= − + +⎜ ⎟⎜ ⎟1+ + +⎝ ⎠

  

AÙp duïng BÑT Cauchy-Schwarz daïng phaân 
thöùc, ta ñöôïc: 

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
( )  (1).

1 1 1 3
x y z x y z

x y z x y z
+ +

+ + ≥
+ + + + + +

 

Töø 2 2 2( ) ( ) ( )x y y z z x 0− + − + − ≥
2 2 2

     
 (2).x y z xy yz zx⇒ + + ≥ + +

1
 

Maët khaùc xy yz zx+ + =  neân töø (2) ta suy 
ra 2 2 9x y x2 8( )z xy yz z+ + + + + ≥  

( )2 2 2 2 2 24 2( ) 3(x y z xy yz zx x y z 3)⇔ + + + + + ≥ + + +

2 2 2 24( ) 3( 3)x y z x y z⇔ + + ≥ + + +  
2

2 2 2
( ) 3 (3).

43
x y z

x y z
+ +

⇔ ≥
+ + +

 

Töø (1) vaø (3) suy ra 
2 2 2

2 2 2
3
41 1 1

x y z
x y z

+ + ≥ ⋅ 
+ + +

Töø ñoù ta coù 9
4

P ≤ ⋅   

Ñaúng thöùc xaûy ra khi vaø chæ khi 
3

3
x y z= = =  hay 2 3 4 3,  3,  

3 3
a b c= = = ⋅  

Vaäy 9max
4

P = ⋅  

 126 
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Caùch 2. 
Nhôø (*) ta lieân töôûng ñeán coâng thöùc löôïng 

giaùc tan tan tan tan tan tan 1
2 2 2 2 2 2
α β β γ γ α

+ + =  

neân ta coù theå tieáp tuïc ñaët tan ,  tan ,
2 2

x yα β
= =   

tan
2

z γ
=  vôùi ( ),  ,  0;  .α β γ π∈  

Khi ñoù, töø (*) ta coù: 

tan tan tan tan tan tan 1
2 2 2 2 2 2
α β β γ γ α

+ + =  

tan .tan 1
2 2 2
β α γ⎛ ⎞⇒ +⎜ ⎟

⎝ ⎠
=  

Hay sin .sin cos .cos
2 2 2 2 2 2
β α γ β α γ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

cos 0
2 2 2
α β γ⎛ ⎞⇔ + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

=  

2 2 2 2
α β γ π

⇔ + + =  

2 2 2
α β π γ+

⇔ = −  

cos sin
2 2

β γ α+
⇒ = ⋅   

Do ñoù, ta coù: 
2 2cos cos cos

2 2
P 2

2
α β γ

= + +  

2 1 1cos (1 cos ) (1 cos )
2 2 2
α β γ= + + + +  

2 11 cos (cos cos )
2 2
α β γ= + + +  

21 cos cos cos
2 2 2
α β γ β γ+ −

= + +  

22 sin sin cos
2 2 2
α α β γ−

= − +  
2

21 12 cos sin cos
4 2 2 2 2

β γ α β γ− −⎛ ⎞= + − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

21 12 cos 2
4 2 4

P β γ−
⇒ ≤ + ≤ + =

9
4
⋅  

Do ñoù, GTLN cuûa  baèng P 9 ,
4

ñaït ñöôïc khi 

 

2

1sin cos
2 2 2

cos 1
2

α β γ π
α β γ

β γ

⎧
⎪ + + =
⎪ −⎪ =⎨
⎪

−⎪ =⎪⎩

 

3
πα β γ⇔ = = =  

3
3

x y z⇔ = = =  

2 3 4 3,  3,  
3 3

a b c⇔ = = = ⋅  

Nhaän xeùt 
Ñaây laø baøi toaùn khoù, ñoøi hoûi hoïc sinh phaûi 

bieát vaän duïng caùc BÑT quen thuoäc ñeå ñaùnh giaù 
nhöng ñaïi ña soá hoïc sinh khoâng giaûi theo 
höôùng caùch 1 bôûi leõ caùch naøy coøn khieám 
khuyeát do baøi toaùn keát hôïp quaù nhieàu BÑT, 
trong ñoù coù BÑT Cauchy-Schwarz daïng phaân 
thöùc. BÑT naøy chæ coù trong taøi lieäu chuyeân 
toaùn, hoïc sinh khoâng theo hoïc chöông trình 
naøy, muoán aùp duïng phaûi chöùng minh laïi. 

Nhaéc laïi BÑT Cauchy-Schwarz daïng 
phaân thöùc 

Neáu  laø caùc soá thöïc vaø  
laø caùc soá thöïc döông, thì 

1 2 3, ,a a a 1 2 3, ,b b b  

2 22 2
3 1 2 31 2

1 2 3 1 2 3

( ) (*)a a a aa a
b b b b b b

+ +
+ + ≥

+ +
 ⋅  

Ñaúng thöùc xaûy ra khi vaø chæ khi 
31 2

1 2 3

aa a
b b b

= = ⋅  

Chöùng minh 

Xeùt hai boä soá ( )1 2 3; ;b b b  vaø 31 2

1 2 3
; ; . aa a

b b b

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

AÙp duïng BÑT Bunyakovsky coù 

( )
22 2

2 2 2 31 2
1 2 3

1 2 3
( ) ( ) ( ) aa ab b b

b b b

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟+ + + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
2

31 2
1 2 3

1 2 3

aa ab b b
b b b

⎛ ⎞
≥ ⋅ + ⋅ + ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Suy ra ñieàu phaûi chöùng minh 
Ñaúng thöùc trong (*) xaûy ra khi 

31 2

1 2 3

aa a
b b b

= = ⋅  

Baøi taäp töông töï 

1. [5, tr. 123] Giaûi PT  ( ) ( )33 21 2 1 2 .x x x+ − = −   x

2. [5, tr. 123] Giaûi PT  2 33 1 4 .x x x+ − =   
3. Giaûi HPT sau: 
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bieåu thöùc 
( )2

2

4 3 2

1 2 2 2

x xy
P

xy y

+
= ⋅

+ +
  

2 2

5 3 5 3

2 1
.

16 20 5 64 2 40 2 5 2 2 0

x y

x x x y y y

⎧ + =⎪
⎨

− + + − + + =⎪⎩
   

10. Chöùng minh raèng vôùi moïi soá thöïc 
,  ,  x y z  tuøy yù ta coù 4. Giaûi HPT 

2

2 2

4 2

6 9 20

x x y

x y y

⎧ − + + =⎪ ⋅⎨
⎪ + + − =⎩

 

2 2 2 2 2 22015 . 2015 2015 . 2015 2015 . 2015

x z z y x y

x z z y x

− − −

y
+ ≥ ⋅

+ + + + + +
 

5. Giaûi HPT 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

2 2

2 2

2 2

1 3 3 0

1 3 3 0

1 3 3 0

x z z z

y x x x

z y y y

⎧ − + − =
⎪
⎪

− + − =⎨
⎪
⎪ − + − =
⎩

11. Cho laø caùc soá thöïc döông thoûa 
maõn 

, ,  a b c
.+ + =c abca b  Chöùng minh raèng: ⋅   

( )( ) ( )( ) ( )( )2 2 2 2 2 2

3

1 1 1 1 1 1 4
27( )

a b c b a c c a b

a b c

− − + − − + − −
≤ ⋅

+ +
 

6. [2, tr. 99] Giaûi BPT 
2

3 5 .
21

xx
x

+ >
−

  12. [4, tr. 49] Cho  laø caùc soá thöïc 
döông. Chöùng minh raèng: 

, ,a b c  

( )( )( )2 2 22 2 2 9(a b c ab bc c+ + + ≥ + +7. Cho hai soá thöïc ,  x y  khoâng aâm thay ñoåi. 
Tìm GTLN vaø GTNN cuûa bieåu thöùc  

).a  

3. Keát luaän ( )( )
( )

2013 2013

22 2013

1

(1 ) 1

x y xy
P

x y

− −
=

+ +
⋅   

8. Cho ,  ,  x y z
1.=

 laø caùc soá döông thoûa maõn 
 Tìm GTLN cuûa bieåu thöùc xy yz zx+ +

( )( ) ( )( )2 2 2 2 2 2

2

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 2

y z x z x y
P x y

x

⎛ ⎞ ⎛

y

⎞+ − − + + − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

   

( )( )2 2 2

2

1 1 1 1

1

x y z
z

z

⎛ + − − +⎜+ ⎜
+⎜

⎝

⎞
⎟ ⋅⎟
⎟
⎠

        9. Cho hai soá 

Thoâng qua heä thoáng ví duï vöøa neâu treân ta 
thaáy phöông phaùp löôïng giaùc hoùa toû roõ hieäu 
quaû treân moät soá baøi toaùn ñaïi soá - giaûi tích maø 
vieäc söû duïng phöông phaùp khaùc coù theå khoâng 
thuaän lôïi baèng. Tuy nhieân ñeå söû duïng ñöôïc 
phöông phaùp naøy, ñoøi hoûi baïn ñoïc ñaàu tö suy 
nghó, linh hoaït saùng taïo, bieán ñoåi baøi toaùn, ñöa 
baøi toaùn veà daïng coù theå aùp duïng ñöôïc phöông 
phaùp löôïng giaùc hoùa. Chuùng ta coù theå kieåm 
nghieäm phöông phaùp treân vôùi 12 baøi taäp töï 
luyeän maø chuùng toâi ñeà xuaát. Chuùng toâi hy 
voïng, baïn ñoïc seõ tìm ra nhieàu lôøi giaûi hay, ñoäc 
ñaùo cho phöông phaùp löôïng giaùc hoùa ñoái vôùi 
baøi toaùn treân. 

       

,  x y
1.=

 thay ñoåi vaø thoûa maõn 
heä thöùc  Tìm GTLN vaø GTNN cuûa  2 22x y+
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USING THE TRIGONOMETRIC METHOD TO SOLVE SOME ALGEBRA - 
ANALYSIS PROBLEMS IN HIGH SCHOOL MATHEMMATICS CURRICULUM 

Summary 
This paper addresses and uses the trigonometric method in solving some algebra -analysis 

problems in high school mathematics curriculum with typical examples for illustration.  
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