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ÑÒNH LÍ ÑIEÅM BAÁT ÑOÄNG CHUNG CHO HAI AÙNH XAÏ TRÔN YEÁU  
TREÂN KHOÂNG GIAN b -MEÂTRIC 

 ThS. Nguyeãn Thò Thanh Lyù(*) 

Toùm taét 
Trong baøi baùo naøy, ñònh lí ñieåm baát ñoäng cho hai aùnh xaï trôn yeáu treân khoâng gian -meâtric 

ñöôïc chöùng minh maø khoâng caàn ñieàu kieän lieân tuïc cuûa b -meâtric. Caùc keát quaû naøy laø môû roäng cuûa 
moät soá keát quaû trong [2] töø khoâng gian meâtric sang khoâng gian b -meâtric. Ñoàng thôøi, moät soá ví duï 
cuõng xaây döïng ñeå minh hoïa cho keát quaû chính cuûa baøi baùo. 

b

Töø khoùa: ñieåm baát ñoäng chung, -meâtric, aùnh xaï trôn yeáu. b
 
1. Giôùi thieäu 
Naêm 1998, Czerwik [4] giôùi thieäu khaùi 

nieäm khoâng gian b -meâtric vaø nghieân cöùu ñieåm 
baát ñoäng cuûa aùnh xaï co phi tuyeán treân khoâng 
gian naøy. Naêm 2010, Khamsi vaø Hussain [8] 
giôùi thieäu laïi khaùi nieäm khoâng gian -meâtric 
vôùi teân goïi khoâng gian kieåu-meâtric vaø nghieân 
cöùu aùnh xaï 

b

KMM treân khoâng gian naøy.  
Ñònh nghóa 1.1 ([4]). Cho X  laø taäp khaùc 

roãng, vaø haøm 1K ≥ : [0,D X )X× → +∞
,

 sao 
cho vôùi moïi , ,x y z X∈  

(1)  khi vaø chæ khi ( , ) 0D x y = ;x y=  
(2) ( , ) ( , );D x y D y x=  
(3) ( , ) [ ( , ) ( , )]. D x z K D x y D y z≤ +   
Khi ñoù  ñöôïc goïi laø b -meâtric treân D X  vaø 

( , , )X D K  ñöôïc goïi laø khoâng gian b -meâtric. 
Cuõng trong naêm 2010, Khamsi [7] ñaõ giôùi 

thieäu moät ñònh nghóa khaùc cuûa khoâng gian kieåu-
meâtric vôùi ñieàu kieän (3) trong Ñònh nghóa 1.1 
ñöôïc thay bôûi baát ñaúng thöùc khaùc vaø cuõng chöùng 
minh ñöôïc moät soá keát quaû veà ñònh lí ñieåm baát 
ñoäng cuûa aùnh xaï co treân khoâng gian naøy. 

Ñònh nghóa 1.2 ([7, Definition 2.7]). Cho 
X  laø taäp khaùc roãng,  vaø haøm 

 sao cho vôùi moïi 
1K ≥

: [0,D X X× → +∞

1 2, ,..., , ,∈n

)
,x y y y z X  

(1)  khi vaø chæ khi ( , ) 0D x y = ;x y=  
(2) ( , ) ( , );D x y D y x=  
(3) .1 1 2( , ) [ ( , ) ( , ) ( , )]≤ + + + nD x z K D x y D y y D y z  
Khi ñoù  ñöôïc goïi laø kieåu-meâtric treân D X  

vaø ( , , )X D K  ñöôïc goïi laø khoâng gian kieåu-meâtric. 
 

Naêm 2014, Dung vaø coäng söï [5] cuõng ñaõ 
ñöa ra moät soá ví duï chöùng minh -meâtric vaø 
kieåu-meâtric coù theå khoâng lieân tuïc vaø toàn taïi -
meâtric khoâng laø kieåu-meâtric. 

b
b

Gaàn ñaây, chuùng toâi thieát laäp ñònh lí ñieåm 
baát ñoäng cho hai aùnh xaï trôn yeáu treân khoâng 
gian kieåu-meâtric [9]. Tuy nhieân, giaû thieát cuûa 
ñònh lí caàn tính lieân tuïc cuûa kieåu-meâtric. Trong 
baøi baùo naøy, chuùng toâi xaây döïng ñònh lí ñieåm 
baát ñoäng cho hai aùnh xaï trôn yeáu treân khoâng 
gian -meâtric maø khoâng caàn ñieàu kieän lieân tuïc 
cuûa -meâtric. Caùc keát quaû naøy laø môû roäng cuûa 
moät soá keát quaû trong [2] töø khoâng gian meâtric 
sang khoâng gian b -meâtric. 

b
b

Tröôùc heát, chuùng toâi trình baøy moät soá khaùi 
nieäm vaø keát quaû boå trôï cho keát quaû chính cuûa 
baøi vieát naøy. 

Ñònh nghóa 1.3 ([4]). Cho ( , , )X D K  laø 
khoâng gian b -meâtric.  

(1) Daõy { }nx  trong X  ñöôïc goïi laø hoäi tuï 
ñeán ,x X∈  kí hieäu nx x→  hay lim ,

→+∞
=nn

x x  neáu 

lim )
→+

( ,nD x x
∞

0
n

= . Khi ñoù x  ñöôïc goïi laø ñieåm 

giôùi haïn cuûa daõy { }.nx  
(2) Daõy { }nx  trong ñöôïc goïi laø daõy 

Cauchy neáu  
X
) =

,
li ( , 0.n mn m

D x xm
→+∞

(3) Khoâng gian ( , , )X D K  ñöôïc goïi laø ñaày 
ñuû neáu moãi daõy Cauchy trong X  laø moät daõy 
hoäi tuï. 

Boå ñeà 1.4. Cho ( , , )X D K  laø khoâng gian 
-meâtric vaø b { }nx ,  laø hai daõy trong  { }ny .X
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Neáu { }nx  laø daõy Cauchy vaø lim ( , ) 0n nn
D x y

→+∞
=  

thì  laø daõy Cauchy. Hôn nöõa, neáu { }ny nx z→

,n m∈
) ( , )].m m mx D x y+

 
thì  .

K

n my

ny z→

( , )n my

( ,
∞

D y

Chöùng minh. Vôùi moïi , ta coù 
 (1.1) 2( , ) [ ( ,n n nD y D y x K D x≤ +

Cho  trong (1.1), ta ñöôïc 
 hay {

,n m →+∞
) 0=

,
li

n m
m
→+

}ny  laø daõy Cauchy. Maët 

khaùc, ta coù: 
( ,D y

( ,nD y

) [ ( , )n nK D y x≤ ( , )].n nD x z+

.

( , , )

z

m )z

         (1.2) 
Cho  trong (1.2), ta ñöôïc 

. Vaäy  
n →+∞

0=li
n→∞ ny z→

Boå ñeà 1.5 ([1, Lemma 1]). Cho X D K

n

 
laø khoâng gian b -meâtric vaø { }x ,  laø hai 
daõy trong  thoûa 

{ }ny
X lim nn

x a
→+∞

=  vaø  

Khi ñoù,  

lim .nn
by

→+∞
=

(1) 2

1
K

2 ( ,K D a

( , ) liminf (
n

D a b D x
→+∞

).b

, ) limsup ( , )n n n n
n

y D x y
→+∞

≤ ≤    

  ≤
(2) Vôùi moïi ,y X∈  ta coù: 

1 ( , )D a y liminf ( , ) lims
n n

D x y
K →+∞ →+

≤ ≤ up ( , ) ( , ).n nD x y KD a y
∞

≤

       Ñònh nghóa 1.6 ([3]). Cho X  laø taäp khaùc 
roãng vaø hai aùnh xaï  , :S T X .→ X

(1) Ñieåm x X∈
Tx =

 ñöôïc goïi laø ñieåm truøng 
cuûa  vaø T  neáu  S .Sx

(2) Ñieåm y X∈  ñöôïc goïi laø giaù trò truøng 
cuûa  vaø T  neáu toàn taïi ñieåm truøng S x X∈

.
 cuûa 

 vaø T  sao cho S y Tx Sx= =  
(3) Hai aùnh xaï  vaø T  ñöôïc goïi laø töông 

thích yeáu ngaãu nhieân neáu toàn taïi 
S

x X∈
.TSx

 laø ñieåm 
truøng cuûa  vaø T  vaø S STx =  

Boå ñeà 1.7 ([6, Lemma 1]). Cho  laø taäp 
khaùc roãng vaø  laø hai aùnh xaï töông thích yeáu 
ngaãu nhieân treân taäp 

X
,S T

.X  Khi ñoù, neáu S  vaø T  coù 
duy nhaát moät giaù trò truøng w Sx Tx= = w

S .T
 thì  laø 

ñieåm baát ñoäng chung duy nhaát cuûa  vaø  
2. Keát quaû chính 
Töø khaùi nieäm aùnh xaï trôn yeáu vaø tính ñaët 

chænh cuûa baøi toaùn ñieåm baát ñoäng chung treân 

khoâng gian meâtric trong [2] vaø [9], chuùng toâi 
giôùi thieäu khaùi nieäm töông töï treân khoâng gian 

-meâtric. b
Ñònh nghóa 2.1. Cho khoâng gian -meâtric b

( , , )X D K  vaø hai aùnh xaï , : .F T X X→  Khi ñoù,  
(1)  vaø T  ñöôïc goïi laø trôn yeáu neáu toàn 

taïi daõy {
F

}nx  trong  thoûa ñieàu kieän X
lim ( 0.

n
D F

→+∞
,x )n nTx =  

(2) Baøi toaùn ñieåm baát ñoäng chung cuûa 
{ , }F T  ñöôïc goïi laø ñaët chænh neáu caùc ñieàu kieän 
sau ñöôïc thoûa maõn 

(a)  vaø T  coù duy nhaát ñieåm baát ñoäng 
chung 

F
x  trong  nghóa laø, toàn taïi duy nhaát 

ñieåm 
,X

x X∈  sao cho . Fx Tx x= =
(b) Vôùi moãi daõy { }nx  trong X  vaø x laø 

ñieåm baát ñoäng chung duy nhaát cuûa  vaø T neáu F
lim ( , ) 0 lim )n n nn n

D x Fx
→+∞ →+∞

( ,nD x Tx= =  thì  lim
→+∞

( 0.
n

D x =, )n x

Ñònh lí sau laø ñieàu kieän ñuû ñeå hai aùnh xaï 
trôn yeáu treân khoâng gian -meâtric coù duy nhaát 
ñieåm baát ñoäng chung. 

b

Ñònh lyù 2.2. Cho khoâng gian -meâtric b
( , , )X D K , hai aùnh xaï , :F T X X→

[0, )
 vaø haøm soá 

:[0, ) [0, )Φ +∞ × +∞ → +∞  thoûa maõn 
(1) ( )F X  laø khoâng gian con ñaày ñuû cuûa  ;X
(2) Φ  lieân tuïc vaø  vôùi 

moïi 
( ,0) 0 (0, )t tΦ = =Φ

[0, );t∈ +∞  
(3) Toàn taïi caùc haèng soá 1 2, [00 ,, 1M )λ λ ∈>   

sao cho vôùi moïi , ,x y X∈  
1

0 2

2 3
2

( , )( , )

( ,

( , ) ( , ), ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ))( , ) ,

( )

( ) ( )

x yx y

x yx

aD Tx Ty a D Fx Tx D Fy Ty D Fx Fy
K

aa D Fx Tx D Fy Ty D Fx Ty D Fyy Tx
K K

≤ Φ +

+ + + +

(2.1) 

trong ñoù  ( , ) 0,ia x y ≥ 0,1,2,3i =  vaø  

                  
0

2 3

3
1 2

                 ( , ) ,
  ( , ) ( , )

2 ( , )( , )

,

;

1λ

λ

≤

+ ≤

+ ≤

a x y M
a x y a x y

a x ya x y
K

 (2.2) 

 (4) Hai aùnh xaï F vaø  trôn yeáu vaø töông 
thích yeáu ngaãu nhieân. 

T

Khi ñoù, 
(1) F  vaø T  coù duy nhaát ñieåm baát ñoäng 

chung trong  ;X

 74 
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(2) Baøi toaùn ñieåm baát ñoäng chung cuûa 
{ , }F T  coù tính ñaët chænh; 

(3) Neáu F  lieân tuïc taïi ñieåm baát ñoäng chung 
thì T cuõng lieân tuïc taïi ñieåm ñoù. 

Chöùng minh. (1) Vì F  vaø T  trôn yeáu neân 
toàn taïi daõy { }nx  trong X  sao cho: 

             lim ( , ) 0.n nn
D Fx Tx

→+∞
=  (2.3) 

Vôùi moãi n , ñaët ∈ n ny Tx=  vaø . Ta 
seõ chöùng minh {  vaø {  laø caùc daõy Cauchy. 

nz Fx= n

}ny }nz
Söû duïng ñieàu kieän (2.1), ta coù: 

0( , ) ( , ) ( , ) ( , ), ( , )( )n m n m n m n n m mD y y D Tx Tx a x x D Fx Tx D Fx Tx= ≤ Φ

2
21( , ) ( , )( , ) ( , ) ( , )( )n m n m

n m n n m m
a x x a x xD Fx Fx D Fx Tx D Fx Tx

KK
+ + +

3
2

( , ) ( , ) ( , ) .( )n m
n m m n

a x x D Fx Tx D Fx Tx
K

+ +  

Töø Ñònh nghóa 1.1 (3) vaø (2.2), ta ñöôïc:  
0

1

2

3

0

( , ) ( , ) ( , ), ( , )
1( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

= ( , ) ( , ),

( )
( )

( )

( )

(

n m n m n n m m

n m n n n m m m

n m
n n m m

n m
n n n m m m m n

n m n n

D y y a x x D Fx Tx D Fx Tx

a x x D Fx Tx D Tx Tx D Tx Fx
K

a x x
D Fx Tx D Fx Tx

K
a x x D Fx Tx D Tx Tx D Fx Tx D Tx Tx

K

a x x D z y D

≤ Φ

+ + +

+ +

+ + + +

Φ 3
1

2 3

1

2 1

2

2 ( , )( , ) ( , ) ( , ) 

1 ( , ) ( , ) ( , ) ( ,

1( , ) ( , ) ( , )

( , ), ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
1 ( , ) ( , ) . 

)

    

) ( )
( )( )

( )
( ) (

( )

n

n m
m m n m n m

n m n m n n m m

n n

n

m m m

n n m m n m n n m

n

m

m m

a x xz y a x x D y y
K

a x x a x x D z y D y z
K

a x x D y z D y z
K

M D z y D z y D y y D z y D y z

D y z D y z
K

λ λ

λ

+ +

+ + +

+ +

≤ Φ + + +

+ +                          

)

         

Töø ñoù, ta coù:             

2

1 2

0 (1 ) ( , ) ( , ), ( , )
1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) . 

( )
( ) ( )

n m n n m m

n n m m mn mn

D y y M D z y D z y

D z y D y z D y z D y z
K

λ

λ λ

≤ − ≤ Φ

+ + + +
          

Cho  trong baát ñaúng thöùc treân, 
söû duïng (2.3) vaø ñieàu kieän lieân tuïc cuûa  taïi 

 ta ñöôïc:  

,n m →+∞
Φ

(0,0),
                       

,
lim ( , ) 0.n mn m

D y y
→+∞

=  (2.4) 

Do ñoù {  laø daõy Cauchy. Vì }ny ( )F X
X

 ñaày 
ñuû neân toàn taïi   sao cho 

 Tieáp tuïc söû duïng (2.3) vaø Boå 

ñeà 1.4 ta ñöôïc {  laø daõy Cauchy vaø 

( ),y Fv F X= ∈

}

v∈
lim nn

y y
→+∞

= = .Fv

nz

                  lim .nn
z y Fv

→+∞
= =  (2.5) 

Tieáp theo, ta seõ chöùng minh  laø giaù trò 
truøng duy nhaát cuûa 

y
F  vaø  Tröôùc heát, ta 

chöùng minh Tv
.T

Fv= , töùc laø, . Thaät 
vaäy, söû duïng ñieàu kieän (2.1), ta coù 

( , ) 0v =D F Tv

1
0 2

2
2 3

( , )( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( , )

( , ) ( , )( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( )

( ) ( )

n
n n n n n

n n
n n n n

a x vD Tx Tv a x v D Fx Tx D Fv Tv D Fx Fv
K

a x v a x v
D Fx Tx D Fv Tv D Fx Tv D Fv Tx

K K

≤ Φ +

+ + + +

3

1
0 2

2

3
2

( , )( , ) ( , ), ( , ) ( , )

( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ).

( )

( ) (

n
n n n n

n n
n n n

n
n

a x va x v D Fx Tx D Fv Tv D Fx Fv
K

a x v a x v
D Fx Tx D Fv Tv D Tv Fv D Fv Fx

K K
a x v D Tx Fv

K

≤ Φ +

+ + + +

+

)
          

Vì vaäy,  
3

3

1
0 2

2 2 3
2

1
2 1 1

( , ) ( , )( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )( , ) ( , ) ( , )

( , ), ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ).

( ) ( )

( )

( )

n n
n n n n n

n n n n
n n n

n n n n n n

a x v a x vD y Tv a x v D z y D y Tv D z y
KK

a x v a x v a x v a x vD z y D y Tv D y y
K K K K

M D z y D y Tv D z y D z y D y Tv D y y
K
λλ λ λ

≤ Φ + +

+ + + +

≤ Φ + + + +

         Töø ñoù suy ra 
liminf ( , ) ( ), ( , )limsup ,( )n n nn n

D y Tv M D z D y Tvy
→+∞ →+∞

≤ Φ  

2 1lim sup ( , ) lim sup ( , )n n
n n

nD z y D z yλ λ
→+∞ →+∞

+ +  

1
1( , ) lim sup ( , ).n

n
D y Tv D y y

K
λ

λ
→+∞

+ +  

AÙp duïng Boå ñeà 1.5 trong baát ñaúng thöùc 
treân, ta ñöôïc: 

           11 ( , ) ( , ).D y Tv D y Tv
K K

λ
≤  

Vì 1 [0,1)λ ∈  neân ta coù  hay ( , ) 0D y Tv =
( ,D Fv Tv) 0.=  Do ñoù, y Tv Fv= =  hay  laø ñieåm 

truøng cuûa 
v

F  vaø  .T
Baây giôø, ta seõ chöùng minh raèng neáu toàn taïi 

z X∈  sao cho z Tu Fu= =  vôùi u  thì . 
Thaät vaäy, söû duïng giaû thieát (3), ta coù 

X∈ z y=

1

32

0 2

2

1 32

2

( , ) ( , )
( , )( , ) ( , ), ( , ) ( , )

( , )( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

1 ( , ) 2 ( , ) ( , )

( , ).

( )

( ) ( )

( )

D y z D Tv Tu
a v ua v u D Fv Tv D Fu Tu D Fv Fu

K
a v ua v u D Fv Tv D Fu Tu D Fv Tu D Fu Tv

K K

a v u a v u D y z
K

D y zλ

=

≤ Φ +

+ + + +

= +

≤

 

Vì 2 [0,1)λ ∈  neân  töùc laø  
Vaäy  laø giaù trò truøng duy nhaát cuûa 

( , ) 0,D y z = .y z=
y F  vaø  .T
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Tieáp tuïc söû duïng Boå ñeà 1.7, ta ñöôïc y  laø ñieåm 
baát ñoäng chung duy nhaát cuûa F  vaø  .T

}
(2) Goïi  laø ñieåm baát ñoäng chung duy 

nhaát cuûa  vaø  Giaû söû daõy {
y

F .T nx  trong X  
thoûa ñieàu kieän: 

lim ( , ) 0 lim ,n n nn n
( ).nD x Tx x

→+∞ →+∞
= = D

m

,n nx

)

F

,

x

)y =

( nx+

     (2.6) 

Ta caàn chöùng minh 
→+∞

. Thaät 

vaäy, söû duïng Ñònh nghóa 1.1 (3), ta coù: 

li ( 0nn
D x

0 ( , ) ( ) , )[ ]n n nD Tx Fx K D Tx D Fx≤ ≤
n→+∞

.  
Cho  trong baát ñaúng thöùc treân vaø 

söû duïng (2.6), ta ñöôïc: 
                lim ( , 0.n nn

D Tx Fx
→+∞

=               (2.7) 

Töông töï nhö trong chöùng minh (1), vôùi 
moãi  ñaët  vaø  Khi ñoù 

 vaø {  laø hai daõy Cauchy. Vì 
,n∈

} nz
ny Tx= n n .Fxnz =

{ ny } ( )F X  ñaày 
ñuû neân toàn taïi ,  x Fv v= X∈  sao cho . 

Söû duïng (2.7) vaø Boå ñeà 1.4, ta ñöôïc: 

lim
n→∞

=

nz x=

                          (2.8) lim lim .n nn n
Tx F x

→+∞ →+∞
= x

Theo chöùng minh (1), ta coù x  laø ñieåm baát 
ñoäng chung duy nhaát cuûa F  vaø .  Ñieàu naøy 
suy ra .

T
x y=  Söû duïng Ñònh nghóa 1.1.(3), ta coù: 
( , ) [ ( , ( )].n n nD x y K D x Fx D y

n→+∞
)≤ +

lim
→+∞

,x

, )y =

nF

n

 
Cho  trong baát ñaúng thöùc treân vaø 

söû duïng (2.6), (2.7), ta ñöôïc  ( 0.D x
n

(3) Goïi y laø ñieåm baát ñoäng chung duy nhaát 
cuûa F  vaø .  Vôùi moãi daõy {  maø , 

ta caàn chöùng minh 

T }n

Ty

u

n

lim
n→+∞ nu y=

lim
n

Tu
→+∞

= . Thaät vaäy, söû 

duïng giaû thieát (3), ta coù 

1
0 2

2

1

2 3

0 2

2

( , ) ( , )
( , )

, )

) (

y D

y

y D Fu

+

( , )  ( , ), ( , ) (

( , ) (( , ) ( , ) ( , )

( ,( , )  ( , ), ( , ) ,

( , ) ( ,

( )

( ) ( )

( )

(

n n

n
n n n

n
n n n

n
n n n

n
n

D Tu y D Tu Ty
a ua u y D Fu Tu D Fy Ty Fu

K
a u y a uD Fu Tu D Fy Ty D F D Fy Tu

K K
a ua u y D Fu Tu D y y y

K
a u y D Fu T

K

=

≤ Φ +

+ + +

= Φ +

+

,

( ,

)

nu T

)

)

n

n

n

Fy

y

3
2

( ,) ( , ) ( ( , )) ( )n
n n n

a u yu D y y D Fu y Tu
K

+ +
) , )y D+

 

2 3(

( ,

n n
n

a u

y Tu

+

+

1 32

1 3 22

( , ) , )1 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ( , )

1 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )[ ( , ) )]

( )

( )
n n n n n

n n n n n n

a u y y
a u y a u y D Fu y D Fu Tu D y Tu

KK

a u y a u y D Fu y a u y D Fu y
K

= + +

≤ + +

2K
)

D

    

3
2

1 3 3( ,( a u
+2 22 2 2

1 2 1

( , )
( , )

( , ) ( , ) )
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( ) ( , ) ( , ).

( ) )

n
n

n n n
n n n n

n n

a u y
D y Tu

K
a u y a u y y

a u y D Fu y a u y D y Tu
K K K

D Fu y D y Tuλ λ λ

+

≤ + + +

≤ + +

                      

Ñieàu naøy daãn ñeán 
    1 1 20 (1 ) ( , ) ( ) ( , ).n nD Tu y D Fu yλ λ λ≤ − ≤ +  (2.9)  

Vì lim nn
u y F

→+∞
y= =  vaø F  lieân tuïc taïi  

neân ta ñöôïc  

Do ñoù, khi cho n  trong (2.9), ta ñöôïc 

y

)= =lim ( ,D Fu
→+∞

→+∞
, ) 0.nD Tu y

) ( , 0.n ny D Fu Fy
∞

lim
n n→+

lim (
n→+∞

=  Vaäy  hay lim n y
→+

=
n

n Ty

Tu
∞

lim
n

Tu
→+∞

= . 

Heä quaû 2.3. Cho khoâng gian -meâtric b
( , , )X D K  vaø hai aùnh xaï , :F T X X→  thoûa maõn 
caùc ñieàu kieän sau 

 (1) ( )F X  laø khoâng gian con ñaày ñuû cuûa  ;X
(2) Toàn taïi 0,α ≥ [0,1)β ∈  sao cho vôùi moïi 

, ,x y X∈  
min ( , ), ( , ) ( , ) ( , )

( , )
1 ( , )

{ }D Fx Tx D Fy Ty D Fx Tx D Fy Ty
D Tx Ty

D x y
α

+
≤

+
   

2 ( , );D Fx Fy
K
β

+                                               (2.10)

(3) Hai aùnh xaï F  vaø  trôn yeáu vaø töông 
thích yeáu ngaãu nhieân. 

T

Khi ñoù, 
(1) F  vaø T  coù duy nhaát ñieåm baát ñoäng 

chung trong  ;X
(2) Baøi toaùn ñieåm baát ñoäng chung cuûa 

 coù tính ñaët chænh; { , }T F
(3) Neáu F  lieân tuïc taïi ñieåm baát ñoäng chung 

thì T cuõng lieân tuïc taïi ñieåm ñoù. 
Chöùng minh. Choïn ( , ) min{ , }[ ]αΦ = +s t s t st

)

 vôùi 
moïi , [0,s t∈ +∞  vaø ñaët  

             0
1( , )

1 ( ,
a x y

D x y
=

+ )
 vôùi moïi , .x y X∈  

Vôùi 1 2 3, 0a a aβ= = = ,  1,M = 1 2 ,λ λ β= =  söû 
duïng Ñònh lí 2.2, ta ñöôïc ñieàu phaûi chöùng minh.  

Heä quaû 2.4. Cho khoâng gian -meâtric b
( , , )X D K  vaø hai aùnh xaï , :F T X X→  thoûa maõn 
caùc ñieàu kieän sau 

(1) ( )F X  laø khoâng gian con ñaày ñuû cuûa  ;X

(2) Toàn taïi 2, , 0, 1, 1rp q r q r p
K

≥ + < + <  sao 

cho  vôùi moïi , ,x y X∈  
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2

2

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )

[ ]

[ ];

p qD Tx Ty D Fx Fy D Fx Tx D Fy Ty
KK

r D Fx Ty D Fy Tx
K

≤ + +

+ +
  

(3) Hai aùnh xaï F  vaø T  trôn yeáu vaø töông 
thích yeáu ngaãu nhieân. 

Khi ñoù, 
(1) F  vaø T  coù duy nhaát ñieåm baát ñoäng 

chung trong  ;X
(2) Baøi toaùn ñieåm baát ñoäng chung cuûa 

{ , }F T coù tính  ñaët chænh; 
(3) Neáu F  lieân tuïc taïi ñieåm baát ñoäng chung 

thì T cuõng lieân tuïc taïi ñieåm ñoù. 
Chöùng minh. Choïn ( , ) 0s tΦ =

2 ,  ,  p a q a=

 vôùi moïi 
 vaø  , [0, )s t∈ ∞ 0 1 30, ,  1,a a r M= = = =

1 2
2rp
K

= +,q rλ λ= +  trong Ñònh lí 2.2, ta ñöôïc 

ñieàu phaûi chöùng minh.  
Nhaän xeùt 2.5. Vì moãi meâtric laø moät b -

meâtric vôùi K=1 neân töø Ñònh lí 2.2, Heä quaû 2.3 
vaø Heä quaû 2.4 ta laàn löôït suy ra [2, Theorem 
3.2], [2, Theorem 6.2], [2, Corollary 4.2] vaø [2, 
Corollary 4.3]. 

Ví duï sau ñaây chöùng minh Ñònh lí 2.2 laø 
toång quaùt cuûa caùc keát quaû chính trong [2] vaø [9]. 

Tröôùc heát, chuùng toâi xaây döïng ví duï minh 
hoïa ñieåm baát ñoäng chung cuûa hai aùnh xaï treân 
khoâng gian b -meâtric ( , , )X D K  nhöng khoâng laø 
khoâng gian kieåu-meâtric vôùi moïi  Do ñoù, 
caùc keát quaû chính trong [2] vaø [9] khoâng aùp 
duïng ñöôïc cho ví duï naøy. 

1.≥K

Ví duï 2.6. Cho  vôùi 
moïi 

2,  ( , ) ( )X D x y x y= = −
,x y X∈

.x

 vaø hai aùnh xaï  ñöôïc 
xaùc ñònh bôûi T  vôùi 
moïi 

, :F T X X→
2 2, 4(x x x Fx x x= − = − )

X∈  Khi ñoù, 
(1) D  laø moät b -meâtric vôùi  Tuy nhieân, 2.K =

D  khoâng laø moät kieåu-meâtric vôùi moïi   1.≥K
(2)  vaø T  thoûa maõn caùc giaû thieát cuûa 

Ñònh lí 2.2. 
F

Chöùng minh. (1) Xem [5, Example 2.4]. 

(2) Vôùi moïi , ,x y X∈  
1

( , ) ( , ).
16

D Tx Ty D Fx Fy=  

Khi ñoù, choïn ( , )s t stΦ =  vôùi moïi  vaø ,s t ≥ 0

1 2 1 0 2
1 11, , ( , ) , ( , ) ( , )
4 4

M a x y a x y a x yλ λ= = = = =

3 ( , ) 0a x y= =  vôùi moïi ,x y X∈

0 0F

 thì giaû thieát 
(3) cuûa Ñònh lí 2.2 ñöôïc thoûa maõn. Maët khaùc, vì 

0 0 0,F T 0FT T= = = =  neân neáu ta choïn 
0nx =  vôùi moïi  thì ta ñöôïc ∈

(0,0) 0.
n

) lim
→+∞

lim ( ,
→+∞

= =Dn nD Fx Tx

T

b ( ,

n n

, )

 Do ñoù,  

vaø  laø trôn yeáu vaø töông thích yeáu ngaãu 
nhieân. Hôn nöõa, caùc giaû thieát coøn laïi cuûa Ñònh 
lí 2.2 cuõng ñöôïc thoûa maõn neân Ñònh lí 2.2 aùp 
duïng ñöôïc cho baøi toaùn naøy.  

F

Ví duï sau minh hoïa cho söï toàn taïi ñieåm 
baát ñoäng chung cuûa hai aùnh xaï treân khoâng gian 

-meâtric X D K  vôùi D  laø aùnh xaï khoâng 
lieân tuïc. Do ñoù, caùc keát quaû chính trong [2] vaø 
[9] cuõng khoâng aùp duïng ñöôïc cho ví duï naøy. 

Ví duï 2.7. Cho 1 1
{0,1X = , , ...,

2
,...},

n
 haøm 

 ñöôïc ñònh nghóa nhö sau D
=

∈ ≠

= − ∈ ≠

  
0,1},

1 1
, },

2 2

 laïi.      

x y
x y

x
n m

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩

      

( , ) |

    

D x y x y

0    neáu             
 1    neáu , {

|      neáu {0,

1
    caùc hôïp coøn

4

x y

, :F T X

          
            

     ,

tröôøng 

x y

X→

y

vaø hai aùnh xaï  ñöôïc xaùc ñònh bôûi 
1 10,

2 2

0,
2 2

=

=

T
n n

F
n n

1 ,
1 96

1 1 1
1 2

=
+

=
+

T
n

F
n

.

0 1

0 1

= =

= =

T T

F F
  

vôùi moïi , 1∈ ≥nn  Khi ñoù, 
(1) D  laø moät b -meâtric khoâng lieân tuïc vôùi 
4.=K  Hôn nöõa, D  khoâng laø moät meâtric treân .X   
(2) Ñònh lí 2.2 aùp duïng ñöôïc cho ví duï naøy. 
Chöùng minh. (1) Töông töï nhö [5, 

Example 2.2]. 
(2) Vì ñieàu kieän (2.1) coù tính ñoái xöùng ñoái 

vôùi x vaø y neân ta chæ caàn xeùt caùc tröôøng hôïp sau. 

Neáu 1
{0,1} { | , }

2
, 1n n

n
∈x y∈ ≥∪

0.

 thì ta 

coù ( , ) =D Tx Ty  



TRÖÔØNG ÑAÏI HOÏC ÑOÀNG THAÙP                           Taïp chí Khoa hoïc soá 15 (10-2015)
 

 78 

Do ñoù, 2

1( , ) ( , )
3

=D Tx Ty D Fx Fy
K

 vôùi moïi 

,

Neáu 
1

{0,1} { | , }
2

1x n
n

∈∈ ≥∪ n  vaø 
1

,
2 1

y
m

=
+

 

 thì ta coù: 1,m m∈ ≥ .∈x y X  Choïn ( , )s t stΦ =  vôùi moïi   vaø ,s t ≥ 0

1 2 0
1 1

, ( , ) , ( , )
3 31 2( , )1,M1

( , )
96

D Tx Ty
m

=  vaø 1( , )
2

=D Fx Fy
m

.  

Neáu 1
2 1

x
n

=
+

 vaø 1
, , ,

2 1
y m n

m
=

+
∈   

 thì ta coù:  1,m n ≥

a x y a x y= = = a x yλ λ= =

3 ( ,a x y

 

) 0= =  vôùi moïi ,x y X∈  thì giaû thieát 
(3) cuûa Ñònh lí 2.2 ñöôïc thoûa maõn. Hôn nöõa, 
töông töï nhö trong chöùng minh cuûa Ví duï 2.6 
thì caùc giaû thieát coøn laïi cuûa Ñònh lí 2.2 cuõng 
ñöôïc thoûa maõn neân Ñònh lí 2.2 aùp duïng ñöôïc 
cho baøi toaùn naøy. 

1 1 1
( , )

96
D Tx Ty

n m
= −  vaø 

1 1 1
( , )

2
D Fx Fy

n m
= − .  
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A COMMON FIXED POINT THEOREM FOR WEAKLY TANGENTIAL MAPS                  
IN b -METRIC SPACES 

Summary 
In this paper, a common fixed point theorem for two weakly tangential self-maps in b -metric 

spaces is proven without the continuity of b -metric. This result extends the main results of [2] in 
metric spaces into -metric spaces. Also, some examples are given to illustrate the results obtained.  b

Keywords: common fixed point, -metric, weakly tangential map. b


