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Tóm tắt 

Trong bài báo này, chúng tôi giới thiệu khái niệm ánh xạ I -đơn điệu mới và thiết lập định lí k -điểm 

trùng từ kết quả của Paknazar và các cộng sự không cần điều kiện giao hoán của các ánh xạ. Chúng tôi 

đưa ra ví dụ cho trường hợp ánh xạ không giao hoán mà kết quả của Paknazar và các cộng sự không áp 

dụng được. 

Từ khóa: Ánh xạ g -đơn điệu mới, ánh xạ I -đơn điệu mới, ánh xạ không giao hoán, k -điểm bất 

động, k -điểm trùng. 
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Abstract 

In this paper, we introduce the concept of a new I -monotone mapping and establish k -coincidence 

point results without any type of commutativity condition which improve the results of Paknazar et al. 

Also, we give a supporting example of non-commuting mappings where the results of Paknazar et al. 

cannot be applied. 
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1. Mở đầu 

Bhaskar & Lakshmikantham (2006) đã giới 

thiệu khái niệm bộ đôi điểm bất động và chứng 

minh được các định lí điểm bất động với các điều 

kiện nhất định. Sau đó, Lakshmikantham & Ćirić 

(2009) đã mở rộng các kết quả này bằng việc giới 

thiệu khái niệm bộ đôi điểm trùng và ánh xạ g -đơn 

điệu hỗn hợp. Borcut & Berinde (2012) đã giới 

thiệu khái niệm bộ ba điểm bất động và chứng 

minh các định lí có liên quan. Sau đó, Paknazar & 

cs. (2013) giới thiệu khái niệm ánh xạ g -đơn điệu 

mới, khái niệm n -điểm bất động, n -điểm trùng và 

thiết lập các định lí có liên quan cho loại ánh xạ 

này trong không gian mêtric thứ tự đầy đủ. Để 

chứng minh các kết quả của mình, các tác giả đã sử 

dụng một giả thiết quan trọng, đó là điều kiện giao 

hoán của hai ánh xạ. Câu hỏi đặt ra là: liệu chúng ta 

có thể chứng minh được các kết quả của Paknazar 

& cs. mà không cần đến giả thiết này? Trong bài 

báo này, chúng tôi giới thiệu khái niệm ánh xạ đơn 

điệu mới và chứng minh kết quả n -điểm trùng đề 

cập trong (Paknazar & cs., 2013) không cần điều 

kiện giao hoán hai ánh xạ. Trong phần cuối, chúng 

tôi cho ví dụ để chứng tỏ rằng các kết quả trong 

(Paknazar & cs., 2013) không thỏa mãn nhưng nó 

thỏa mãn được cho kết quả của chúng tôi. 

Định nghĩa 1.1 (Bhaskar & Lakshmikantham, 

2006, Định nghĩa 1.1). Cho ( , )X   là tập hợp sắp 

thứ tự bộ phận. Ánh xạ :F X X X  được gọi là 

đơn điệu hỗn hợp nếu ( , )F x y  là đơn điệu không 

giảm đối với biến x  và đơn điệu không tăng đối với 

biến .y  Nghĩa là, với mỗi , ,x y X ta có
 

1 2 1 2( , ) ( , )x x F x y F x y    

và
1 2 1 2( , ) ( , )y y F x y F x y    

với mọi
 1 2 1 2, , .x x y y X  

Định nghĩa 1.2 (Bhaskar & Lakshmikantham, 

2006, Định nghĩa 1.2).  Phần tử ( , )x y X X   được 

gọi là bộ đôi điểm bất động của ánh xạ 

:F X X X   nếu ( , ) ,  ( , ) .F x y x F y x y   

Định nghĩa 1.3 (Lakshmikantham & Ćirić, 

2009, Định nghĩa 2.1). Cho :F X X X   và 

:g X X  là hai ánh xạ. Ánh xạ F được gọi là g

-đơn điệu hỗn hợp nếu F là g -không giảm đối với 

biến thứ nhất và g -không tăng đối với biến thứ 

hai. Nghĩa là, với mỗi , ,x y X  

1 2 1 2( , ) ( , )gx gx F x y F x y  
 

và
 1 2 1 2( , ) ( , )gy gy F x y F x y  

với mọi 
11 2 2, ., ,y yx x X  

Định nghĩa 1.4 (Lakshmikantham & Ćirić, 

2009, Định nghĩa 2.2). Phần tử ( , )x y X X  được 

gọi là bộ đôi điểm trùng của ánh xạ 

:F X X X   và  :g X X  nếu 

( , ) , ( , ) .F x y gx F y x gy   

Năm 2013, Paknazar & cs. đã giới thiệu các 

khái niệm sau. 

Định nghĩa 1.5 (Paknazar & cs., 2013, Định 

nghĩa 2.1). Cho : kF X X là ánh xạ ( 2)k  . 

Phần tử 
1 2( , ,..., ) k

kx x x X gọi là một k - điểm bất 

động của F nếu 

1 1 2 1

2 2 3 1

1 2 1

( , ,..., , ),  

( , ,..., , ),

......................................

( , , ,..., ).

k k

k

k k k

x F x x x x

x F x x x x

x F x x x x











 

Định nghĩa 1.6 (Paknazar & cs., 2013, Định 

nghĩa 2.3).  Cho :g X X  và : kF X X

( 2)k   là hai ánh xạ. Phần tử 
1 2( , ,..., ) k

kx x x X  

được gọi là một k  -điểm trùng của F  và g  nếu 

1 1 2 1

2 2 3 1

1 2 1

( , ,..., , ),  

g ( , ,..., , ),

....................................... 

g ( , , ,..., ).

k k

k

k k k

gx F x x x x

x F x x x x

x F x x x x











 

Nếu lấy g là ánh xạ đồng nhất thì Định nghĩa 

1.2 trở thành Định nghĩa 1.1. 

Định nghĩa 1.7 (Paknazar & cs., 2013, Định 

nghĩa 2.4). Cho :g X X  và : kF X X

( 2)k   là hai ánh xạ.  Khi đó F  và g  được gọi là 

giao hoán nếu 

1 2 1 2( ( , ,..., )) ( , ,..., )k kg F x x x F gx gx gx  với mọi 

1 2( , ,..., ) .k

kx x x X  

Định nghĩa 1.8 (Paknazar & cs., 2013, Định 

nghĩa 2.2). Cho :g X X và : kF X X ( 2)k   

là hai ánh xạ. F được gọi là có tính g -đơn điệu 

mới nếu F  là g -đơn điệu không giảm đối với 
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phần tử thứ nhất. Nghĩa là, với mỗi 

1 2 1 2( , ,..., ),( , ,..., ) k

k kx x x y y y X ,  

1 1 1 2 1 2( , ,..., ) ( , ,..., ).k kgx gy F x x x F y y y 

Haghia & cs. (2011) đã giới thiệu và chứng minh 

kết quả sau đây.  

Mệnh đề 1.9 (Haghia & cs., 2011, Bổ đề 2.1). 

Cho X là tập khác rỗng và :f X X  là ánh xạ. 

Khi đó tồn tại một tập con E X  sao cho

( ) ( )f E f X  và :f E X  là đơn ánh. 

2. Kết quả chính 

Trong Định nghĩa 1.8, cho g  là ánh xạ đồng 

nhất, , : ,g I I X X   ta có định nghĩa sau: 

Định nghĩa 2.1. Cho : kF X X ( 2)k   là 

một ánh xạ. F được gọi là có tính I - đơn điệu mới 

nếu F  là đơn điệu không giảm đối với phần tử thứ 

nhất. Nghĩa là, với mỗi 

1 2 1 2 ,( , ,..., ),( , ,..., ) k

k kx x x y y y X   

1 1 1 2 1 2( , ,..., ) ( , ,..., ).k kx y F x x x F y y y   

Gọi   là tập hợp tất cả các hàm liên tục 

:[0, ) [0, )     thỏa mãn:  

( )i  ( )t t   với 0t   và (0) 0  ,  

( )ii lim ( )
r t

r t


  với 0t  . 

Trong (Paknazar & cs., 2013, Định lí 2.5), cho

g  là ánh xạ đồng nhất, chúng tôi có được hệ quả 

sau. Hệ quả này chúng tôi dùng trong chứng minh 

Định lí 2.3. 

Hệ quả 2.2. Cho ( , , )X d  là không gian 

mêtric thứ tự đầy đủ và : kF X X  có tính chất 

I -đơn điệu mới. Giả sử tồn tại  sao cho 

 1 2 1 2

1 1

( , ,..., ), ( , ,..., )

( , ) ... ( , )

k k

k k

d F x x x F y y x

d x y d x y

k


  
  

 

 

 với mọi , ( {1,2,..., })j jx y j k  sao cho 
2 1 2 1i ix y    

với mọi 
1

1,2,...,
2

k
i

  
  

  
 và 

2 2i ix y với mọi 

1,2,..., .
2

k
i

  
  

    

Giả sử tồn tại 0 0 0

1 2, ,..., kx x x X  sao cho 

0 0 0 0 0 0

2 1 2 1 2 1 2 2( , ,..., , ,..., )i i i k ix F x x x x x    với mọi 

1
1,2,..., ,

2

k
i

  
  

    
0 0 0 0 0 0 0

2 2 2 1 1 2 2 1( , ,..., , , ,..., )i i i k ix F x x x x x x   với mọi 

1,2,..., .
2

k
i

  
  

  
 

Giả sử: ( )a  F  liên tục hoặc 

( )b X  có tính chất sau: 

 ( )i  Nếu dãy không giảm { }nx x  thì 
nx x  

với mọi n , 

( )ii Nếu có dãy không tăng { }ny y  thì 

ny y  với mọi n . 

Khi đó F  và g  có một k -điểm bất động. 

Bây giờ, chúng tôi thiết lập định lí k -điểm 

trùng không cần điều kiện giao hoán của F và g từ 

kết quả trong (Paknazar, 2013). 

Định lí 2.3. Cho ( , , )X d  là không gian 

mêtric thứ tự đầy đủ. : kF X X  và :g X X  

là hai ánh xạ sao cho F  có tính chất g -đơn điệu 

mới, g  liên tục và ( )g X
 
đầy đủ, ( ) ( )kF X g X  

và nếu 
ngx gx  thì .nx x  Giả sử tồn tại 

 
sao cho 

 1 2 1 2

1 1

( , ,..., ), ( , ,..., )

( , ) ... ( , )

k k

k k

d F x x x F y y x

d gx gy d gx gy

k


  
  

 

        (2.1) 

với mọi , ( {1,2,..., })j jx y j k  sao cho 

2 1 2 1i igx gy    với mọi 
1

1,2,...,
2

k
i

  
  

  
 

2 2i igx gy  với mọi 1,2,..., .
2

k
i

  
  

    

Giả sử tồn tại 0 0 0

1 2, ,..., kx x x X  sao cho 

0 0 0 0 0 0

2 1 2 1 2 1 2 2( , ,..., , ,..., )i i i k igx F x x x x x    với mọi  

1
1,2,..., ,

2

k
i

  
  

    
0 0 0 0 0 0 0

2 2 2 1 1 2 2 1( , ,..., , , ,..., )i i i k igx F x x x x x x   với mọi 

1,2,..., .
2

k
i

  
  

  
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Giả sử: ( )a  F  liên tục hoặc 

( )b  X  có tính chất sau: 

( )i  Nếu dãy không giảm { }nx x  thì 
nx x  

với mọi n , 

( )ii  Nếu có dãy không tăng { }ny y  thì 

ny y  với mọi n . 

Khi đó F  và g  có một  k -điểm trùng. 

Chứng minh. Theo Mệnh đề 1.5, tồn tại 

E X  sao cho gE gX
 
và :g E X

 
là đơn ánh.  

Gọi ánh xạ : ( )kG gE X  được định nghĩa 

như sau  

1 1( ,..., ) ( ,..., )k kG gx gx F x x         (2.2)  

với mọi ,igx gE  {1,2,..., }.i k  

Vì g  là đơn ánh trên ( )g E  nên ánh xạ G

được xác định. Theo (2.1)  và (2.2)  ta có 

 

 

1 1

1 1

1 1

( ,..., ), ( ,..., )

( ,..., ), ( ,..., )

( , ) ... ( , )

k k

k k

k k

d G gx gx G gy gy

d F x x F y x

d gx gy d gx gy

k




  
  

 

 

với mọi ,j jgx gy gX , ( {1,2,..., })j k , 

2 1 2 1i igx gy   với mọi 
1

1,2,...,
2

k
i

  
  

  
 và 

2 2i igx gy   với mọi 1,2,...,
2

k
i

  
  

  
. 

Do tính chất g -đơn điệu mới của ,F  với 

1
1,2,..., ,

2

k
i

  
  

  
 ta có 

1 1 1 2 1 2( , ,..., ) ( , ,..., ).k kgx gy F x x x F y y x        

Suy ra 
1 2 1 2( , ,..., ) ( , ,..., ).k kG gx gx gx G gy gy gy  

Do đó G  có tính chất đơn điệu mới.  

Giả sử tồn tại 0 0 0

1 2, ,..., kx x x X  sao cho 

0 0 0 0 0 0

2 1 2 1 2 1 2 2( , ,..., , ,..., )i i i k igx F x x x x x    với mọi 

1
1,2,..., ,

2

k
i

  
  

  
 

0 0 0 0 0 0

2 2 2 1 1 2 1( , ,..., , ,..., )i i i k igx F x x x x x   với mọi 

1,2,..., .
2

k
i

  
  

  
 

Điều này dẫn đến tồn tại 0 0

1 ,..., kgx gx gX   

sao cho 

0 0 0 0 0 0

2 1 2 1 2 1 2 2( , ,..., , ,..., )i i i k igx G gx gx gx gx gx    với mọi 

1
1,2,..., ,

2

k
i

  
  

  
 

0 0 0 0 0 0 0

2 2 2 1 1 2 2 1( , ,..., , , ,..., )i i i k igx G gx gx gx gx gx gx   với 

mọi 1,2,..., .
2

k
i

  
  

  
 

Giả sử F  liên tục. Ta có chứng tỏ G  liên tục. 

Với mỗi { },{ }n nx y X  sao cho 

( , ) ( , ).n ngx gy gx gy  Ta cần chứng tỏ 

( , ) ( , ).n nG gx gy G gx gy  Thật vậy, từ 

( , ) ( , ),n ngx gy gx gy  theo giả thiết, ta có 

( , ) ( , ).n nx y x y  Vì F  liên tục nên 

( , ) ( , ).n nF x y F x y  Do đó 

( , ) ( , ).n nG gx gy G gx gy  Vậy G  liên tục.  

Giả sử X có tính chất ( )a , ( ).b  Vì gX X

nên gX  có tính chất ( )a , ( ).b   

Áp dụng Hệ quả 2.2 với ánh xạ ,G  suy ra G  

có một k -điểm bất động 
1 2 .( , ,..., ) ( )k

ku u u gX  

Cuối cùng, ta chứng minh  F  và g  có một  

k -điểm trùng. 

Từ 
1 2( , ,..., ) ( )k

ku u u gX  là một k -điểm bất 

động của .G  Ta có  

1 1 1( , ,..., , ,..., ).i i i k iu G u u u u u           (2.3) 

Vì 
1 2( , ,..., ) ( )k

ku u u gE  nên tồn tại 
0 0 0

1 2( , ,..., ) k

ku u u X  sao cho 

0

i iu gu với mọi {1,2,..., }.i k        (2.4) 

 Từ (2.3) và (2.4)  Suy ra 

0 0 0 0 0 0

1 1 1

0 0 0 0 0

1 1 1

( , ,..., , ,..., )

( , ,..., , ,..., )

i i i k i

i i k i

gu G gu gu gu gu gu

F u u u u u

 

 




 

với mọi {1,2,..., }i k  

Do đó, 0 0 0

1 2( , ,..., )ku u u  là một k -điểm trùng  

F  và .g     

Định lí 2.4. Cho : kF X X và :g X X  

sao cho tất cả các điều kiện của Định lí 2.3 thỏa 

mãn trừ điều kiện đầy đủ của ( )g X . Cho X  đầy 
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đủ và g là toàn ánh. Khi đó F  và g  có một k -

điểm trùng. 

Theo chứng minh Định lí 2.3, tồn tại E X  

sao cho ( ) ( ).g E g X  Vì g  là toàn ánh nên 

( ).X g X  Vậy theo Định lí 2.3 ta có điều phải 

chứng minh. 

Hệ quả 2.5. Cho : kF X X  và :g X X  

là ánh xạ liên tục sao cho F  có tính chất g -đơn 

điệu mới, ( ( ))kF X g X và và nếu 
ngx gx  thì 

.nx x  Giả sử tồn tại [0,1)l  sao cho 

 

 

1 2 1 2

1 1

( , ,..., ), ( , ,..., )

( , ) ... ( , )

k k

k k

d F x x x F y y y

l
d gx gy d gx gy

k
  

 

với mọi , ( {1,2,..., })j jx y j k  sao cho 

2 1 2 1i igx gy  với mọi 
1

1,2,...,
2

k
i

  
  

  
và  

2 2i igx gy với mọi 1,2,..., .
2

k
i

  
  

  
 

 Giả sử tồn tại 0 0 0

1 2, ,..., kx x x X  sao cho 
0 0 0 0 0 0

2 1 2 1 2 1 2 2( , ,..., , ,..., )i i i k igx F x x x x x  
 

với mọi 

1
1,2,..., ,

2

k
i

  
  

  
 

0 0 0 0 0 0 0

2 2 2 1 1 2 2 1( , ,..., , , ,..., )i i i k igx F x x x x x x 
 

với mọi 

1,2,..., .
2

k
i

  
  

  
  

Giả sử ( )a  F  liên tục hoặc 

 ( )b  X  có tính chất sau:  

( )i  Nếu dãy không giảm { }nx x  thì 
nx x  

với mọi ,n  

( )ii Nếu có dãy không tăng { }ny y  thì 

ny y  với mọi .n  

Khi đó F  và g  có một  k -điểm trùng. 

Chứng minh. Suy ra từ Định lí 2.3 bằng cách 

đặt ( ) .t l t   với mọi [0,1).l  

Ví dụ 2.6.  Xét trường hợp k =3. Cho X  , 

với mêtric thông thường và quan hệ thứ tự thông 

thường. Khi đó ( , , )X d  là không gian mêtric thứ 

tự. Ta định nghĩa ánh xạ 3:F   và :g   

bởi  với mọi 3( , , )x y z   và 1gx x   với mọi 

x . Từ

( ( , , )) (1) 0 1 ( , , )g F x y z g F gx gy gz     với mọi 

, ,x y z , ánh xạ F  và g  không thỏa mãn điều 

kiện giao hoán. Do đó kết quả trong (Paknazar & 

cs., 2013) không thể áp dụng được cho các hàm này.  

Ta dễ dàng chứng tỏ được 3( ) ( ),F g  g  

đơn ánh, ( )g   là đầy đủ, g  và F  liên tục và 

F có tính chất g -đơn điệu mới.  

Hơn nữa, tồn tại 
0 1x   và

0 3y  , 
0 1z  với

0 0 0 01 0 1 (1,3,1) ( , , )gx g F F x y z      và 

0 0 0 03 2 1 (3,1,1) ( , , )gy g F F y z z      và 

0 0 0 0(1) 1 1 (1,1,3) ( , , )gz g F F z x y     . Do đó, 

tất cả các điều kiện của Định lí 2.3 thỏa mãn. Vì 

vậy, F và g  có một bộ ba điểm trùng trong 3 . 

Ta thấy (2,2,2)  là điểm trùng của F  và .g   
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