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(*) Khoa Sö phaïm Toaùn – Tin, Tröôøng Ñaïi hoïc Ñoàng Thaùp.
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Toùm taét

Trong baøi baùo naøy, chuùng toâi giôùi thieäu khaùi nieäm aùnh xaï Meir-Keeler α -co, Meir-Keeler α -co 
toång quaùt, caëp aùnh xaï Meir-Keeler α -co toång quaùt, aùnh xaï Meir-Keeler α - f -co vaø aùnh xaï Meir-
Keeler α - f -co toång quaùt treân khoâng gian kieåu-meâtric. Ñoàng thôøi, chuùng toâi thieát laäp vaø chöùng minh 
moät soá ñònh lí ñieåm baát ñoäng cho caùc loaïi aùnh xaï naøy. Caùc keát quaû naøy laø söï môû roäng cuûa caùc ñònh lí 
ñieåm baát ñoäng trong baøi baùo [1]. Ngoaøi ra, chuùng toâi xaây döïng ví duï minh hoïa cho keát quaû ñaït ñöôïc.

Töø khoùa: ñieåm baát ñoäng, Meir-Keeler α -co, kieåu-meâtric.

khoâng gian kieåu-meâtric ñöôïc giôùi thieäu trong [5] 
nhö sau.

Ñònh nghóa 1.2 ([5], Definition 2.8). Cho 

( , , )X D K  laø moät khoâng gian kieåu-meâtric vaø { }nx  
laø moät daõy trong X . Khi ñoù

1) Daõy { }nx  ñöôïc goïi laø hoäi tuï ñeán ,x X∈  

vieát laø  lim ,nn
x x

→∞
=

 
neáu  lim ( , ) 0.n

n
D x x

→∞
=

 
Ñieåm x  

ñöôïc goïi laø ñieåm giôùi haïn cuûa daõy { }nx .

2) Daõy { }nx  ñöôïc goïi laø daõy Cauchy neáu 
 

,
lim ( , ) 0.n mn m

D x x
→∞

=

3) Khoâng gian ( , , )X D K  ñöôïc goïi laø ñaày         
ñuû neáu moïi daõy Cauchy trong ( , , )X D K  laø daõy 
hoäi tuï.

Meänh ñeà 1.3. Cho ( , , )X D K  laø moät khoâng 

gian kieåu-meâtric. Neáu daõy { }nx  hoäi tuï thì ñieåm 
giôùi haïn cuûa noù laø duy nhaát.

Chöùng minh. Giaû söû  { }nx  laø moät daõy trong 
khoâng gian kieåu-meâtric ( , , )X D K vaø toàn taïi  

,p q X∈  sao cho  lim nn
x p

→∞
=  vaø lim .nn

x q
→∞

=  Khi 
ñoù, ta coù

 ( , ) [ ( , ) ( , )]n nD p q K D p x D x q≤ +

1. Giôùi thieäu
Trong baøi baùo [5], Khamsi ñaõ giôùi thieäu moät 

khaùi nieäm meâtric suy roäng nhö sau.
Ñònh nghóa 1.1 ([5], Definition 2.7). Cho X  

laø moät taäp hôïp khaùc roãng, 1K ≥  laø moät soá thöïc 
vaø : [0, )D X X× → ∞  laø moät aùnh xaï thoûa maõn 
caùc ñieàu kieän sau.

1) ( , ) 0D x y =  khi vaø chæ khi .x y=

2) ( , ) ( , )D x y D y x=  vôùi moïi , .x y X∈

3) 1 1 2( , ) [ ( , ) ( , ) ... ( , )]nD x z K D x y D y y D y z≤ + + +

vôùi moïi 1 2, , ,..., ,nx y y y z X∈  vaø .n∈

Khi ñoù, D  ñöôïc goïi laø kieåu-meâtric treân X  
vaø ( , , )X D K  ñöôïc goïi laø khoâng gian kieåu-meâtric. 
Roõ raøng,  ( , )X d   laø khoâng gian meâtric khi vaø chæ 
khi ( , ,1)X d  laø khoâng gian kieåu-meâtric.

Trong baøi baùo [2] vaø [4], caùc taùc giaû ñaõ xeùt 
khoâng gian kieåu-meâtric khaùc, trong ñoù ñieàu kieän 
(3) trong Ñònh nghóa 1.1 ñöôïc thay bôûi ñieàu kieän sau

( , ) [ ( , ) ( , )]D x z K D x y D y z≤ +  vôùi moïi 
, , .x y z X∈

Trong baøi baùo naøy, chuùng toâi xeùt khoâng gian 
kieåu-meâtric nhö trong Ñònh nghóa 1.1. Caùc khaùi 
nieäm daõy hoäi tuï, daõy Cauchy vaø tính ñaày ñuû cuûa 
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Cho n →∞  ta ñöôïc D(p,q)=0 hay p=q. Vaäy    

{ }nx hoäi tuï ñeán moät phaàn töû duy nhaát.  
Nhaän xeùt 1.4. Trong khoâng gian kieåu-meâtric   

( , , )X D K , toâpoâ ñöôïc hieåu laø toâpoâ caûm sinh bôûi söï 
hoäi tuï cuûa noù. Ñieàu naøy coù nghóa laø taäp G môû trong 
khoâng gian kieåu-meâtric ( , , )X D K  khi vaø chæ khi 

vôùi moãi ,x G∈  moïi daõy { }nx X⊂  maø lim nn
x x

→∞
=  

thì toàn taïi 0n ∈  sao cho nx G∈  vôùi moïi 0.n n≥  
Khi ñoù, kieåu-meâtric : [0, )D X X× → ∞  lieân tuïc 

taïi (x, y) neáu vaø chæ neáu lim ( , ) ( , )n nn
D x y D x y

→∞
=

 
vôùi moïi daõy { }nx , { }ny  trong X  maø  lim nn

x x
→∞

=  

vaø lim .nn
y y

→∞
=

Nhaän xeùt 1.5. AÙnh xaï kieåu-meâtric D laø aùnh 
xaï khoâng lieân tuïc, xem [3, Example 2.1].

Trong baøi baùo [1], Abdeljawad ñaõ giôùi thieäu 
khaùi nieäm aùnh xaï Meir-Keeler α -co, Meir-
Keeler  α -co toång quaùt, caëp aùnh xaï Meir-Keeler   
α -co toång quaùt, aùnh xaï Meir-Keeler  α - f -co 
vaø aùnh xaï Meir-Keeler  α - f -co toång quaùt treân 
khoâng gian meâtric. Lôùp caùc aùnh xaï naøy laø söï môû 
roäng cuûa caùc loaïi aùnh xaï Meir-Keeler α -co trong 
caùc taøi lieäu tham khaûo cuûa [1]. Ñoàng thôøi, trong 
baøi baùo [1], taùc giaû ñaõ thieát laäp ñònh lí ñieåm baát 
ñoäng cho caùc lôùp aùnh xaï ñöôïc ñònh nghóa nhö treân 
vaø ñaït ñöôïc nhöõng keát quaû nhö [1, Theorem 8], 

[1, Corollary 9] vaø [1, Theorem 16]. Trong phaàn 
tieáp theo, chuùng toâi trình baøy laïi khaùi nieäm caùc 
loaïi aùnh xaï Meir-Keeler α -co treân khoâng gian 
meâtric.

Ñònh nghóa 1.6 ([6], Definition 2.2). Cho X  
laø moät taäp hôïp khaùc roãng, aùnh xaï :f X X→  vaø 
aùnh xaï : [0, ).X Xα × → ∞  Khi ñoù, aùnh xaï f  
ñöôïc goïi laø α -admissible neáu moïi ,x y X∈  maø 

( , ) 1x yα ≥  ta coù ( , ) 1.fx fyα ≥

Ñònh nghóa 1.7 ([1], Definition 1). Cho X  laø 
moät taäp hôïp khaùc roãng, hai aùnh xaï , :f g X X→
vaø aùnh xaï : [0, ).X Xα × → ∞  Khi ñoù, caëp ( , )f g
ñöôïc goïi laø α -admissible neáu moïi ,x y X∈ maø

( , ) 1x yα ≥  ta coù ( , ) 1fx gyα ≥  vaø ( , ) 1.gx fyα ≥
Ñònh nghóa 1.8 ([1], Definition 3-5). Cho   

( , )X d laø moät khoâng gian meâtric, hai aùnh xaï 
, :f g X X→  vaø aùnh xaï : [0, ).X Xα × → ∞  

Khi ñoù
1) AÙnh xaï f  ñöôïc goïi laø Meir-Keeler α -co neáu 

vôùi moïi 0ε >  toàn taïi 0δ >  sao cho vôùi moïi , ,x y X∈
( , )d x yε ε δ≤ < + ta coù ( , ) ( , ) .x y d fx fyα ε<  

2) AÙnh xaï f  ñöôïc goïi laø Meir-Keeler α -co 
toång quaùt neáu vôùi moïi 0ε >  toàn taïi 0δ >  sao 

cho vôùi moïi , , ( , )fx y X M x yε ε δ∈ ≤ < +  ta coù 
( , ) ( , ) ,x y d fx fyα ε<  vôùi

( , ) ( , )( , ) max{ ( , ), ( , ), ( , ), }.
2f

d x fy d y fxM x y d x y d x fx d y fy +
=                

3) Caëp aùnh xaï ( , )f g  ñöôïc goïi laø Meir-Keeler  
α -co toång quaùt neáu vôùi moïi 0ε >   toàn taïi 0δ >   

sao cho vôùi moïi ( , ), , ( , )f gx y X M x yε ε δ∈ ≤ < +  
ta coù ( , ) ( , ) ,x y d fx gyα ε<  vôùi  

( , )
( , ) ( , )( , ) max{ ( , ), ( , ), ( , ), }.

2f g
d x gy d y fxM x y d x y d x fx d y gy +

=               

Ñònh nghóa 1.9 ([1], Definition 13-14). 
Cho ( , )X d  laø moät khoâng gian meâtric, aùnh xaï 

:f X X→  vaø fg C∈  vôùi { :fC g X X= →  sao 
cho fg gf=  vaø }gX fX⊆  . Khi ñoù

1) AÙnh xaï g ñöôïc goïi laø Meir-Keeler α -
f -co neáu vôùi moãi 0ε >  toàn taïi 0δ >  sao cho 

vôùi moïi , ,x y X∈  maø ( , )d fx fyε ε δ≤ < +  thì        
( , ) ( , ) .x y d gx gyα ε<                                      
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2) AÙnh xaï g ñöôïc goïi laø Meir-Keeler α - f -co 
toång quaùt neáu vôùi moãi 0ε >  toàn taïi 0δ >   sao cho 

vôùi moïi , ,x y X∈  maø ( )( , )gM f x yε ε δ≤ < +  thì 
( , ) ( , ) ,x y d gx gyα ε<  vôùi

( , ) ( , )( )( , ) max{ ( , ), ( , ), ( , ), }.
2g

d fx gy d fy gxM f x y d fx fy d fx gx d fy gy +
=

Trong baøi baùo naøy, chuùng toâi giôùi thieäu khaùi 
nieäm aùnh xaï Meir-Keeler α -co, Meir-Keeler  
α -co toång quaùt, caëp aùnh xaï Meir-Keeler α -co 
toång quaùt, aùnh xaï Meir-Keeler  α - f -co vaø aùnh 
xaï Meir-Keeler α - f -co toång quaùt treân khoâng 
gian kieåu-meâtric. Ñoàng thôøi, chuùng toâi thieát laäp 
vaø chöùng minh ñònh lí ñieåm baát ñoäng cho caùc loaïi 
aùnh xaï naøy treân khoâng gian kieåu-meâtric. Hôn nöõa, 
chuùng toâi cuõng xaây döïng ví duï minh hoïa cho keát 
quaû ñaït ñöôïc.

Tröôùc heát, chuùng toâi giôùi thieäu moät soá khaùi 
nieäm vaø keát quaû chính ñöôïc söû duïng trong baøi baùo.

Ñònh nghóa 1.10. Cho ( , , )X D K  laø moät khoâng 

gian kieåu-meâtric, 0x X∈  vaø , : .f g X X→  Ñaët  

2 1 2n nx fx+ = vaø 2 2 2 1n nx gx+ += vôùi .n∈  Khi ñoù

1) Daõy { }nx  ñöôïc goïi laø ( , )f g -quyõ ñaïo cuûa 0.x  

2) Khoâng gian kieåu-meâtric ( , , )X D K  ñöôïc 
goïi laø ( , )f g -quyõ ñaïo ñaày ñuû neáu moãi daõy Cauchy 

trong ( , )f g -quyõ ñaïo cuûa 0x  ñeàu hoäi tuï.

3) AÙnh xaï  f  ñöôïc goïi laø lieân tuïc theo  ( , )f g

-quyõ ñaïo cuûa  0x   neáu moïi daõy { }nx  trong  ( , )f g

-quyõ ñaïo cuûa 0 ,x  { }nx  hoäi tuï ñeán a thì nfx  hoäi 
tuï ñeán  fa.

Trong Ñònh nghóa 1.10, baèng caùch choïn aùnh 
xaï g truøng vôùi aùnh xaï f, ta coù ñònh nghóa sau.

Ñònh nghóa 1.11. Cho ( , , )X D K  laø moät khoâng 

gian kieåu-meâtric, 0x X∈  vaø , : .f g X X→  Ñaët  

1n nx fx+ =  vôùi  .n∈  Khi ñoù

1) Daõy { }nx  ñöôïc goïi laø f -quyõ ñaïo cuûa 0.x  

2) Khoâng gian kieåu-meâtric ( , , )X D K  ñöôïc 
goïi laø  f -quyõ ñaïo ñaày ñuû neáu moãi daõy Cauchy 

trong f -quyõ ñaïo cuûa 0x  ñeàu hoäi tuï.

3) AÙnh xaï f  ñöôïc goïi laø lieân tuïc theo f -quyõ 

ñaïo cuûa 0x  neáu moïi daõy { }nx  trong f -quyõ ñaïo 

cuûa  0 ,x  { }nx   hoäi tuï ñeán a thì nfx  hoäi tuï ñeán fa.  

Boå ñeà 1.12 ([1], Lemma 7). Cho X  laø moät taäp 

hôïp khaùc roãng, hai aùnh xaï , : ,f g X X→  0x X∈  

aùnh xaï : [0, )X Xα × → ∞  vaø { }nx  laø ( , )f g -quyõ 

ñaïo cuûa 0 ,x  vôùi  0 0( , ) 1.x fxα ≥  Neáu ( , )f g laø α

-admissible thì 1( , ) 1n nx xα + ≥  vôùi moïi  .n∈
2. Caùc keát quaû chính
Tröôùc heát, chuùng toâi giôùi thieäu khaùi nieäm aùnh 

xaï Meir-Keeler α -co, Meir-Keeler α -co toång 
quaùt, caëp aùnh xaï Meir-Keeler α -co toång quaùt 
treân khoâng gian kieåu-meâtric vaø thieát laäp ñònh lí 
ñieåm baát ñoäng cho lôùp aùnh xaï naøy.

Ñònh nghóa 2.1. Cho  ( , , )X D K  laø moät khoâng 
gian kieåu-meâtric, hai aùnh xaï , :f g X X→  vaø 
aùnh xaï : [0, ).X Xα × → ∞  Khi ñoù

1) AÙnh xaï f  ñöôïc goïi laø Meir-Keeler α
-co neáu vôùi moïi 0ε >  toàn taïi  0δ >  sao cho 
vôùi moïi , , ( , )x y X D x y Kε ε δ∈ ≤ < +  ta coù 

( , ) ( , ) .K x y D fx fyα ε<

2) AÙnh xaï f  ñöôïc goïi laø Meir-Keeler α  -co 
toång quaùt neáu vôùi moïi 0ε >  toàn taïi  0δ >  sao 

cho vôùi moïi , , ( , )fx y X M x y Kε ε δ∈ ≤ < +  ta 
coù ( , ) ( , ) ,K x y D fx fyα ε<  vôùi

( , ) ( , )( , ) max{ ( , ), ( , ), ( , ), }.
2f

D x fy D y fxM x y D x y D x fx D y fy
K
+

=
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3) Caëp aùnh xaï ( , )f g  ñöôïc goïi laø Meir-Keeler 
α -co toång quaùt neáu vôùi moïi 0ε >  toàn taïi 0δ >  sao 

cho vôùi moïi ( , ), , ( , )f gx y X M x y Kε ε δ∈ ≤ < +  ta 
coù ( , ) ( , ) ,K x y D fx gyα ε<  vôùi  

( , )
( , ) ( , )( , ) max{ ( , ), ( , ), ( , ), }.

2f g
D x gy D y fxM x y D x y D x fx D y gy

K
+

=
                     

(1)           

Ñònh lí 2.2. Cho ( , , )X D K  laø moät khoâng 
gian kieåu-meâtric ( , )f g -quyõ ñaïo ñaày ñuû vôùi aùnh 
xaï  , :f g X X→  vaø aùnh xaï  : [0, ).X Xα × → ∞  
Giaû söû

1) Caëp ( , )f g  laø α -admissible vaø toàn taïi   

0x X∈  sao cho 0 0( , ) 1.x fxα ≥

2) Caëp  ( , )f g  laø Meir-Keeler α -co toång quaùt. 

3) Treân ( , )f g -quyõ ñaïo cuûa 0 ,x  ta coù 

( , ) 1n jx xα ≥  vôùi moïi n  chaün vaø j  leû lôùn hôn .n  

4) AÙnh xaï f  vaø  g  lieân tuïc theo  ( , )f g -quyõ 

ñaïo cuûa 0.x  
Khi ñoù
1) AÙnh xaï f  hoaëc g  coù ñieåm baát ñoäng treân   

( , )f g -quyõ ñaïo cuûa 0.x
Hoaëc 
2) AÙnh xaï  f  vaø  g  coù ñieåm baát ñoäng chung   

p  vaø lim .nn
x p

→∞
=

Chöùng minh.  Laáy 0x X∈  sao cho 0 0( , ) 1.x fxα ≥  

Xeùt daõy { }nx  laø ( , )f g -quyõ ñaïo cuûa  0.x  Ñaët 

1( , )n n nD D x x +=  vôùi moïi .n∈  Ta xeùt ba tröôøng 
hôïp sau.

Tröôøng hôïp 1. Toàn taïi soá chaün n∈  ñeå 

0.nD =  Khi ñoù, ta coù 1( , ) 0n n nD D x x += =  hay   

1 .n n nx x fx+= =  Do ñoù f  coù ñieåm baát ñoäng.

Tröôøng hôïp 2. Toàn taïi soá leû n∈  ñeå 

0.nD =  Khi ñoù, ta coù  1( , ) 0n n nD D x x += =  hay   

1 .n n nx x fx+= =  Do ñoù g  coù ñieåm baát ñoäng.

 Tröôøng hôïp 3. 0nD ≠  vôùi moïi  .n∈  Töø 
giaû thieát caëp ( , )f g  laø Meir-Keeler α -co toång 
quaùt, ta coù

( , )( , ) ( , ) ( , )f gK x y D fx gy M x yα < vôùi  .x y≠ (2)                                                        

Do 0 0( , ) 1x fxα ≥  vaø caëp  ( , )f g  laø α -admis-

sible neân theo Boå ñeà 1.12 ta coù 1( , ) 1n nx xα + ≥  vôùi 
moïi  .n∈  Töø (2) ta coù

2 2 2 1 2 1 2 2 1 2 2 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )n n n n n n n n nD D x x D gx fx K x x D gx fxα+ − − −= = ≤   

           
        

  

        
                                                                                
                                                                                                                                    (3)                                           

Neáu toàn taïi  n∈   sao  cho 2 1 2 2max{ , }n n nD D D− =   

thì töø (3) suy ra 2 2 .n nD D<  Ñieàu naøy laø maâu thuaãn. Do 

ñoù vôùi moïi  n∈   ta coù 2 1 2 2 1max{ , } .n n nD D D− −=   

Khi ñoù, töø (3) ta suy ra 2 2 1.n nD D −<

Töông töï, ta chöùng minh ñöôïc 2 1 2n nD D+ <   

vôùi moïi .n∈  Do ñoù { }nD  laø daõy ñôn ñieäu 
giaûm vaø khoâng aâm. Khi ñoù, toàn taïi 0r ≥  sao cho 

lim .nn
D r

→∞
=                                                        (4)                             

2 1 2 1
2 1 2 2 2 1

( , )max{ ( , ), ( , ), }
2
n n

n n n n
D x x

D x x D x x
K
− +

− +<
 

2 1 2 2 2 1
2 1 2 2 2 1

( , ) ( , )max{ ( , ), ( , ), }
2

n n n n
n n n n

D x x D x x
D x x D x x − +

− +

+
≤

2 1 2 2 2 1max{ ( , ), ( , )}n n n nD x x D x x− +=

2 1 2max{ , }.n nD D−=
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Giaû söû r>0, khi ñoù vôùi moãi  0δ >  toàn taïi 
( )N N δ=  chaün ñeå 

                    .Nr D Kr δ≤ < +     (5)

Maø 1 ( , ) 1( , ) ( , )N N N f g N ND D x x M x x+ += =  neân 

töø (5) ta coù ( , ) 1( , ) .f g N Nr M x x Kr δ+≤ < +  Do caëp   
( , )f g laø Meir-Keeler α -co toång quaùt neân suy ra 

1 1( , ) ( , ) .N N N NK x x D fx gx rα + + <                 (6)

Do ñoù, theo Boå ñeà 1.12 vaø (6) ta coù

1 1 2 1( , ) ( , )N N N N ND D x x D fx gx+ + + += =    

        1 1( , ) ( , ) .N N N NK x x D fx gx rα + +≤ <

Ñieàu naøy maâu thuaãn. Do ñoù 0,r =  keát hôïp 

vôùi (4) ta ñöôïc lim 0.nn
D

→∞
=   

Tieáp theo ta chöùng minh { }nx  laø daõy Cauchy. Giaû 

söû { }nx  khoâng laø daõy Cauchy. Khi ñoù, toàn taïi  0ε >  
sao cho vôùi moãi 1 0N ≥  toàn taïi caùc soá nguyeân ,m n  

maø 1m n N> >  ñeå ( , ) 2 .m nD x x ε≥   Ta choïn soá 
δ  sao cho 0 δ ε< <  ñeå (1) ñöôïc thoûa maõn. Do 

lim 0nn
D r

→∞
= =  neân toàn taïi  2 2 ( )N N δ=  sao cho 

6iD
K
δ

<   vôùi  2.i N≥  Ta choïn 1 2max{ , }.N N N≥  
Khi ñoù, vôùi caùc soá nguyeân ,m n N> >  ta coù

 ( , ) 2 .m nD x x
K
δε ε≥ > +                               (7)

Ta coù 6.m n− >  Thaät vaäy, giaû söû 6m n− ≤  
hay 6m n≤ +  vaø töø m n>  ta ñaët m n l= +  vôùi   

1,...,5.l =  Ta coù

    

5

0
( , ) 6 .

6m n n l
l

D x x D K
K K
δ δδ ε+

=

≤ < = < +∑
Ñieàu naøy maâu thuaãn vôùi (7). Do ñoù 6.m n− >  

Khoâng maát tính toång quaùt, ta coù theå giaû söû raèng   

n laø soá chaün sao cho ( , ) .
3m nD x x

K
δε> +  Khi ñoù 

toàn taïi soá leû j  nhoû nhaát lôùn hôn n sao cho

( , ) .
3n jD x x

K
δε≥ +                           (8)

Töø ñoù, ta coù 2( , ) .
3n jD x x

K
δε− < +  Suy ra 

2 2 1 1( , ) [ ( , ) ( , ) ( , )]n j n j j j j jD x x K D x x D x x D x x− − − −≤ + +                                          

                

2( ) .
3 6 6 3

K K
K K K
δ δ δ δε ε< + + + = +                                                      

Do ñoù

   ( , )n jD x xε <        

      
1 1

( , )

( , ) ( , )
( , ) max{ ( , ), }

2
n j j n

f g n j n j

D x x D x x
M x x D x x

K
+ ++

≤ =  

      
( , )

2
n j

n j

D D
D x x

+
≤ +

     

      

2 5 .
3 6 6

K K K
K K
δ δ δε ε ε δ< + + = + < +                               (9)

Do caëp ( , )f g  laø Meir-Keeler α -co toång quaùt neân töø (9) ta coù ( , ) ( , ) .n j n jK x x D fx gxα ε<  Söû 
duïng Boå ñeà 1.10, ta coù

      1 1 1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .n j n j n j n j n jD x x K x x D x x K x x D fx gxα α ε+ + + +≤ = <              
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Suy ra 1 1( , ) .
( , )n j

n j

D x x
K x x K

ε ε
α+ + < ≤  Maët khaùc, ta coù

                              

   1 1 1 1( , ) [ ( , ) ( , ) ( , )]n j n n n j j jD x x K D x x D x x D x x+ + + +≤ + +

       1 1( ( , ) )n n j jK D D x x D+ += + +

                                              
( ) .
6 6 3

K
K K K K
δ ε δ δε< + + = +                                               

Khi ñoù, aùnh xaï f  coù ñieåm baát ñoäng treân f -quyõ 

ñaïo cuûa  0.x

Trong phaàn tieáp theo, chuùng toâi giôùi thieäu 
khaùi nieäm aùnh xaï Meir-Keeler α - f -co, Meir-
Keeler α - f -co toång quaùt vaø thieát laäp ñònh lí 
ñieåm baát ñoäng cho lôùp aùnh xaï naøy.

Ñònh nghóa 2.4. Cho ( , , )X D K  laø moät khoâng 
gian kieåu-meâtric, :f X X→   laø aùnh xaï lieân tuïc 

treân khoâng gian kieåu-meâtric vaø aùnh xaï .fg C∈   

Daõy { }nfx  xaùc ñònh bôûi 1n nfx gx+ =  vôùi moïi  

n∈  ñöôïc goïi laø  f -laëp cuûa 0x  theo aùnh xaï .g

Ñònh nghóa 2.5. Cho  ( , , )X D K  laø moät khoâng 

gian kieåu-meâtric, aùnh xaï :f X X→  vaø .fg C∈   
Khi ñoù

1) AÙnh xaï g  ñöôïc goïi laø aùnh xaï Meir-Keeler   
α - f -co neáu vôùi moãi 0ε >  toàn taïi 0δ >  sao cho 
vôùi moïi ,x y X∈  maø ( , )D fx fy Kε ε δ≤ < +  thì                                             

( , ) ( , ) .K x y D gx gyα ε<

2) AÙnh xaï  g  ñöôïc goïi laø aùnh xaï Meir-Keeler  
α - f -co toång quaùt neáu vôùi moãi  0ε >  toàn taïi 

0δ >  sao cho vôùi moïi ,x y X∈  maø

Ñieàu naøy maâu  thuaãn vôùi (8). Vaäy { }nx  laø 
daõy Cauchy. Vì X  laø ( , )f g -quyõ ñaïo ñaày ñuû 

neân  { }nx hoäi tuï veà .p  Maët khaùc,  f  vaø g  lieân 
tuïc theo  ( , )f g -quyõ ñaïo neân ta coù

2 1 2 2lim lim lim ,n n nn n n
p x fx f x fp+→∞ →∞ →∞
= = = =                           

2 2 2 1 2 1lim lim lim .n n nn n n
p x gx g x gp+ + +→∞ →∞ →∞
= = = =                  

Suy ra p  laø ñieåm baát ñoäng chung cuûa f  
vaø .g

Trong Ñònh lí 2.2, baèng caùch choïn f g=  vaø 
ñoàng nhaát caëp aùnh xaï ( , )f f  bôûi aùnh xaï f  ta 
ñöôïc heä quaû sau.

Heä quaû 2.3. Cho ( , , )X D K  laø moät khoâng 
gian kieåu-meâtric, f -quyõ ñaïo ñaày ñuû vôùi aùnh xaï  

:f X X→  vaø aùnh xaï  : [0, ).X Xα × → ∞  Giaû söû

1) AÙnh xaï  f  laø α -admissible vaø toàn taïi  

0x X∈  sao cho 0 0( , ) 1.x fxα ≥  

2) AÙnh xaï f  laø Meir-Keeler  α -co toång quaùt. 

3) Treân  f -quyõ ñaïo cuûa  0 ,x  ta coù ( , ) 1n jx xα ≥  
vôùi moïi n chaün vaø j leû lôùn hôn n.

4) AÙnh xaï f  lieân tuïc theo  f -quyõ ñaïo cuûa  0.x  

   ( )( , )gM f x y Kε ε δ≤ < +  thì ( , ) ( , ) ,K x y D gx gyα ε<              (10)                      

vôùi 
( , ) ( , )( )( , ) max{ ( , ), ( , ), ( , ), }.

2g
D fx gy D fy gxM f x y D fx fy D fx gx D fy gy

K
+

=
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Boå ñeà 2.6. Cho ( , , )X D K  laø moät khoâng 
gian kieåu-meâtric, hai aùnh xaï , :f g X X→  vôùi 

fg C∈  vaø { }nx  laø ( , )f g -quyõ ñaïo cuûa 0.x  Neáu 
g  laø moät aùnh xaï Meir-Keeler α -ï f -co toång 

quaùt sao cho  1( , ) 1n nx xα + ≥  vôùi moïi n∈  thì 

1inf{ ( , ), } 0.n nD fx fx n+ ∈ =

Chöùng minh. Ñaët 1inf{ ( , ), }.n nr D fx fx n+= ∈  

Töø ñònh nghóa cuûa f -laëp cuûa 0x  theo aùnh xaï  g  
vaø g  laø moät aùnh xaï Meir-Keeler  α - f -co toång 
quaùt neân vôùi moãi n∈  ta coù

1 2( , )n nD fx fx+ +

1( , )n nD gx gx +=

1 1( , ) ( , )n n n nK x x D gx gxα + +≤  

1( )( , )g n nM f x x +<  

 1 1 1max{ ( , ), ( , ), ( , ),n n n n n nD fx fx D fx gx D fx gx+ + +=  

1 1( , ) ( , )}
2

n n n nD fx gx D fx gx
K

+ ++

 

2
1 1 2

( , )max{ ( , ), ( , ), }
2
n n

n n n n
D fx fx

D fx fx D fx fx
K

+
+ + +=

 

1 1 2max{ ( , ), ( , )}.n n n nD fx fx D fx fx+ + +=         (11)                     

Neáu toàn taïi n∈  sao cho 

1 1 2 1 2max{ ( , ), ( , )} ( , ).n n n n n nD fx fx D fx fx D fx fx+ + + + +=  

Khi ñoù, (11) trôû thaønh 

1 2 1 2( , ) ( , ).n n n nD fx fx D fx fx+ + + +<  Ñieàu naøy laø maâu 
thuaãn. Do ñoù vôùi moïi  ,n∈  ta coù 

1 1 2 1max{ ( , ), ( , )} ( , ).n n n n n nD fx fx D fx fx D fx fx+ + + +=

Khi ñoù, (11) trôû thaønh 

1 2 1( , ) ( , )n n n nD fx fx D fx fx+ + +<   vôùi moïi n∈  

Suy ra 1{ ( , )}n nD fx fx +  laø daõy ñôn ñieäu giaûm vaø 

khoâng aâm. Do ñoù 1lim ( , ) 0.n nn
r D fx fx +→∞
= ≥  Giaû söû 

0.r >  Do g  laø aùnh xaï Meir-Keeler α -ï f -co toång 
quaùt neân vôùi 0,rε = >  tìm 0δ >  sao cho (10) ñöôïc 

thoûa maõn. Do 1lim ( , )n nn
D fx fx r+→∞

=  neân toàn taïi N  

ñeå 1( , ) .N Nr D fx fx Kr δ+≤ < +  Maët khaùc, ta chöùng 

minh ñöôïc 1 1( )( , ) ( , ).g N N N NM f x x D fx fx+ +=   Do 

ñoù, 1( )( , ) .g N Nr M f x x Kr δ+≤ < +

 Khi ñoù, do g  laø aùnh xaï Meir-Keeler  α -ï f

-co toång quaùt neân ta coù 

1 1 1( , ) ( , ) ( , ) .N N N N N ND gx gx K x x D gx gx rα+ + +≤ <

Do ñoù 1 2 1( , ) ( , ) .N N N ND fx fx D gx gx r+ + += <  

Ñieàu naøy maâu thuaãn vôùi ñònh nghóa cuûa .r  Vaäy 

1inf{ ( , ), } 0.n nD fx fx n r+ ∈ = =  

Ñònh lí 2.7. Cho ( , , )X D K  laø moät khoâng 

gian kieåu-meâtric, trong ñoù D  laø aùnh xaï lieân tuïc 

vaø hai aùnh xaï , :f g X X→  lieân tuïc treân khoâng 

gian kieåu-meâtric vôùi .fg C∈  Giaû söû

1) ( , ) 1n mx xα ≥  vôùi moïi .m n>

2) AÙnh xaï g  laø aùnh xaï Meir-Keeler α - f

-co toång quaùt.

3) Neáu { }nx  laø moät daõy trong X  sao cho 

( , ) 1n mx xα ≥  vôùi moïi m n>  vaø lim nn
x z

→∞
=

 
thì 

( , ) 1nfx zα ≥  vaø ( , ) 1.nfx fzα ≥

Khi ñoù, f  vaø g  coù ñieåm baát ñoäng chung.

Chöùng minh. Laáy 0 ,x X∈  ta xeùt daõy { }nx  
f -laëp cuûa 0x  theo aùnh xaï g  thoûa maõn taát caû 
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giaû thieát cuûa ñònh lí. Ta chöùng minh ñònh lí theo 
ba böôùc sau.

Böôùc 1. Töø Boå ñeà 2.6, ta coù:

1inf{ ( , ), } 0.n nD fx fx n+ ∈ =

Böôùc 2. Chöùng minh toàn taïi ñieåm truøng cuûa    

f  vaø .g  Ta xeùt hai tröôøng hôïp sau.

Tröôøng hôïp 1. Toàn ta ïi so á N  sao cho 

1( , ) 0.N ND fx fx + =  Khi ño ù  1N N Nfx fx gx+= =  

hay Nx  laø ñieåm truøng cuûa f  vaø .g

Tröôøng hôïp 2. 1( , ) 0n nD fx fx + ≠  vôùi moïi  

.n∈  Ta chöùng minh raèng { }nfx  laø daõy Cauchy. 

Giaû söû  { }nfx  khoâng laø daõy Cauchy. Khi ñoù toàn taïi 

0ε >  vaø moät daõy con { }
infx  cuûa { }nfx  sao cho

1
( , ) 2 .

i in nD fx fx Kε
+

≥                                               (12)

 Choïn 0δ >  sao cho 0 δ ε< <  ñeå (10) thoûa 

maõn. Theo Böôùc 1, ta coù 1lim ( , ) 0.n nn
D fx fx +→∞

=   Suy 

ra  toàn taïi N  sao cho  1( , )
2( 2)m mD fx fx

K K
δ

+ <
+

 

vôùi moïi .m N>  Laáy ,in N>  ta chöùng minh toàn 

taïi moät soá nguyeân j  sao cho 1i in j n +< <  vaø 

( 1)( , ) .
2 2in j

KD fx fx K
K K
δ δε ε +

+ ≤ < +
+ +

   (13)               

Tröôùc tieân, ta chöùng minh toàn taïi giaù trò j  ñeå  

 ( , ).
2 in jD fx fx

K
δε + ≤
+                    

 (14)

Thaät vaäy, ta choïn 1,ij n +=   ta coù 

1
( , ) 2 .

2i in nD fx fx K
K
δε ε

+
> ≥ +

+
  Ta chöùng minh 

baát ñaúng thöùc (14) cuõng ñuùng vôùi  1 1.ij n += −  

Thaät vaäy, giaû söû 
1 1( , ) .

2i in nD fx fx
K
δε

+ − < +
+

 
Khi ñoù

    

1 1 1 11 1( , ) [ ( , ) ( , )]
i i i i i in n n n n nD fx fx K D fx fx D fx fx

+ + + +− −≤ +                               

                     
( ) 2 .

2 2( 2)
K K

K K K
δ δε ε< + + <
+ +

                 

Ñieàu naøy maâu thuaãn vôùi (12). Vaäy toàn taïi giaù 

trò j  sao cho ( , ).
2 in jD fx fx

K
δε + ≤
+

 

Töông töï, ta chöùng minh ñöôïc (13) vaãn ñuùng 

khi  1ij n +=  hoaëc 2.ij n +=  Do ñoù, ta choïn soá 

nguyeân j  nhoû nhaát maø lôùn hôn in   sao cho  

( , ).
2 in jD fx fx

K
δε + ≤
+

Khi ñoù 1( , ) .
2in jD fx fx

K
δε− < +
+

 Do ñoù
                               

1 1( , ) [ ( , ) ( ( , )]
i in j n j j jD fx fx K D fx fx D fx fx− −≤ +

             
( )

2 2( 2)
K

K K K
δ δε< + +
+ +    

             

( 1) .
2

KK
K

δε +
≤ +

+

Vaäy  toàn taïi soá j   thoûa maõn (13). Maët khaùc, ta 
coù

( , )
3 in jD fx fxδε + ≤

 
          ( , ) ( , )

i in j n jK x x D fx fxα≤

   ( )( , )
ig n jM f x x≤

          max{ ( , ), ( , ), ( , ),
i in j n i j jD fx fx D fx gx D fx gx≤  

       

                                 
( , ) ( , )

}
2

i in j j nD fx gx D fx gx
K
+
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                           1 1max{ ( , ), ( , ), ( , ),
i i in j n n j jD fx fx D fx fx D fx fx+ +≤

                           
1 1( , ) ( , )

( , ) }
2

i i

i

j j n n
n j

D fx fx D fx fx
D fx fx + ++

+     

                           
1 1( , ) ( , )

( , )
2

i i

i

j j n n
n j

D fx fx D fx fx
D fx fx + ++

= +
 

                           

( 1)
2 2( 2)

KK
K K K

δ δε +
< + +

+ +  
.Kε δ< +

Do g  laø aùnh xaï Meir-Keeler  α - f -co toång quaùt neân ta suy ra

1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .
i i i in j n j n j n jD fx fx D gx gx K x x D gx gxα ε+ + = ≤ <

Ñieàu naøy töông ñöông vôùi 1 1( , ) ( , )
i in j n jK x x D fx fxα ε+ + <  hay 1 1( , ) .

in jD fx fx
K
ε

+ + <  Khi ñoù

1 1 1 1( , ) [ ( , ) ( , ) ( , )]
i i i in j n n n j j jD fx fx K D fx fx D fx fx D fx fx+ + + +≤ + +               

                                                 ( ) .
2( 2) 2( 2) 2

K
K K K K K K
δ ε δ δε< + + = +
+ + +

       

Ñieàu naøy maâu thuaãn vôùi (13). Do ñoù { }nfx   

laø daõy Cauchy. Do X  ñaày ñuû neân toàn taïi z X∈   

sao cho lim .nn
fx z

→∞
=   Vì ,f g  laø caùc haøm lieân 

tuïc vaø 1n nfx gx+ =  vôùi moïi  n∈  neân ta coù  

1 .n n nffx fgx gfx+ = =  Khi ñoù

1 1 1 1(lim ) lim lim (lim ) .n n n nn n n n
fz f fx ffx gfx g fx gz+ + + +→∞ →∞ →∞ →∞
= = = = =

Vaäy z  laø ñieåm truøng cuûa f  vaø g  .

Böôùc 3. Chöùng minh f  vaø  g  coù ñieåm baát 

ñoäng chung. Ñaët .fz gzη = =   Ta chöùng minh η   

laø ñieåm baát ñoäng chung cuûa  f  vaø  .g  Töø ñieàu 
kieän (3), ta coù 

                ( , ) ( , ) ( , )D f D gz fgz D gz gfzη η = =                   

                         [ ( , ) ( , )]n nK D gz gfx D gfx gfz≤ +                                    

                         ( , ) ( , ) ( , ) ( , )n n n nK fx z D gfx gz K fx fz D gfx gfzα α≤ +                   

                         ( )( , ) ( )( , )g n g nM f fx z M f fx fz< +                                         
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                         max{ ( , ), ( , ), ( , ),n n nD ffx fz D fz gz D ffx gfx=    
( , ) ( , ) }

2
n nD ffx gz D fz gfx

K
+

                         max{ ( , ), ( , ), ( , ),n n nD ffx ffz D ffz gfz D ffx gfx+
( , ) ( , ) }.

2
n nD ffx gfz D ffz gfx

K
+

 (15)

Trong (15), cho n →∞  vaø söû duïng tính lieân 
tuïc cuûa D   ta ñöôïc ( , ) 0D fη η =   hay  .fη η=  
Vaäy  f gη η η= =  hay η   laø ñieåm baát ñoäng chung 
cuûa  f  vaø .g

Nhaän xeùt 2.8. Do moãi khoâng gian kieåu-meâtric  
( , ,1)X d  laø khoâng gian meâtric neân [1,Theorem 
8], [1, Corollary 9] vaø [1, Theorem 16] laàn löôït 
laø tröôøng hôïp ñaëc bieät cuûa Ñònh lí 2.2, Heä quaû 
2.3 vaø  Ñònh lí 2.7 khi 1.K =  

Cuoái cuøng, chuùng toâi xaây döïng ví duï minh 
hoïa cho keát quaû ñaït ñöôïc.

Ví duï 2.9. Treân {0,1,2},X =   xeùt kieåu-meâtric   
D  vôùi 2K = xaùc ñònh bôûi   

(0,0) (1,1) (2,2) 0D D D= = =  ,

(1, 2) (2,1) 4,D D= =     

(0,1) (1,0) (0, 2) (2,0) 1.D D D D= = = =                                     

Xeùt haøm  : [0, )X Xα × → ∞  xaùc ñònh bôûi 

α
⎧ =

= ⎨
≠⎩

1  neáu ( , ) (1,1)
( , )

0  neáu ( , ) (1,1).
x y

x y
x y

  

Xeùt hai aùnh xaï , :f g X X→   xaùc ñònh bôûi

0 0, 1 1, 2 2f f f= = =  vaø 0 2, 1 1, 2 0.g g g= = =   

Khi ñoù (1, 1) (1,1) 1 1fα α= = ≥   vaø  caëp ( , )f g   
la ø  α -admissible. Thaät va äy, vô ùi ,x y X∈   
maø    ( , ) 1,x yα ≥  suy ra  1.x y= =  Khi ñoù  

( 1, 1) ( 1, 1) (1,1) 1.f g g fα α α= = =

Hôn nöõa, caëp  ( , )f g  laø Meir-Keeler  α
-co toång quaùt. Thaät vaäy, vôùi moãi 0ε >   toàn taïi 

0δ >   sao cho ( , ) ( , ) ,f gM x y Kε ε δ≤ < +   suy 

ra ( , ) (1,1).x y ≠   Khi ñoù ( , ) 0,x yα =   suy ra 

( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , ) 0 .K x y D fx gy x y D fx gyα α ε= = <   

Ñoàng thôøi, caùc giaû thieát coøn laïi cuûa Ñònh lí 2.2 
ñeàu thoûa maõn. Do ñoù f   vaø g   coù ñieåm baát ñoäng 
chung. Hôn nöõa, 1 laø ñieåm baát ñoäng chung cuûa  
f  vaø  .g
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Summary

In this paper, we introduce the notions of Meir-Keeler α -contractive mappings, generalized 
Meir-Keeler α -contractive mappings, generalized Meir-Keeler α -contractive mappings pair, 
Meir-Keeler α - f -contractive mappings and generalized Meir-Keeler α -contractive mappings in 
metric-type spaces. Also, we establish and prove a number of fixed point theorems for these mappings. 
These results are modifications of the fixed point theorems in [1]. Moreover, we provide examples 
to illustrate the obtained results.

Key words: fixed point, Meir-Keeler α -contractive, metric-type.
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