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Tóm tắt 

Trong bài báo này, chúng tôi nghiên cứu tính chất và ứng dụng của hàm vô hướng hóa phi tuyến của 

bài toán tối ưu tập với nón phụ thuộc biến. Trước hết, chúng tôi mở rộng hàm vô hướng hóa phi tuyến cho 

trường hợp nón phụ thuộc biến dựa trên quan hệ thứ tự giữa các tập hợp. Sau đó, chúng tôi khảo sát một 

số tính chất cơ bản của hàm vô hướng hóa đã xét ở trên. Cuối cùng, chúng tôi áp dụng các tính chất trên 

để thiết lập điều kiện tối ưu cho bài toán tối ưu tập với nón chứa biến. Các kết quả của chúng tôi là mới 

hoặc mở rộng các kết quả đã có trước đó. 

Từ khóa: Bài toán tối ưu tập, hàm vô hướng hóa phi tuyến, nón phụ thuộc biến. 
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Abstract 

In this paper, we study properties and applications of nonlinear scalarizing functions of set 

optimization problems with variable cones. First, we extend the nonlinear scalarizing functions in the 

case of variable cones based on set less order relations. Next, we investigate some basic properties of 

such scalarizing functions. Finally, we apply the above properties to establish the optimal conditions 

for set optimization problems with variable cones. Our results are new or improve the existing ones in 

the literature. 
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1. Giới thiệu 

Trong những năm gần đây, bài toán tối ưu đa 

trị đã được nhiều tác giả trong và ngoài nước quan 

tâm, nghiên cứu. Liên quan đến bài toán này, có hai 

hướng tiếp cận tùy thuộc vào cách ta định nghĩa 

nghiệm tối ưu. Cách cổ điển là tiếp cận theo tiêu 

chuẩn vectơ, trong đó nghiệm tối ưu được xác định 

dựa trên điểm hữu hiệu của hợp của tất cả các ảnh 

của ánh xạ mục tiêu (xem Jahn, 2011; Luc, 1989).  

Nhược điểm của cách tiếp cận này là trong trường 

hợp tổng quát, ảnh của nghiệm tối ưu chưa chắc là 

tập “nhỏ nhất” theo một nghĩa nào đó. Để khắc 

phục nhược điểm này, một hướng tiếp cận khác đã 

được đề xuất dựa trên tiêu chuẩn tập hợp và do đó 

ta có bài toán tối ưu tập tương ứng. Theo đó, các 

tập ảnh sẽ được so sánh với nhau trên cơ sở quan 

hệ thứ tự giữa các tập hợp được đề xuất bởi 

Kuroiwa (1998). Bài toán tối ưu tập xuất hiện trong 

nhiều lĩnh vực của sản xuất, đời sống và đã được 

nghiên cứu bởi nhiều tác giả như: Gutierrez & cs. 
(2015); Gutierrez & cs. (2012); Hernandez & cs. 
(2010); Jahn & Ha (2011); Lam & cs. (2020a); 

Lam & cs. (2020b)... 

Phương pháp vô hướng hóa là một trong 

những công cụ hiệu quả để nghiên cứu bài toán tối 

ưu tập nói riêng và các bài toán trong tối ưu nói 

chung. Nhiều kiểu hàm vô hướng đã được đề xuất 

bởi nhiều tác giả và thông thường mỗi hàm vô 

hướng sẽ thích hợp cho một loại nghiệm của một 

bài toán nào đó. Đối với vô hướng hóa phi tuyến 

thì một trong những hàm phổ biến nhất là hàm 

Gerstewitz (xem Chen & cs., 2005; Gerstewitz, 

1983, Gerth & Weidner, 1990; Göpfert & cs., 

2006, Lam & cs., 2019). Sau đó, kiểu hàm này đã 

được mở rộng bởi Hamel & Löhne (2002) và 

Hamel & Löhne (2006). Gần đây, Gutiérrez & cs. 

(2015) đã nghiên cứu sâu hơn các tính chất của 

hàm này và áp dụng vào việc thiết lập điều kiện tối 

ưu cho nghiệm hữu hiệu và hữu hiệu yếu của bài 

toán tối ưu tập. 

Trong công trình của mình, Gutiérrez & cs. 

(2015) đã xét hàm vô hướng hóa cho bài toán tối 

ưu tập với nón cố định (không phụ thuộc biến). 

Tuy nhiên trong nhiều trường hợp, nón cố định 

không phản ánh được những tình huống phát sinh 

do thực tiễn đặt ra. Chẳng hạn, khi chúng ta mua 

hàng hóa và dịch vụ trên thị trường thì tiêu chí để 

ta lựa chọn sản phẩm được xác định bởi một nón 

thứ tự nào đó. Đương nhiên rằng, nón thứ tự đó sẽ 

khác nhau cho từng đối tượng cụ thể, hay nói cách 

khác nón thứ tự trong trường hợp này là nón phụ 

thuộc biến. 

 Từ những quan sát ở trên, trong bài báo 

này, chúng tôi đề xuất một kiểu hàm vô hướng hóa 

phi tuyến cho bài toán tối ưu tập với nón phụ thuộc 

biến trên cơ sở mở rộng hàm vô hướng hóa của 

Gutiérrez & cs. (2015). Các kết quả nghiên cứu 

được áp dụng vào bài toán tối ưu tập tương ứng. 

Cấu trúc của bài báo được trình bày như sau. Phần 

2 sẽ nhắc lại các định nghĩa và kết quả được sử 

dụng trong các phần kế tiếp. Các tính chất của hàm 

vô hướng hóa phi tuyến cho bài toán tối ưu tập với 

nón phụ thuộc biến sẽ được nghiên cứu trong Phần 

3. Phần 4 sẽ trình bày một ứng dụng của các kết 

quả trên vào việc thiết lập mối quan hệ giữa điều 

kiện tối ưu của bài toán tối ưu tập và bài toán tối ưu 

vô hướng tương ứng. Cuối cùng, các nhận xét kết 

luận sẽ được nêu trong Phần 5. 

2. Kiến thức chuẩn bị 

Cho Y là không gian định chuẩn, C là nón lồi, 

đóng, có đỉnh trong Y, với phần trong khác rỗng. 

Chúng ta nhắc lại rằng một tập A được gọi là C-

chính thường nếu ,A C Y   C-đóng nếu A C  là 

một tập đóng, C-bị chặn nếu với mỗi lân cận U của 

điểm gốc trong Y, tồn tại một số dương t sao cho 

,A tU C   C-compact nếu với một phủ bất kỳ 

của A có dạng { :U C U   là tập mở} tồn tại một 

phủ con hữu hạn. 

Nhận xét 2.1. Theo Luc (1989) thì mỗi tập C-

compact là C-đóng và C-bị chặn. Hơn nữa, nếu A là 

compact thì A là C-compact. 

Bổ đề 2.2. (Gutiérrez & cs., 2012) Một tập 

hợp khác rỗng A Y  là C-chính thường nếu và chỉ 

nếu không tồn tại phần tử inte C  sao cho 

.e A A C     

Ta ký hiệu ( )Y  là họ các tập con không 

rỗng của Y. Với mỗi { ,int },Q C C  chúng ta nhắc 

lại quan hệ thứ tự tập trong ( )Y  như sau: cho hai 

tập hợp , ( ),A B Y  

.QA B B A Q    

Các quan hệ này được giới thiệu bởi Young 

(1931) trong đại số, Nishnianidze (1984) trong lý 

thuyết điểm bất động, và sau đó là Kuroiwa (1998) 

trong lý thuyết tối ưu. 
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Cho X là không gian định chuẩn, :F X Y  

là một ánh xạ đa trị, và M là một tập con không 

rỗng của X. Ta xét bài toán tối ưu tập sau đây: 

( )  ( )

        .

P Minimize F x

subject to x M
 

Gọi :K X Y  là ánh xạ đa trị sao cho với 

mỗi ,  ( )x X K x  là nón lồi, đóng, có đỉnh trong Y, 

với int ( )K x  .  

Dựa trên ý tưởng của nghiệm cực tiểu Robust 

với cấu trúc trội chứa biến (variable domination 

structure) được giới thiệu bởi Köbis & Tammer 

(2017) và nghiệm cực tiểu được giới thiệu bởi 

Kuroiwa (1998), chúng tôi đề xuất ý tưởng nghiệm 

của bài toán (P) như sau: 

Định nghĩa 2.3. Một phần tử 0x M được gọi 

là nghiệm hữu hiệu của bài toán (P) nếu 

0( ) 0 0 ( ), ( ) ( ) ( ) ( ).K x K xx M F x F x F x F x   Ta 

ký hiệu tập hợp các nghiệm hữu hiệu của (P) bởi Min.  

Cho ( ),Y  chúng tôi đề xuất các định 

nghĩa sau trên cơ sở ý tưởng của Gutiérrez & cs. 

(2015). 

Định nghĩa 2.4. Hàm : { }h     được 

gọi là 

(i) order representing (order representing  

ngặt) tại A  đối với 0x M  nếu, 

0( ): ( ) ( )    K xB h B h A B A    

0int ( )( ( ) ( )  ,K xh B h A B A   tương ứng). 

(ii) đơn điệu (đơn điệu ngặt) tại A  đối với 

0x M  nếu, 

0( ):   ( ) ( ) K xB B A h B h A  

0int ( )(   ( ) ( ),K xB A h B h A   tương ứng). 

h được gọi là order representing (order 

representing ngặt, đơn điệu, đơn điệu ngặt) trên , 

nếu nó order representing (order representing ngặt, 

đơn điệu, đơn điệu ngặt, tương ứng) tại mỗi A . 

3. Tính chất của hàm vô hướng hóa 

Cho :e M Y  là ánh xạ liên tục sao cho 

( ) int ( ), .e x K x x M    Dựa trên ý tưởng của 

Hamel & Löhne (2002), Hamel & Löhne (2006), 

và Gutiérrez & cs. (2015), với mỗi ,x M  chúng 

tôi đề xuất định nghĩa hàm vô hướng hóa 

, : ( ) { }e x Y     như sau: 

, ( )( ) : inf{ : ( ) ( )},

( ).

e x K xA t A te x F x

A Y

   

 
 

Mệnh đề 3.1. Cho , ( ),A B Y  khi đó: 

(i) Với mọi ,y M  nếu A là ( )K y -bị chặn thì 

tồn tại 0t   sao cho 

int ( )( ) .K yB te y A  

(ii) Với mọi ,y M  nếu A là ( )K y -compact 

và int ( )K yB A  thì tồn tại 0t   sao cho 

int ( )( ) .K yB te y A  

Chứng minh. (i) Giả sử A là ( )K y -bị chặn. 

Khi đó, với mọi z B , hiển nhiên rằng A z  là 

( )K y -bị chặn và ( ) int ( )e y K y   là một lân cận 

của điểm gốc trong Y. Do đó, tồn tại 0t   sao cho  

( ( ) int ( )) ( )

( ) int ( ).

A z t e y K y K y

te y K y

    

  
 

Vì vậy ( ) int ( ),A B te y K y    nghĩa là 

int ( )( ) .K yB te y A  

(ii) Do int ( )A B K y   và int ( )B K y  là 

tập mở nên với mọi ,z A  tồn tại 0zt   sao cho 

( ) int ( ).zz t e y B K y    Điều này dẫn đến 

( ( ) int ( ))

( ( ) int ( ) ( )).

z

z A

z

z A

A t e y B K y

t e y B K y K y





  

   
 

Bởi vì A là ( )K y -compact, tồn tại 

1{ ,..., }nz z A  sao cho  

1

( ( ) int ( )).
i

n

z

i

A t e y B K y


    

Đặt 
1

min{ ,..., } 0
nz zt t t  , ta đi đến 

( ) int ( )A te y B K y   . Mệnh đề đã được        

chứng minh.                   □ 

Mệnh đề 3.2. Cho , ( ),x M A Y   khi đó: 

(i) , ( )e x A    nếu và chỉ nếu A là ( )K x -

chính thường. 
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(ii) Nếu ( )F x  là ( )K x -bị chặn thì 

, ( ) .e x A    

Chứng minh. (i) Nếu , ( )e x A    thì 

( ){ : ( ) ( )}K xt A te x F x    và 

( ( ) ( )) ( ).
t

te x F x A K x


             (3.1) 

Với mỗi u Y , ta cần chỉ ra tồn tại 0t   sao 

cho ( ) ( ).u te x K x   Thật vậy, do ( ) int ( )e x K x , 

tồn tại 0  sao cho 

  .:  ( )( ) : int ( )B v Y v xxx e K     Do đó, ta 

có thể chọn 0t   sao cho 

1 1
( ) ( ) .

| |
e x u e x u

t t
     Vì vậy, 

1 1
( ) ( ) int ( ) ( ) ( ).e x u B x K x K x K x

t t
       Cho 

nên ( ) ( )te x u K x   và ( ) ( ).u te x K x   Kết quả 

là 
0

( ( ) ( )) .
t

te x K x Y


   Kết hợp điều này với (3.1) 

ta thu được 

0

0

( ) ( ( ) ( )) ( )

( ( ) ( ) ( )) ( ).

t

t

Y Y F x te x K x F x

te x K x F x A K x





    

    
 

Điều này có nghĩa là A không ( )K x -chính thường. 

Đảo lại, nếu A không ( )K x -chính thường thì 

( ) ( ) ( ), .te x F x Y A K x t       Do đó 

( ) ( ) ( ),K xA te x F x t    và , ( ) .e x A    

(ii) Từ ( )F x  là ( )K x -bị chặn, theo Mệnh đề 

3.1(i), tồn tại 0t   sao cho int ( )( ) ( ),K xA te x F x  

nghĩa là ( ) ( ) int ( ).F x A te x K x    Từ đó 

( ) ( )F x te x int ( ) ( ),A K x A K x     hay 

( ) ( ) ( ).K xA te x F x  Do vậy , ( ) .e x A         □ 

Định lý 3.3. Với mọi ,x M  ta có: 

(i) ,e x  đơn điệu trên ( )Y  đối với x. 

(ii) 
, ,( ( )) ( ) , ( ), .e x e xA te x A t A Y t        

Chứng minh. (i) Với mọi , ( ),A B Y  giả sử 

( ) ,K xA B  tức là ( ).B A K x   Khi đó 

{ : ( ) ( ) ( )}

{ : ( ) ( ) ( )}.

t te x F x B K x

t te x F x A K x

   

    
 

Do vậy , ,( ) ( ).e x e xA B   

(ii) Lấy ( ),  ,A Y t   đặt 

( )

{ : ( ) ( ) ( ) ( )},

G x

r r t e x F x A K x



    
 và  

  ( ) { : ( ) ( ) ( )}.H x r re x F x A K x      

Hiển nhiên là ( ) ( ) .G x H x t   Chú ý rằng 

( )G x   khi và chỉ khi ( ) .H x   Do đó 

, ,( ( )) ( ) .e x e xA te x A       

Mặt khác, nếu , ( )e x A    thì 

, ,( ( )) ( ) .e x e xA te x A t                    □ 

Định lý 3.4. Cho x M , giả sử ( )F x  là 

( )K x -chính thường, khi đó: 

(i) , ( ( )) 0.e x F x   

(ii) ,e x  order representing  ngặt tại ( )F x  đối 

với x. Hơn nữa, nếu A là ( )K x -đóng và 

, ,( ) ( ( ))e x e xA F x   thì ( ) ( ).K xA F x  

Chứng minh. (i) Đặt 

( )( ) : { : ( ) ( ) ( )}.K xL x t F x te x F x    Do 

0 ( )L x  ta có , ( ( )) 0.e x F x   Nếu , ( ( )) 0e x F x   

thì tồn tại 0t   sao cho ( )( ) ( ) ( ),K xF x te x F x  tức 

là ( ) ( ) ( ) ( ).te x F x F x K x    Theo Bổ đề 2.2, 

( )F x  không ( )K x -chính thường, là điều mâu thuẫn. 

(ii) Với mọi ( )A Y , giả sử rằng 

, ,( ) ( ( )).e x e xA F x   Theo (i), , ( ) 0,e x A   nên tồn 

tại 0t   sao cho ( ) ( ) ( ).te x F x A K x    Do đó 

( ) ( ) ( ) int ( ).F x A K x te x A K x      Kết quả  là 

int ( ) ( )K xA F x  và ,e x  order representing  ngặt tại 

( )F x  đối với x. 

Hơn nữa, giả sử A là ( )K x -đóng và 

, ,( ) ( ( )).e x e xA F x   Khi đó: 

Nếu , ,( ) ( ( ))e x e xA F x   thì bằng cách sử 

dụng lập luận như trên, ta có int ( ) ( )K xA F x  và do 

đó ( ) ( ).K xA F x  

Nếu , ,( ) ( ( ))e x e xA F x   thì theo (i), 

, ( ) 0.e x A   Vì thế tồn tại một dãy { },nt  với 
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0nt  sao cho ( ) ( ) ( ).nt e x F x A K x    Nếu 

( ) ( )F x A K x   thì tồn tại y sao cho ( )y F x  và 

( ).y A K x   Do ( )A K x  là tập đóng nên tồn tại 

0n   sao cho ( ) ( ( ))nt e x y Y A K x    với 

mọi 
0.n n  Điều này mâu thuẫn với 

( ) ( ) ( ).nt e x F x A K x    Do đó ( ) ( ).K xA F x    □ 

Định lý 3.5. Cho ,x M  nếu ( )F x  là ( )K x -

bị chặn và B là ( )K x -compact thì ,e x  đơn điệu 

ngặt tại B đối với x. 

Chứng minh. Lấy ( )A Y  sao cho 

int ( ) .K xA B  Do B là ( )K x -compact, theo Mệnh đề 

3.1(ii), tồn tại 0t   sao cho int ( )( ) K xA te x B  và 

do vậy ( )( ) .K xA te x B   Khi đó: 

Nếu  A không ( )K x -chính thường thì, theo 

Mệnh đề 3.2(i), , ( ) .e x A    Chú ý rằng B là 

( )K x -chính thường, cũng theo Mệnh đề 3.2(i), 

, ( ) .e x B    Do đó , ,( ) ( ).e x e xA B   

Nếu A là ( )K x -chính thường thì, do ( )F x  là 

( )K x -bị chặn, theo Mệnh đề 3.2, 

, ( ) .e x A      Định lý 3.3 cho ta 

, , , ,( ) ( ) ( ( )) ( ).e x e x e x e xA t A A te x B       

Định lý đã được chứng minh.               □ 

4. Ứng dụng 

Trong phần này, ta ứng dụng các kết quả trên 

vào việc xét điều kiện tối ưu của bài toán tối ưu tập 

thông qua bài toán tối ưu vô hướng. 

Trước hết, ta xét bài toán tối ưu vô hướng 

,
,( ) Minimize ( ( ))

         subject to .

e x
e xP F u

u M





 

Tập nghiệm của bài toán 
,

( )
e x

P


 được ký hiệu 

bởi ,( , ).e xS M   

Nếu ( )( ) ( )K yF x F y  và ( )( ) ( )K xF y F x  thì 

ta nói ( )F x  tương đương với ( )F y  và ký hiệu 

( ) ~ ( ).F x F y  Với mỗi 0 ,u M  ta ký hiệu: 

0 0( ) : { : ( ) ~ ( )},P u u M F u F u   

và 

0 0 0( ) : ( ( )) { }.Q u M P u u   

Định lý 4.1. Giả sử F có giá trị compact, khi 

đó các mệnh đề sau thỏa mãn: 

(i) Nếu 
0 Minu   thì 

0, 0( , ) ( ).e uS M P u   

(ii) Nếu 
0, 0( , ) ( )e uS M P u   thì 

0 Min.u   

Chứng minh. (i) Với mọi 
0 0 ,( ),u Q u u u   

ta có u M  và 
0( ) ~ ( ).F u F u  Nếu 

0 Minu   thì 

0 0( ) ( ) ( ).F u F u K u   Chú ý rằng, do F có giá trị 

compact nên ( )F u  là 
0( )K u -đóng. Ngoài ra 

0( )F u  là 
0( )K u -chính thường, vì nếu ngược lại thì 

theo Bổ đề 2.2, tồn tại 0int ( )k K u  sao cho 

0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) int ( ).F u F u K u k F u K u       

Do đó, 

0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) int ( ) ( )F u K u F u K u K u        

0 0( ) int ( ).F u K u    

Đây là điều mâu thuẫn vì 0 0( ) ( )F u K u  là tập 

đóng và 0 0( ) int ( )F u K u  là tập mở. Định lý 

3.4(ii) cho ta 
0 0, , 0( ( )) ( ( )).e u e uF u F u   Do đó 

0, 0 0( , ( )) { }.e uS Q u u                          (3.2) 

Theo Định lý 3.3 (i), 
0,e u  đơn điệu trên ( )Y  

đối với 0 .u  Lấy 0( ),v P u  từ 
0( ) 0( ) ( ),K uF v F u  ta 

có 
0 0, , 0( ( )) ( ( )).e u e uF v F u   Kết hợp với (3.2) ta 

thu được 
0, 0( , ) ( ).e uS M P u    

(ii) Nếu 
0, 0( , ) ( )e uS M P u   thì 

0, 0 0( , ( )) { }e uS Q u u   do 0 0( ).u P u  Giả sử ngược 

lại rằng 0 Min,u   khi đó tồn tại u M  sao cho 

0( ) 0( ) ( )K uF u F u  và 0( ) ~ ( ).F u F u  Do đó 

0 0( ) { }.u Q u u  Vì 
0,e u  đơn điệu tại 0( )F u  đối 

với 0 ,u  
0 0, , 0( ( )) ( ( )).e u e uF u F u   Từ điều kiện 

0, 0 0( , ( )) { }e uS Q u u   dẫn đến điều mâu thuẫn là 

0.u u  Định lý đã được chứng minh hoàn toàn.   □ 

5. Kết luận 

Bài báo đã đề xuất hàm vô hướng hóa phi 

tuyến cho bài toán tối ưu tập với nón phụ thuộc 

biến. Các tính chất của hàm này đã được nghiên 

cứu và ứng dụng vào việc thiết lập điều kiện tối ưu 
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của nghiệm hữu hiệu của bài toán tối ưu tập thông 

qua bài toán tối ưu vô hướng tương ứng. Kết quả 

của bài báo có thể được tiếp tục mở rộng để nghiên 

cứu điều kiện tối ưu của nghiệm yếu, nghiệm lý 

tưởng, nghiệm xấp xỉ cũng như các chủ đề về tính 

ổn định và đặt chỉnh của bài toán tối ưu tập với nón 

phụ thuộc biến. 
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