
                     Tạp chí Khoa học Đại học Đồng Tháp, Tập 11, Số 2, 2022, 19-32 

 

 

19 

SỰ HỘI TỤ CỦA DÃY LẶP ĐẾN ĐIỂM BẤT ĐỘNG CHUNG 

CỦA HAI ÁNH XẠ TỰA TIỆM CẬN KHÔNG GIÃN HOÀN TOÀN 

BREGMAN TRONG KHÔNG GIAN BANACH PHẢN XẠ 

Trần Tân Tiến
1
 và Nguyễn Trung Hiếu

2*
 

1
Sinh viên, Khoa Sư phạm Toán - Tin, Trường Đại học Đồng Tháp, Việt Nam 

2
Khoa Sư phạm Toán - Tin, Trường Đại học Đồng Tháp, Việt Nam 

*
Tác giả liên hệ: Nguyễn Trung Hiếu, Email: ngtrunghieu@dthu.edu.vn 

Lịch sử bài báo 

Ngày nhận: 02/6/2021; Ngày nhận chỉnh sửa: 27/7/2021; Ngày duyệt đăng: 28/8/2021 

 
Tóm tắt 

Trong bài báo này, chúng tôi giới thiệu một dãy lặp lai ghép và chứng minh sự hội tụ của dãy lặp 

này đến điểm bất động chung của hai ánh xạ tựa tiệm cận không giãn hoàn toàn Bregman trong không 

gian Banach phản xạ. Từ kết quả này, chúng tôi nhận được một số kết quả hội tụ của dãy lặp cho ánh xạ 

tựa tiệm cận không giãn Bregman, ánh xạ tựa  -không giãn tiệm cận và ánh xạ tựa  -tiệm cận không 

giãn hoàn toàn. Đồng thời, chúng tôi xây dựng ví dụ minh họa cho sự hội tụ của dãy lặp được giới thiệu. 

Từ khóa: Ánh xạ tựa tiệm cận không giãn hoàn toàn Bregman, khoảng cách Bregman, không gian 

Banach phản xạ. 
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Abstract 

In this paper, we introduce a hybrid iteration method and prove the convergence of this iteration 

process to common fixed points of two Bregman totally quasi-asymptotically nonexpansive mappings in 

reflexive Banach spaces. From this result, we gain some convergence results by such iterations for 

Bregman quasi-asymptotically nonexpansive mappings, totally quasi- -asymptotically nonexpansive 

mappings and quasi- -asymptotically nonexpansive mappings. In addition, we provide an example to 

illustrate the convergence of the proposed iteration. 
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1. Giới thiệu 

Trong những năm gần đây, việc nghiên cứu 

mở rộng sự hội tụ của dãy lặp đến điểm bất động 

của ánh xạ không giãn từ không gian Hilbert sang 

không gian Banach được một số tác giả quan tâm. 

Vì một số kết quả đặc trưng trong không gian 

Hilbert không còn đúng trong không gian Banach 

nên cần có cách tiếp cận mới trong hướng nghiên 

cứu này. Một cách tiếp cận trong không gian 

Banach trơn là sử dụng ánh xạ đối ngẫu chuẩn tắc, 

phiếm hàm Lyapunov và phép chiếu suy rộng. Một 

cách tiếp cận khác trong không gian Banach phản 

xạ là sử dụng khoảng cách Bregman và phép chiếu 

Bregman. Với cách tiếp cận thứ hai, một số tác giả 

đã mở rộng ánh xạ không giãn và những ánh xạ 

không giãn suy rộng thành ánh xạ không giãn 

Bregman, ánh xạ tựa không giãn Bregman, ánh xạ 

không giãn mạnh Bregman, ánh xạ không giãn 

tương đối Bregman… Từ đó, nhiều kết quả hội tụ 

bởi những dãy lặp khác nhau đã được nghiên cứu 

trong những lớp ánh xạ này.  

Năm 2014, bằng cách sử dụng khoảng cách 

Bregman, Chang & cs. (2014) đã giới thiệu khái 

niệm ánh xạ tựa tiệm cận không giãn hoàn toàn 

Bregman. Lớp ánh xạ này là tổng quát của nhiều 

lớp ánh xạ liên quan đến khoảng cách Bregman. 

Đồng thời, các tác giả cũng đã giới thiệu dãy lặp lai 

ghép để nghiên cứu điểm bất động chung của họ 

đếm được các ánh xạ tựa tiệm cận không giãn hoàn 

toàn Bregman trong không gian Banach phản xạ. 

Sau đó, một kết quả hội tụ đến điểm chung của tập 

điểm bất động của ánh xạ tựa tiệm cận không giãn 

hoàn toàn Bregman và tập nghiệm bài toán cân 

bằng đã được thiết lập (Ni & Wen, 2018; Zhu & 

Huang, 2016). Tuy nhiên, theo hiểu biết của chúng 

tôi, tính đến nay chưa có nhiều kết quả hội tụ của 

những dãy lặp khác nhau đến điểm bất động cũng 

như điểm bất động chung của những ánh xạ tựa 

tiệm cận không giãn hoàn toàn Bregman. Do đó, 

trong bài báo này, chúng tôi đề xuất một dãy lặp lai 

ghép mới cho hai ánh xạ tựa tiệm cận không giãn 

hoàn toàn Bregman và chứng minh sự hội tụ của 

dãy lặp này đến điểm bất động chung của hai ánh 

xạ tựa tiệm cận không giãn hoàn toàn Bregman 

trong không gian Banach phản xạ. 

2. Một số khái niệm và kết quả cơ bản 

trong không gian Banach 

Mục này trình bày một số khái niệm và kết 

quả cơ bản được sử dụng trong bài báo. 

Cho E  là không gian Banach thực và 

: ( , ]f E     là hàm số. Kí hiệu miền xác định 

của f  là 

dom { : ( ) }.f x E f x     

Với int(dom )x f  và ,y E  kí hiệu ( , )f x y  

là đạo hàm bên phải của x  tại theo hướng ,y  được 

xác định bởi:  

 
0

( ) ( )
( , ) lim .

t

f x ty f x
x y

t
f



 
          (2.1) 

Hàm f  được gọi là khả vi Gâteaux tại x nếu 

giới hạn (1.1) tồn tại với bất kì .y  Trong trường 

hợp này, ( , )f x y  trùng với ( )f x  (giá trị gradient 

của f  tại x ). Hàm f  
được gọi là khả vi Fréchet 

tại x  nếu giới hạn (2.1) tồn tại đều trên || || 1.y   

Hàm f  được gọi là khả vi Fréchet đều trên tập con 

C của E  nếu giới hạn (1.1) tồn tại đều với mỗi 

x C  và || || 1.y   

Lưu ý rằng nếu E  là không gian Banach phản 

xạ và ]: ( ,f E     là hàm khả vi Fréchet đều 

trên X thì f liên tục đều trên ,X  xem (Ambrosetti 

& Prodi, 1993, Theorem 1.8).  

Mệnh đề 2.1 [Reich và Sabach, 2009, 

Proposition 1]. Cho E  là không gian Banach phản 

xạ, ]: ( ,f E     là hàm khả vi Fréchet đều và 

bị chặn trên mỗi tập con bị chặn của .E  Khi đó, 

f là hàm liên tục đều trên mỗi tập con bị chặn 

của .E   

Cho E  là không gian Banach phản xạ, E  là 

không gian liên hợp của ,E ]: ( ,f E     là 

hàm lồi, chính thường và nửa liên tục dưới. Với 

int(dom ),x f  dưới vi phân của f  tại x E  được 

xác định bởi: 

( ) { : ( ) , ( )f x x E f x x y x f y           

với mọi }y E    

và * *: ( , ]f E     là đối ngẫu Fenchel 

của f  được xác định bởi 

{( ) sup , ( ) : }f x x x f x x E       

với mọi *.x E  

Định nghĩa 2.2 (Chang & cs., 2014, Định 

nghĩa 2.2). Cho E  là không gian Banach phản xạ 
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và : ( , ]f E     là hàm số. Khi đó, f  được gọi 

là Legendre nếu thỏa mãn hai điều kiện sau: 

(1) int(dom ) ,f  f  khả vi Gâteaux trên 

int(dom )f  và dom( ) int(dom ).f f   

(2) int(dom ) ,f   f  khả vi Gâteaux trên 

int(dom )f   và dom( ) int(dom ).f f    

Nhận xét 2.3 (Chang & cs., 2014, Lưu ý 2.3). 

Cho E  là không gian Banach phản xạ và 

: ( , ]f E     là hàm Legendre. Khi đó, 

(1) f  là hàm Legendre khi và chỉ khi f   là 

hàm Legendre. 

(2) 1( ) .f f     

(3) 1,( )f f     *)ran( ) dom(f f    và 
* ,r )an( ) ind tom (dom )( ff f    trong đó 

ran( )f  là miền giá trị của .f  

Định nghĩa 2.4 (Censor & Lent, 1981, tr. 324). 

Cho E  là không gian Banach phản xạ, 

: ( , ]f E     
là hàm Legendre, lồi và khả vi 

Gâteaux. Khi đó, hàm 

:dom int(dom ) [0, )fD f f    xác định bởi 

( , ) ( ) ( ) ( ),fD x y f x f y f y x y       được gọi 

là khoảng cách Bregman đối với .f  

Lưu ý rằng khoảng cách Bregman không 

giống như những khoảng cách đã biết. 

Trong trường hợp tổng quát, fD  không có tính 

chất đối xứng và không thỏa mãn 

bất đẳng thức tam giác. Khoảng cách Bregman có 

một số tính chất sau, trong đó, tính chất (2) được 

gọi là đẳng thức ba điểm, còn tính chất (3) được 

gọi là đẳng thức bốn điểm của khoảng cách 

Bregman. Để ý rằng nếu int(dom )y w f   thì tính 

chất (3) trở thành tính chất (2). 

(1) Với , int(dom ),x y f  ta có 

( , ) ( , ) ( ) ( ), .f fD x y D y x f x f y x y       

(2) Với domx f  và , int(dom ),y z f  ta có 

( , ) ( , ) ( , )f f fD x y D y z D x z   

( ) ( ), .f z f y x y       

(3) Với , domx w f  và , int(dom ),y z f  ta có 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )f f f fD x y D w z D x z D w y    

( ) ( ), .f z f y x w      

Cho :f E   là hàm khả vi Gâteaux. Xét 

hàm *: [0, )fV E E   xác định bởi 

, ( ) ,( ( ))fV x x f x x x f x         với mọi 

*.,x E x E   Khi đó, ta có nhận xét sau. 

Nhận xét 2.5. Cho E  là không gian Banach 

phản xạ, :f E   là hàm khả vi Gâteaux. Khi đó 

(1) (Kohsaka & Takahashi, 2005, Bổ đề 3.2) 

fV  là hàm không âm và với với mọi x E  và 

*,x E  ta có  

* .( ) ( , (, ))f fV x x D x f x    

(2) (Kumam & cs., 2016, tr. 7) fV  là hàm lồi 

theo biến thứ hai và với mọi ,u E   
1

k

i i
x E


  và 

 
1

(0,1)
k

i i



  với 

1

1,
k

i

i




  ta có  

1 1

(( ( )) ( ., ) , )
k k

i i i i

i i

f fD u f f x D u x 

 

     

Định nghĩa 2.6 (Chang & cs., 2014, tr. 40). 

Cho E  là không gian Banach phản xạ, 

: ( , ]f E     
là hàm lồi, khả vi Gâteaux và C  

là tập lồi, đóng, khác rỗng của int(dom ).f  
Phép 

chiếu Bregman của int(dom )x f  lên C  là vectơ 

duy nhất ( )f

CP x C  sao cho 

( ), ) inf{ ( , ) : }.( f

f C fD P x x D y x y C   

Nhận xét 2.7 (Ni & Wen, 2018, Lưu ý 2.2). 

Xét E  là không gian Banach trơn và 2( ) || ||f x x  

với .x E  Khi đó, ( ) 2 ( )f x J x   với x E  và J  

là ánh xạ đối ngẫu chuẩn tắc xác định bởi 

 2 2( ) { : , || || || || }J x x E x x x x          với 

.x E  Hàm khoảng cách Bregman có dạng 
2 2( , ) || || 2 , || || ( , )fD x y x x Jy y x y      là phiếm 

hàm Lyapunov. Do đó, phép chiếu Bregman trở 

thành phép chiếu suy rộng C  xác định bởi   

( ( ), ) min{ ( , ) : }.C x x y x y C     

Định nghĩa 2.8 (Resmerita, 2004, tr. 1). Cho 

E  là không gian Banach phản xạ, 

: ( , ]f E    là hàm lồi và khả vi Gâteaux. 

Khi đó,  
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(1) f  được gọi là lồi hoàn toàn tại 

int(dom )x f  nếu với bất kì 0t  , ta có 

( , ) inf{ ( , ) : dom ,|| || } 0.gf x t D y x yv f y x t         

(2) f  được gọi là lồi hoàn toàn nếu f  lồi 

hoàn toàn tại mọi int(dom ).fx  

(3) f  được gọi là lồi hoàn toàn trên mỗi tập 

con bị chặn của E  nếu với bất kì tập con khác 

rỗng, bị chặn B  của E  và 0,t  ta có 

( , ) inf{ ( , ) : dom } 0.f fv B t v x t x B f     

Mệnh đề 2.9 (Resmerita, 2004, Mệnh đề 2.2). 

Cho E  không gian Banach phản xạ, 

: ( , ]f E     là hàm lồi và khả vi Gâteaux. 

Khi đó, f  là hàm lồi hoàn toàn tại int(dom )x f

khi và chỉ khi với bất kì dãy{ } int(dom )ny f  sao 

cho lim ( , ) 0,f n
n

D y x


 ta có lim || || 0.n
n

y x


   

Mệnh đề 2.10 (Butnariu & Iusem, 2000, Bổ 

đề 2.1.2). Cho E  không gian Banach phản xạ, 

: ( , ]f E     là hàm lồi và khả vi Gâteaux. 

Khi đó, f  là hàm lồi hoàn toàn trên những tập bị 

chặn khi và chỉ khi với bất kì dãy { } domnx f  và 

{ } int(dom )ny f  sao cho { }nx  là dãy bị chặn và 

lim ( , ) 0f n n
n

D y x


 , ta có 

lim || || 0.n n
n

y x


   

Mệnh đề 2.11 (Butnariu & Resmerita, 2006, Hệ 

quả 4.4). Cho E  là không gian Banach phản xạ, 

: ( , ]f E     là hàm khả vi Gateaux, lồi hoàn 

toàn trong int(dom ),f  C  là tập lồi đóng, khác rỗng 

của int(dom )f và int(dom ).x f
 
Khi đó, các khẳng 

định sau tương đương. 

(1) ( ).f

Cz P x   

(2) z  là vectơ duy nhất thỏa mãn 

( ) ( ), 0f x f z z y      với mọi .y C  

(3) z  là vectơ duy nhất thỏa mãn 

( , ) ( , ) ( , )f f fD y z D z x D y x   với mọi .y C   

Mệnh đề 2.12. Cho E  không gian Banach và 

: ( , ]f E     là hàm số. Khi đó, 

(1) (Reich & Sabach, 2010, Bổ đề 1) Nếu f  là 

hàm khả vi Gâteaux và lồi hoàn toàn trên int(dom ),f

0 int(dom )x f  và { } domnx f là dãy sao cho 

0{ ( , )}f nD x x  bị chặn thì { }nx
 
là dãy    bị chặn.  

(2) (Sabach, 2011, Mệnh đề 2.3) Nếu f  là 

hàm Legendre sao cho f   
bị chặn trên mỗi tập 

con bị chặn của int(dom ),f 

0 domx f  và 

{ } int(dom )nx f  là dãy sao cho 0{ ( , )}f nD x x  bị 

chặn thì { }nx
 
là dãy bị chặn.  

Định nghĩa 2.13 (Zalinescu, 2002, tr. 203, tr. 

207, tr. 221). Cho E  là không gian Banach, kí hiệu 

1 { :|| || 1}S x E x   và { :|| || }rB x E x r    với 

0.r   Khi đó 

(1) Hàm :f E   được gọi là lồi đều trên 

mỗi tập con bị chặn của E  nếu ( ) 0r t   với mọi 

, 0,t r   trong đó hàm số :[0, ) [0, )r     

được xác định bởi: 

, ,|| || , (0,1)

( ) (1 ) ( ) ( (1 ) )
( ) inf .

(1 )r
r

x y B x y t

f x f y f x y
t



   


    

    



 

(2) Hàm :f E   được gọi là trơn đều trên 

mỗi tập con bị chặn của E  nếu 
0

( )
lim 0r

t

t

t




  với 

mọi 0,r   trong đó hàm số :[0, ) [0, )r     

được xác định bởi: 

1, , (0,1)

( (1 ) ) (1 ) ( ) ( )
( ) inf .

(1 )r
r

x B y S

f x ty f x ty f x
t



   


   

     



 

Nhận xét 2.14 (Naraghirad & Yao, 2013, 

tr.7). Hàm f  lồi hoàn toàn trên mỗi tập con bị 

chặn của E  khi và chỉ khi hàm f  lồi đều trên mỗi 

tập con bị chặn của .E  

Định nghĩa 2.15 (Kohsaka & Takahashi, 

2005, tr.509). Cho E  là không gian Banach. Khi 

đó, hàm : ( , ]f E     được gọi là thỏa mãn 

điều kiện bức mạnh nếu  

|| ||

( )
lim .

|| ||x

f x

x
   

Mệnh đề 2.16 (Zalinescu, 2002, Mệnh đề 

3.6.3). Cho E  là không gian Banach phản xạ và 

:f E   là hàm lồi, liên tục và thỏa mãn điều 

kiện bức mạnh. Khi đó, các khẳng định sau     

tương đương. 

(1) f là hàm bị chặn trên mỗi tập con bị chặn 

của E và trơn đều trên mỗi tập con bị chặn của .E  
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(2) f là hàm khả vi Fréchet và f  liên tục 

đều trên mỗi tập con bị chặn của .E  

(3) Dom( ) ,f E  f  là hàm thỏa mãn điều kiện 

bức mạnh và lồi đều trên mỗi tập con bị chặn của .E  

Mệnh đề 2.17 (Zalinescu, 2002, Mệnh đề 

3.6.4). Cho E  là không gian Banach phản xạ và 

:f E   là hàm lồi, liên tục và bị chặn trên mỗi 

tập con bị chặn của .E  Khi đó, các khẳng định sau 

là tương đương. 

(1) f là hàm thỏa mãn điều kiện bức mạnh và 

lồi đều trên mỗi tập con bị chặn của .E  

(2) Dom( ) ,f E  f  là hàm bị chặn trên 

mỗi tập con bị chặn của E  và trơn đều trên mỗi 

tập con bị chặn của .E  

(3) Dom( ) ,f E  f  là hàm khả vi Fréchet 

và f   liên tục đều trên mỗi tập con bị chặn của .E  

Bổ đề 2.18 (Naraghirad & Yao, 2013, Bổ đề 

2.2). Cho E  là không gian Banach, 0r   và 

:f E   là hàm lồi và lồi đều trên mỗi tập con 

bị chặn của .E  Khi đó 

1 1

( ) ( ) (|| ||)
n

m m

n n i j r i j

n n

f a x af x a a x x
 

    với 

, {1,2,..., },i j n  [0,1]na   
sao cho 

1

1
m

n

n

a


  và 

{ :|| || },n rx B x E x r     hàm r  
trong Định 

nghĩa 2.13. 

Kí hiệu ( ) { : }F T x C Tx x    là tập điểm bất 

động của ánh xạ : .T C C   

Định nghĩa 2.19 (Chang & cs., 2014, Định 

nghĩa 2.10). Cho E  là không gian Banach phản xạ, 

C  là tập con của E  và :T C C  là ánh xạ. Khi 

đó, :T C C  là ánh xạ tựa tiệm cận không giãn 

hoàn toàn Bregman nếu ( )F T   và tồn tại hai 

dãy số thực không âm { },{ }n nv   sao cho 0nv  , 

0n   và :  
 
là hàm liên tục và tăng 

chặt với (0) 0   sao cho với mọi x C  và 

( ),p F T
 
ta có  

  ( , ) ( , ) ( ( , )) .n

f f n f nD p T x D p x v D p x     (2.2) 

Nhận xét 2.20 (Ni & Wen, 2018, Định nghĩa 

2.34). (1) Chọn ( )t t   với 0,t  1n nv k   với 

1nk   mà lim 1,n
n

k


  0,n   bất đẳng thức (2.2) 

trở thành  

( , ) ( , )n

f n fD p T x k D p x                 (2.3)  

với mọi x C  và ( ).p F T         

Điều này dẫn đến T  là ánh xạ tựa tiệm cận 

không giãn Bregman.  

(2) Xét E là không gian Banach trơn, phản xạ 

và 2( ) || ||f x x  với .x E  Theo Nhận xét 1.6, bất 

đẳng thức (2.2) và (2.3) lần lượt trở thành 

( , ) ( , ) ( ( , ))n

n np T x p x v p x        

và ( , ) ( , )n

np T x k p x 
 

với mọi x C  và 

( ).p F T  Điều này dẫn đến T  lần lượt là ánh xạ 

tựa  -tiệm cận không giãn hoàn toàn và ánh xạ 

tựa  -không giãn tiệm cận. 

Bổ đề 1.21 (Chang & cs., 2014, Bổ đề 2.16). 

Cho E  là không gian Banach phản xạ, C  là tập 

con khác rỗng, lồi, đóng của ,E  : ( , ]f E     

là hàm Legendre lồi hoàn toàn trên những tập con 

bị chặn của ,E :T C C  là ánh xạ tựa không 

giãn hoàn toàn Bregman với hai dãy số thực không 

âm{ },{ }n nv 
 

và hàm tăng chặt, liên tục 

:[0, ) [0, )     sao cho  

lim lim 0n n
n n

v 
 

   và (0) 0.   

Khi đó, ( )F T  là tập con lồi và đóng của .C  

Định nghĩa 2.22 (Zhu & Huang, 2016, Định 

nghĩa 2.10). Cho E  là không gian Banach, C  là 

tập con khác rỗng của E  và :T C C  là ánh xạ. 

Khi đó 

(1) T  được gọi là ánh xạ đóng nếu với bất kì 

dãy { }nx
 
trong C sao cho  

lim n
n

x x C


   và lim ,n
n

Tx y C


    

ta có .Tx y  

(2) T  được gọi là ánh xạ chính qui tiệm cận 

đều nếu với bất kì tập con bị chặn   của C  ta có 
1limsup || || 0.n n

n x

T x T x

 

   

3. Kết quả chính 

Trước hết, chúng tôi chứng minh một số kết 

quả được sử dụng để chứng minh kết quả chính.   
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Bổ đề 3.1. Cho E  là không gian Banach 

phản xạ và :f E   là hàm Legendre, thỏa mãn 

điều kiện bức mạnh và khả vi Fréchet đều, bị chặn 

trên mỗi tập con bị chặn của .E  Khi đó 

1 1

( , ( ( ))) ( , )
m m

f n n n f n

n n

D u f a f x a D u x

 

     

(|| ( ) ( ) ||)i j r i ja a f x f x    

với , {1,2,..., },i j n dom ,u f [0,1]na  sao cho 

1

1,
m

n

n

a


  hàm r


 
xác định như hàm r trong Định 

nghĩa 2.13 và 

( ) { :|| || }.n rf x B x E x r       

Chứng minh. Vì f  là hàm khả vi Fréchet 

đều và bị chặn trên mỗi tập con bị chặn của E  nên 

theo Mệnh đề 2.1, ta có f  
liên tục trên mỗi tập 

con bị chặn của .E  Kết hợp điều này với tính khả 

vi Fréchet của ,f  theo Mệnh đề 2.16, ta có f 

 
là 

hàm lồi đều trên mỗi tập con bị chặn của .E  Khi 

đó, theo Bổ đề 2.18, ta có 

1 1

( ( )) ( ( ))
m m

n n n n

n n

f a f x a f f x 

 

     

(|| ( ) ( ) ||)i j r i ja a f x f x    với , {1,2,..., },i j n  

dom ,u f [0,1]na   sao cho 
1

1,
m

n

n

a


  hàm r


 
xác 

định như hàm r trong Định nghĩa 2.13 và 

( ) { :|| || }.n rf x B x E x r       

Khi đó, với dom ,u f  sử dụng Nhận xét 2.4.(1) và 

định nghĩa của ,fV  ta có 

1

( , ( ( )))
m

f n n

n

D u f a f x



   

1

( , ( ))
m

f n n

n

V u a f x


   

1 1

( ) ( ), ( ( ))
m m

n n n n

n n

f u a f x u a f f x

 

          

   (|| ( ) ( ) ||)i j r i ja a f x f x    

1

[ ( ) ( ), ( ( ))]
m

n n n

n

a f u f x u f f x



       

  (|| ( ) ( ) ||)i j r i ja a f x f x    

1

( , ( ))
m

n f n

n

a V u f x


   

       (|| ( ) ( ) ||)i j r i ja a f x f x    

1

( , ( ( )))
m

n f n

n

a D u f f x



    

       (|| ( ) ( ) ||)i j r i ja a f x f x    

1

( , )
m

n f n

n

a D u x


  

       (|| ( ) ( ) ||).i j r i ja a f x f x         

Bổ đề 3.2. Cho E  là không gian Banach phản 

xạ, C  là tập con khác rỗng, lồi, đóng của ,E

: ( , ]f E     là hàm Legendre bị chặn, khả vi 

Fréchet đều, 1 2, :T T C C  là hai ánh xạ tựa tiệm 

cận không giãn hoàn toàn Bregman. Khi đó, tồn tại 

hai dãy số thực { },{ }n n   sao cho 

0, 0n n    và hàm : ,   (0) 0   

liên tục và tăng chặt sao cho với mọi ,x C  

1 2( ) ( ),p F T F T
 
ta có 

  ( , ) ( , ) ( ( , ))n

f i f n f nD p T x D p x D p x      

với 1,2.i    

Chứng minh. Vì iT  (với 1,2i  ) là ánh xạ 

tựa tiệm cận không giãn hoàn toàn Bregman nên 

tồn tại hai dãy số thực ( ) ( ){ },{ }i i

n nv   với 
( ) ( )0, 0i i

n nv    và hàm ( ) : ,i  
( ) (0) 0i   liên tục và tăng chặt sao cho với mọi 

,x C ( )i ip F T , ta có  

( ) ( ) ( )( , ) ( , ) ( ( , )) .n i i i

f i i f i n f i nD p T x D p x v D p x   

Đặt ( )( ) max{ ( ) : 1,2}it t i    
với 0,t 

( )max{ : 1,2}i

n nv i  
 

và ( )max{ : 1,2}.i

n n i  
 

Khi đó, 0,n   0n   và hàm : ,  

(0) 0   liên tục và tăng chặt sao cho với mọi 

,x C  1 2( ) ( ),p F T F T  ta có 

( , ) ( , ) ( ( , ))n

f i f n f nD p T x D p x D p x      

với 1,2.i                            

Kết quả sau thiết lập sự hội tụ của dãy lặp lai 

ghép đến điểm bất động chung của hai ánh xạ tựa 

tiệm cận không giãn hoàn toàn Bregman trong 

không gian Banach phản xạ. 
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Định lí 3.3. Giả sử E  là không gian Banach 

phản xạ, C  là tập con khác rỗng, lồi, đóng của E , 

:f E   là hàm Legendre, thỏa mãn điều kiện 

bức mạnh, bị chặn, khả vi Frechet đều, lồi hoàn 

toàn trên mỗi tập con bị chặn của ,E
1 2, :T T C C  

là ánh xạ đóng, chính qui tiệm cận đều, tựa tiệm 

cận không giãn hoàn toàn Bregman sao cho

1 2( ) ( )F T F T    và bị chặn. Xét { }nx  là 

dãy được xác định bởi: 

 

trong đó sup ( ( , )) ,n n f n n
p

D p x   


   với 

{ },{ }n n 
 
và hàm   xác định như trong chứng 

minh Bổ đề 3.2, 
1n

f

CP


 là phép chiếu Bregman của 

E  vào 
1,nC  { },{ } [0,1]n na b   sao cho  

liminf (1 ) 0n n
n

a a


   và liminf (1 ) 0n n
n

b b


  . Khi 

đó, { }nx  hội tụ đến 1( ).fP x  

Chứng minh. Phép chứng minh được chia 

thành 6 bước như sau. 

Bước 1: Chứng minh 1( )P x  xác định. Thật 

vậy, theo Bổ đề 2.21, ta có 1 2( ), ( )F T F T  là tập đóng 

và lồi. Do đó 1 2( ) ( )F T F T   là tập đóng và lồi 

trong .C  Vậy 1( )fP x  được xác định.  

Bước 2: Chứng minh 
1n

f

CP
  

xác định với mọi 

.n  Ta có  

1 { : ( , ) ( , ) }n n f n f n nC z C D z z D z x                      

       { : ( ) ( ) ( ),n n n nz C f z f z f z z z       

       

( ) ( ) ( ), }

{ : ( ), ( ),

n n n n

n n n n n

f z f x f x z x

z C f x z x f z z z

      

        
 

       
( ) ( ) }.n n nf x f z     

Đặt 

{ : ( ) ( ),n n nH z E f x f z z       

        ( ), ( ),n n n nf x x f z z         

       ( ) ( ) }.n n nf x f z     Khi đó, 

1 .n n nC C H    Do đó 

1 1 1
( )

n

n kk
C C H 

   

Ta có 
kH  là tập lồi, đóng với mọi .k  Do đó, 

vì 
1C C  là tập lồi, đóng nên 

1nC 
 là tập lồi, đóng 

với mọi n . 

Tiếp theo, ta chứng minh 
nC  với mọi 

.n  Ta có 
1 .C C 

 
Giả sử 

kC  với 
*.k  Ta chứng minh 

1.kC 
 
Thật vậy, ta lấy 

.x  Vì 
kC  nên .kx C

 
Sử dụng Nhận xét 

2.4 (2), ta có 

1( , ) ( , [(1 ) ( ) ( )])k

f k f k k k kD x y D x f b f x b f T x     

                1( , ) (1 ) ( , )k

k f k k f kb D x T x b D x x    

        

[ ( , ) ( ( , )) ]

(1 ) ( , )

( , ) ( ( , ))

k f k k f k k

k f k

f k k k f k k k

b D x x D x x

b D x x

D x x b D x x b

  

  

  

 

  

 

        ( , ) ( ( , )) ,f k k f k kD x x D x x        (3.1) 

và   

2( , ) ( , [(1 ) ( ) ( )])k

f k f k k k kD x z D x f a f T x a f y         

      2( , ) (1 ) ( , )k

k f k k f ka D x y a D x T x      

      ( , ) (1 )[ ( , )k f k k f ka D x y a D x x    

     ( ( , )) ].k f k kD x x                          (3.2) 

Thay (3.1) vào (3.2) ta được  

( , ) [ ( , ) ( ( , )) ]f k k f k k f k kD x z a D x x D x x      

               (1 )[ ( , ) ( ( , )) ]k f k k f k ka D x x D x x       

                ( , ) ( ( , ))f k k f k kD x x D x x        

                ( , ) sup ( ( , ))f k k f k k
x

D p x D x x  


         

                ( , ) .f k kD x x    

Điều này chứng tỏ 1.kx C 
 
Vậy 1.kC 

Theo nguyên lý quy nạp ta được 1nC   với mọi 

.n  Vì 1nC   và   nên 1nC    với 

mọi .n  Do đó, 
1 1( )

n

f

CP x


 xác định. 

1

1 1

1

2

1

1 1

,

[(1 ) ( ) ( )]

[(1 ) ( ) ( )]

{ : ( , ) ( , ) }

( ),
n

n
n n n n n

n
n n n n n

n n f n f n n
f

n C

x C C C

y f b f x b f T x

z f a f T x a f y

C z C D z z D z x

x P x
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Bước 3: Chứng minh { }nx
 

bị chặn và 

1lim ( , )f n
n

D x x


 tồn tại. Thật vậy, vì 1( )
n

f

n Cx P x  

nên theo Mệnh đề 2.11 ta có 

     1 1( , ) ( , ) ( , )f n f n fD u x D x x D u x         (3.3) 

với .nu C  Lấy .x  Vì nC  nên .nx C
 

Khi đó, trong (3.3), lấy ,u x  ta có 

1 1( , ) ( , ) ( , ).f n f n fD x x D x x D x x   

Khi đó 

1 1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )f n f f n fD x x D x x D x x D x x   . Suy 

ra 1{ ( , )}f nD x x  bị chặn. Theo Mệnh đề 1.12(1), ta 

được { }nx
 
bị chặn. Vì 

11 1 1( )
n

f

n C n nx P x C C
     nên lấy 1nu x   trong 

(3.3), ta có  

1 1 1 1( , ) ( , ) ( , ).f n n f n f nD x x D x x D x x    

Suy ra 1 1 1 1( , ) ( , ) ( , )f n f n f n nD x x D x x D x x    

                   1 1( , ).f nD x x  

Do đó 1{ ( , )}f nD x x  là dãy không giảm. Vậy giới 

hạn 1lim ( , )f n
n

D x x


 tồn tại.  

Bước 4: Chứng minh lim .n
n

x p C


 
 

Thật 

vậy, với ,m n  1( ) .
m

f

m C m nx P x C C    Trong 

(3.3) chọn ,mu x  ta được  

 1 1( , ) ( , ) ( , ).f m n f n f mD x x D x x D x x        (3.4) 

Khi đó, từ (3.4) ta có 

 1 10 ( , ) ( , ) ( , ).f m n f m f nD x x D x x D x x      (3.5) 

Trong (3.5), cho ,n m
 
và sử dụng giới 

hạn 1lim ( , )f n
n

D x x


 tồn tại, ta được 

,
lim ( , ) 0.f m n

n m
D x x


  Vì { }nx  bị chặn và 

,
lim ( , ) 0f m n

n m
D x x


  nên theo Mệnh đề 2.10, ta có 

,
lim || || 0.n m

n m
x x


 

 
Suy ra { }nx  là dãy Cauchy 

trong .C  Vì E  là không gian Banach và C  là tập 

đóng nên tồn tại p C  sao cho lim .n
n

x p


  

Bước 5: Chứng minh .p
 

Thật vậy, vì 

,
lim || || 0n m

n m
x x


   nên 

   1lim || || 0.n n
n

x x 


                    (3.6) 

Vì 1 1n nx C   nên 

       1 1( , ) ( , ) .f n n f n n nD x z D x x              (3.7)  

Với ,x  sử dụng (3.3), ta có  

1 1( , ) ( , ) ( , ).f n f f nD x x D x x D x x   

Kết hợp điều này với dãy 1{ ( , )}f nD x x
 

bị 

chặn, ta suy ra { ( , )}f nD x x  bị chặn. Do đó, tồn tại 

0M   sao cho ( , ) .f nD x x M
 

Khi đó 

0 sup ( ( , ))n n f n n
x

D x x   


    

    sup ( ) ( ) .n n n n
x

M M     


          (3.8) 

Trong (3.8) cho ,n  sử dụng lim 0n
n




  và 

lim 0,n
n




  ta được lim 0.n
n




  Cho n  trong 

(3.7) ta được  

1lim ( , ) 0.f n n
n

D x z


                (3.9)  

Theo Bước 2, ta có ( , ) ( , ) .f n f n nD x z D x x  

Kết hợp điều này với dãy { ( , )}f nD x x  bị chặn, ta 

suy ra dãy { ( , )}f nD x z  bị chặn. Theo Mệnh đề 

1.12(2), ta được dãy { }nz
 
bị chặn. Do đó, sử dụng 

Mệnh đề 2.10, từ (3.9), ta có 1lim || || 0.n n
n

x z


 
 

Ta lại có  

 1 1|| || || || || || .n n n n n nx z x x x z         (3.10) 

Lấy giới hạn trong (3.10) và sử dụng (3.6), ta được  

           lim || || 0.n n
n

x z


                  (3.11)  

Vì f  là hàm khả vi Frechet đều nên f  liên 

tục đều trên tập con bị chặn của .E Hơn nữa, theo 

Mệnh đề 2.1, ta có f  liên tục đều trên tập con bị 

chặn của .E  Do đó, từ (3.11), ta được 

      lim || ( ) ( ) || 0.n n
n

f x f z


                (3.12)            

và   

     lim || ( ) ( ) || 0.n n
n

f x f z


    (3.13)                      

Tương tự (3.2), ta có  

( , ) ( , ) (1 )[ ( , )f n n f n n f nD x z a D x y a D x x    

           ( ( , )) ].n f n nD x x                        (3.14) 
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Vì { }nx bị chặn và f  liên tục đều nên 

{ ( )}nf x
 
bị chặn. Kết hợp điều này với (3.13), ta 

suy ra { ( )}nf z  bị chặn. Tiếp theo, kết hợp bất 

đẳng thức  

1( , ) ( , ) ( ( , ))n

f n f n n n nD x T x D x x D x x            

với{ ( , )},{ }f n nD p x 
 
và { }n  

là các dãy bị chặn, ta 

suy ra dãy 1{ ( , )}n

f nD x T x  bị chặn. Theo Mệnh đề 

2.12(2), ta được 1{ }n

nT x
 
bị chặn.Từ đó, ta suy ra 

1{ ( )}n

nf T x
 
bị chặn. Do đó tồn tại 0r   sao cho 

{ ( )}n rf x B   và 1{ ( )}n

n rf T x B  . Khi đó, sử 

dụng Bổ đề 3.1, ta có 

1( , ) ( , [(1 ) ( ) ( )])n

f n f n n n nD x y D x f b f x b f T x       

               
1

1

(1 ) ( , ) ( , )

(1 ) (|| ( ) ( ) ||)

n

n f n n f n

n

n n r n n

b D x x b D x T x

b b f x f T x

  

   
 

               
(1 ) ( , ) [ ( , )

( ( , )) ]

n f n n f n

n f n n

b D x x b D x x

D x x  

  

 
      

              1(1 ) (|| ( ) ( ) ||)n

n n r n nb b f x f T x                       

              ( , ) ( ( , ))f n n f n nD x x D x x         

1(1 ) (|| ( ) ( ) ||).n

n n r n nb b f x f T x    (3.15)        

Thay (3.15) vào (3.14) ta được  

1

( , ) [ ( , ) ( ( , ))

(1 ) (|| ( ) ( ) ||)]

f n n f n n f n

n

n n n r n n

D x z a D x x D x x

b b f x f T x

 

 

 

    
                 

(1 )[ ( , ) ( ( , )) ]n f n n f n na D x x D x x         

     
1

( , )

(1 ) (|| ( ) ( ) ||).

f n n

n

n n n r n n

D x x

a b b f x f T x





 

   
   

Suy ra  

1(1 ) (|| ( ) ( ) ||)n

n n n r n na b b f x f T x     

         ( , ) ( , ) .f n f n nD x x D x z                   (3.16)  

Mặt khác 

    | ( , ) ( , ) |f n f nD x x D x z  

  | ( , ) ( ) ( ), |f n n n n nD x z f z f x x z        

  | ( , ) | | ( ) ( ), |f n n n n nD x z f z f x x z       

  | ( ) ( ) ( ), |n n n n nf x f z f z x z       

 | ( ) ( ), |n n nf z f x x z      

  
|| ( ) ( ) || || ( ), ||

|| || . || ( ) ( ) ||

n n n n n

n n n

f x f z f z x z

x x f z f x

     

   
  

  || ( ) ( ) || || ( ) || . || ||n n n n nf x f z f z x z       

   || || . || ( ) ( ) || .n n nx x f z f x                    (3.17)  

Trong (3.17) cho n , sử dụng (3.11), (3.12), 

(3.18), tính bị chặn của tập ,  dãy{ },nx  { ( )}nf x  

và { ( )},nf z
 
ta được  

lim | ( , ) ( , ) | 0f n f n
n

D x x D x z


   

hay lim ( , ) ( , ) 0.f n f n
n

D x x D x z


 
                  

(3.18) 

Lấy giới hạn trong (3.14) và sử dụng (3.18), 

lim 0,n
n




  liminf (1 ) 0,n n n
n

a b b


   ta được

1lim (|| ( ) ( ) ||) 0.n

r n n
n

f x f T x


    Từ tính chất của 

,r
  ta suy ra  

       1lim || ( ) ( ) || 0.n

n n
n

f x f T x


          (3.19)     

Vì nx p  khi n  và f  liên tục đều trên 

mỗi tập con bị chặn nên  

       lim || ( ) ( ) || 0.n
n

f x f p


            (3.20) 

Ta có     

1|| ( ) ( ) || || ( ) ( ) ||n

n nf T x f p f p f x          

        1|| ( ) ( ) || .n

n nf x f T x                          (3.21) 

Lấy giới hạn trong (3.21) và sử dụng (3.19), (3.20) 

ta được  

       1lim || ( ) ( ) || 0.n

n
n

f T x f p


    

Lưu ý rằng theo Mệnh đề 1.16, ta có 1( )f f      

và f   liên tục đều trên mỗi tập con bị chặn. Do 

đó, từ đẳng thức trên ta được 

       1lim || || 0.n

n
n

T x p


                                  (3.22)     

Lập luận tương tự như trên, từ (3.19) ta được 

1lim || || 0.n

n n
n

T x x


   Ta lại có  

1 1

1 1 1 1|| || || || || || .n n n n

n n n nT x p T x T x T x p      (3.23)  

Vì 1T  chính qui tiệm cận đều trên C  nên  

    1

1 1limsup || || 0.n n

n n
n

T x T x



                        (3.24)  
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Trong (3.23) cho n  và sử dụng (3.21), (3.24) 

ta được 1

1lim || || 0.n

n
n

T x p


 

 
Do đó, 

1 1lim ( ) .n

n
n

T T x p


  Kết hợp điều này với (3.22) và 

tính đóng của 
1,T

 
ta được 

1T p p hay  

              
1( ).p F T                                      (3.25)  

Tiếp theo, với ,x  tương tự với chứng minh 

(3.1), ta có              

( , ) ( , ) ( ( , )) .f n f n n f n nD x y D x x D x x      (3.26)                 

Do { ( , )},{ }f n nD x x 
 
và { }n  là dãy bị chặn nên từ 

(3.26), ta có { ( , )}f nD x y  là dãy bị chặn. Theo 

Mệnh đề 1.12(2), ta suy ra { }ny  bị chặn. Vì { }ny  

bị chặn và f  liên tục đều nên { ( )}nf y  bị chặn. 

Tiếp theo, kết hợp bất đẳng thức 

2( , ) ( , ) ( ( , ))n

f n f n n n nD x T x D x x D x x       

với { ( , )},{ }f n nD x x 
 
và { }n  

là các dãy bị chặn, ta 

có 2{ ( , )}n

f nD x T x  bị chặn. Theo Mệnh đề 2.12(2), 

ta được 2{ }n

nT x
 

bị chặn. Điều này dẫn đến 

2{ ( )}n

nf T x
 
bị chặn. Do đó tồn tại 0   sao cho  

{ ( )}nf y B   và 2{ ( )} .n

nf T x B   

Khi đó, sử dụng Bổ đề 3.1, ta được  

2( , ) ( , [(1 ) ( ) ( )])n

f n f n n n nD x z D x f a f T x a f y     

               2( , ) (1 ) ( , )n

n f n n f na D x y a D x T x    

               ( , ) (1 )[ ( , )n f n n f na D x y a D x x     

              ( ( , )) ]n f n nD x x      

     2(1 ) (|| ( ) ( ) ||).n

n n n na a f T x f y
     (3.27)                                        

Khi đó, thay (3.26) vào (3.27), ta được  

( , ) ( , ) ( ( , ))f n f n n f n nD x z D x x D x x      

               2(1 ) (|| ( ) ( ) ||)n

n n n na a f T x f y
     

               ( , )f n nD x x    

              2(1 ) (|| ( ) ( ) ||).n

n n n na a f T x f y
     

Điều này dẫn đến 

2(1 ) (|| ( ) ( ) ||)n

n n n na a f T x f y
    

   ( , ) ( , ) .f n f n nD x x D x z                          (3.28)  

Lấy giới hạn trong (3.28) và sử dụng (3.18), 

lim 0n
n




  ta được  

2lim (1 ) (|| ( ) ( ) ||) 0.n

n n n n
n

a a f T x f y



     (3.29)   

Trong (3.29) cho n  và sử dụng  

          liminf (1 ) 0,n n
n

a a


    

kết hợp tính chất của ,
  ta được  

      2lim || ( ) ( ) || 0.n

n n
n

f T x f y


                   (3.30) 

Tiếp theo, kết hợp f  liên tục đều trên tập con bị 

chặn của E  và lim || || 0,n
n

x p


   ta được 

lim || ( ) ( ) || 0.n
n

f x f p


   Ta lại có 

| ( , ) | | ( ) ( ) ( ), |f n n n nD p x f p f x f x p x      

                  | ( ) ( ) |nf p f x                   

                  || ( ) || . || || .n nf x p x                   (3.31) 

Lấy giới hạn trong (3.31), sử dụng 

lim || || 0n
n

x p


  và lim || ( ) ( ) || 0,n
n

f x f p


   

ta được lim | ( , ) | 0f n
n

D p x


  hay  

          lim ( , ) 0.f n
n

D p x


                     (3.32) 

Vì 1( )p F T  nên tương tự với chứng minh (3.1), ta có  

 
( , ) ( , ) ( ( , )) .f n f n n f n nD p y D p x D p x      Lấy 

giới hạn trong bất đẳng thức trên, sử dụng 

lim lim 0n n
n n

 
 

   và (3.32) ta được 

lim ( , ) 0.f n
n

D p y


  Theo Mệnh đề 2.8, ta có 

          lim || || 0.n
n

y p


                      (3.33)  

Khi đó, kết hợp (3.33) với f  liên tục đều, ta được  

      lim || ( ) ( ) || 0.n
n

f y f p


               (3.34) 

Hơn nữa, ta có            

2 2|| ( ) ( ) || || ( ) ( ) ||n n

n n nf T x f p f T x f y      

             || ( ) ( ) || .nf y f p                        (3.35)  

Lấy giới hạn trong (3.35) và sử dụng (3.30), (3.34) 

ta được 2lim || ( ) ( ) || 0.n

n
n

f T x f p


    Kết hợp điều 

này với 1( )f f      và f   liên tục đều trên mỗi 
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tập con bị chặn, ta có 

 2lim || || 0.n

n
n

T x p


                   (3.36)  

Ta lại có 

1 1

2 2 2|| || || ||n n n

n n nT x p T x T x     

            2|| || .n

nT x p                      (3.37)        

Vì 
2T  tiệm cận chính qui đều trên C  nên   

      1

2 2lim || || 0.n n

n n
n

T x T x


                  (3.38)  

Lấy giới hạn trong (3.37) và sử dụng (3.36), (3.38) 

ta được 1

2lim || || 0n

n
n

T x p


   hay 2 2lim ( ) .n

n
n

T T x p




Kết hợp điều này với (3.36) và tính đóng của 2 ,T ta 

được 2T p p  hay 2( ).p F T Kết hợp điều này với 

(3.25), ta được 1 2( ) ( )p F T F T   hay .p  

Bước 6: Chứng minh 1( ).p P x  Thật vậy, vì 

1( )
nn Cx P x  nên theo Mệnh đề 1.10, ta có 

       1( ) ( ), 0n nf x f x x y               (3.39)                       

với mọi .ny C  Lấy .w  Vì nC nên 

.nw C Khi đó, chọn y w  trong (3.39), ta được 

          1( ) ( ), 0n nf x f x x w                   (3.40) 

với mọi .w  Lấy giới hạn trong (3.40) và sử 

dụng lim n
n

x p


  ta có  

1( ) ( ), 0.f x f p p w      

Do đó, theo Mệnh đề 2.11, ta được 1( ).p P x   

Hệ quả 3.4. Theo Nhận xét 2.20, mỗi ánh xạ 

tựa tiệm cận không giãn Bregman là ánh xạ tựa 

tiệm cận không giãn hoàn toàn Bregman. Do đó, từ 

Định lí 3.3 ta nhận được kết quả hội tụ của dãy lặp 

(3.41) đến điểm bất động chung của hai ánh xạ tựa 

tiệm cận không giãn Bregman. 

  

1

1 1

1

2

1

1 1

,

[(1 ) ( ) ( )]

[(1 ) ( ) ( )]

{ : ( , ) ( , )}

( ).
n

n n n n n

n n n n n

n n f n f n

f

n C

x C C C

y f b f x b f T x

z f a f T x a f y

C z C D z z D z x

x P x










  


    


    
   

 

      (3.41)  

Hệ quả 3.5. Xét E là không gian Banach trơn 

và phản xạ, 2( ) || ||f x x  với .x E  Theo Nhận xét 

2.7, dãy lặp { }nx  trong Định lí 3.3 trở thành 

 

1

1 1

1

1

1

2

1

1 1

,

[(1 ) ( ) ( )]

[(1 ) ( ) ( )]

{ : ( , ) ( , ) }

( ),
n

n

n n n n n

n

n n n n n

n n n n n

n C

x C C C

y J b J x b J T x

z J a J T x a J y

C z C z z z x

x x

  











 


  


  
    

  

      (3.42)

 

với sup ( ( , ))n n n n
p

p x    


   và dãy lặp (3.41) 

trở thành 

   

1

1 1

1

1

1

2

1

1 1

,

[(1 ) ( ) ( )]

[(1 ) ( ) ( )]

{ : ( , ) ( , )}

( ).
n

n n n n n

n n n n n

n n n n

n C

x C C C

y J b J x b J T x

z J a J T x a J y

C z C z z z x

x x

 











 


  


  
   

  

       (3.43) 

Đồng thời, ánh xạ tựa tiệm cận không giãn hoàn 

toàn Bregman trở thành ánh xạ tựa  -tiệm cận 

không giãn hoàn toàn; ánh xạ tựa tiệm cận không 

giãn Bregman trở thành ánh xạ tựa  -tiệm cận 

không giãn. Do đó, kết luận của Định lí 3.3 đúng 

cho dãy lặp (3.42) với 
1 2,T T  là hai ánh xạ tựa  -

tiệm cận không giãn hoàn toàn; kết luận của Hệ 

quả 3.4 đúng cho dãy lặp (3.43) với 1 2,T T  là hai 

ánh xạ tựa  -không giãn tiệm cận.  

Ví dụ sau minh họa cho sự hội tụ của dãy lặp 

trong Định lí 3.3.  

Ví dụ 3.6. Xét ,E  [0,0.9]C   và ánh xạ  
2( )f x x
 
với .x  Khi đó, ( ) 2f x x   và 

( ) sup{ , ( ) : }f z z x f x x       

         
2

2sup{ : } ,
4

z
zx x x     

( ) .
2

z
f z 

 
Do đó, với , ,x y  

ta có  

( , ) ( ) ( ) ( ),fD x y f x f y f y x y       

             2 2 2 ,x y y x y       

             2 2 2 22 2 ( ) .x y yx y x y       

Xét ánh xạ 1 2, :T T C C  xác định bởi 
2

1T x x  và 3

2T x x  với .x C  Khi đó,  

      1 2( ) ( ) {0}F T F T   và 
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1 2( ) ( ) {0}.F T F T     

Hơn nữa, với ,x C  ta có 2 2 2( ) .
n

x x  Điều 

này dẫn đến 

2 2 2

1 1( , ) (0, ) ( ) (0, )
nn n

f f fD p T x D T x x x D x       

                  ( , ) ( ( , ))f n f nD p x D p x      

với 0.n n    Do đó, 1T  là ánh xạ tựa tiệm cận 

không giãn hoàn toàn Bregman. Tương tự, 
2T  là 

ánh xạ tựa tiệm cận không giãn hoàn toàn 

Bregman. Như vậy, các giả thiết của Định lí 3.3 

được thỏa mãn. Do đó, dãy lặp { }nx  trong Định lí 

3.3 có dạng dãy (3.44) hội tụ đến 10 ( )P x  với 

1 0,5.x   

2

3

1

(1 ) ( )

(1 )( )

.
2

n

n

n n n n n

n n n n n

n n
n

y b x b x

z a x a y

x z
x 


  


  

 
 


                    (3.44) 

Tiếp theo, chúng tôi minh họa dáng điệu hội 

tụ của dãy lặp (3.44) trong một số trường hợp cụ 

thể của hai dãy tham số { }na  và { }.nb  Kí hiệu m  

là số bước lặp mà dãy { }nx  xấp xỉ 0 với sai số 
1610 .  Bằng tính toán trên phần mềm Sci-lab 6.0 ta 

được kết quả sau:  

Trường hợp 1: 
98 1

100
n

n
a

n


  và một số trường hợp 

(0,1)nb   như sau:  

Trường hợp 1.1: 
98 1

,
100

n

n
b

n


  tính được 56.m   

Trường hợp 1.2: 
1

,
10

n

n
b

n


  tính được 590.m   

Trường hợp 1.3: 
1

,
2

nb   tính được 125.m   

Trường hợp 1.4: 
4

,
2 4

n

n
b

n





 tính được 116.m   

Dáng điệu hội tụ của 4 dãy lặp trong trường 

hợp 1 được thể hiện như sau: 

 

Hình 1. Dáng điệu hội tụ của 4 dãy lặp  

trong trường hợp 1 

Trường hợp 2: 
1

100
n

n
a

n


  và một số trường hợp 

(0,1)nb   như sau:  

Trường hợp 2.1: 
98 1

,
100

n

n
b

n


  tính được 54.m   

Trường hợp 2.2: 
1

,
10

n

n
b

n


  tính được 55.m   

Trường hợp 2.3: 
1

,
2

nb   tính được 54.m   

Trường hợp 2.4: 
4

,
2 4

n

n
b

n





 tính được 54.m   

Dáng điệu hội tụ của 4 dãy lặp trong trường 

hợp 2 được thể hiện như sau: 

 

Hình 2. Dáng điệu hội tụ của 4 dãy lặp  

trong trường hợp 2 

Trường hợp 3: 
1

3 12
n

n
a

n





 và một số trường hợp 

(0,1)nb   như sau:  

Trường hợp 3.1: 
98 1

,
100

n

n
b

n


  tính được 54.m   

Trường hợp 3.2: 
1

,
3 12

n

n
b

n





 tính được 73.m   
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Trường hợp 3.3: 
1

,
100

n

n
b

n


  tính được 85.m   

Trường hợp 3.4: 
1

,
2

nb   tính được 67.m   

Dáng điệu hội tụ của 4 dãy lặp trong trường 

hợp 3 được thể hiện như sau: 

 

Hình 3. Dáng điệu hội tụ của 4 dãy lặp  

trong trường hợp 3 

Trường hợp 4: 
2 5

3 12
n

n
a

n





 và một số trường hợp 

(0,1)nb   như sau:  

Trường hợp 4.1: 
98 1

,
100

n

n
b

n


  tính được 55.m   

Trường hợp 4.2: 
2 5

,
3 12

n

n
b

n





 tính được 76.m   

Trường hợp 4.3: 
1

,
100

n

n
b

n


  tính được 183.m   

Trường hợp 4.4: 
1

,
2

nb   tính được 88.m   

Dáng điệu hội tụ của 4 dãy lặp trong trường 

hợp 4 được thể hiện như sau: 

 

Hình 4. Dáng điệu hội tụ của 4 dãy lặp  

trong trường hợp 4 

Trường hợp 5: 
1

2
na   và một số trường hợp 

(0,1)nb   như sau:  

Trường hợp 5.1: 
1

,
2

nb   tính được 79.m   

Trường hợp 5.2: 
98 1

,
100

n

n
b

n


  tính được 55.m   

Trường hợp 5.3: 
1

,
100

n

n
b

n


  tính được 126.m   

Trường hợp 5.4: 
4

,
2 4

n

n
b

n





 tính được 86.m   

Dáng điệu hội tụ của 4 dãy lặp trong trường 

hợp 5 được thể hiện như sau: 

    

Hình 5. Dáng điệu hội tụ của 4 dãy lặp  

trong trường hợp 5 

Từ 5 trường hợp trên, ta thấy tốc độ hội tụ của 

dãy lặp dạng (3.44) đến điểm bất động chung 0 phụ 

thuộc vào việc chọn dãy { }na  và { }.nb  Hơn nữa, 

trong trường hợp 1, với dãy { }na  lớn (gần 1) và 

trong một số trường hợp của dãy { } (0,1),nb   tốc 

độ hội tụ của dãy (3.44) chậm hơn trong các trường 

hợp còn lại; còn trong trường hợp 2, với dãy { }na  

nhỏ (gần 0) và trong một số trường hợp của dãy 

{ } (0,1),nb   tốc độ hội tụ của dãy (3.44) nhanh 

hơn trong các trường hợp còn lại.  

Lời cảm ơn: Bài báo này được hỗ trợ bởi 
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