
Tóm tắt 

Trong bài báo này, chúng tôi nghiên cứu về hệ tham số thu gọn và lớp môđun 
Buchsbaum. Cụ thể, chúng tôi chỉ ra rằng tất cả các hệ tham số của môđun Buchsbaum đều 
là hệ tham số thu gọn. Ngoài ra, chúng tôi cũng giới thiệu một số ví dụ về lớp môđun này. 

1. Mở đầu 

Trong suốt bài báo này, vành R được nói đến là vành giao hoán, địa phương, Noether 
với iđêan tối đại duy nhất m;  M  là một R -môđun hữu hạn sinh với số chiều Krull 

dim 0;M d= >  1 2, ,..., dx x x x=  là hệ tham số của .M   

Ta biết rằng ( / ) ( ; ),l M xM e x M≥  trong đó ( / )l M xM là độ dài của R -môđun / ,M xM  

( ; )e x M  là số bội Zariski-Samuel của M  đối với hệ tham số x  [3, tr.107]. Xét hiệu số  

( ) ( / ) ( ; ).MI x l M xM e x M= −  

Khi đó ( ) 0MI x ≥  và ( )MI x  cho ta biết nhiều thông tin về cấu trúc của môđun .M  

Chẳng hạn [7, tr. 1], M là môđun Cohen-Macaulay khi và chỉ khi tồn tại một hệ tham số x  

của M  sao cho ( ) 0;MI x =  M là môđun Buchsbaum khi và chỉ khi ( )MI x  là hằng số với 

mọi hệ tham số x  của ;M  M là môđun Cohen-Macaulay suy rộng khi và chỉ khi 

( ) .M
x

Sup I x < ∞  

Ngoài ra, hệ tham số 1 2, ,..., dx x x x= của M  được gọi là hệ tham số thu gọn [4, 

Definition 1] nếu thỏa mãn 

1 1 1 1( ; ) (( ,..., ) : / ( ,..., ) ).d d dI x M l x x M x x x M− −=   

Mục đích của bài viết là dùng hệ tham số thu gọn được giới thiệu trong [4] để đặc trưng 
cho môđun Buchsbaum. Ngoài ra, chúng tôi cũng giới thiệu một số ví dụ về lớp môđun này. 

Trước hết, chúng tôi giới thiệu các khái niệm và kết quả được sử dụng trong bài báo này. 

Định nghĩa 1. Một dãy 1{ ,..., }rx x  các phần tử của R  được gọi là 

i) [3, tr. 104] một hệ tham số của M  nếu r d=   và 1( / ( ,..., ) )dl M x x M   là hữu hạn; 

ii) [4, Definition 1] một hệ tham số thu gọn của M  nếu nó là hệ tham số ( r d= ) 
thỏa mãn 
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1 1 1 1( ; ) (( ,..., ) : / ( ,..., ) );d d dI x M l x x M x x x M− −=  

iii) [6, Definition 1.1] một M -dãy yếu nếu  

(x1,…, xi-1) M : xi = (x1,…, xi-1) M : m 

với mọi 1 ;i r≤ ≤  

iv) [6, Definition 1.6] một d -dãy trên M  nếu r d=  và  

1 1 1 1( ,..., ) : ( ,..., ) :i i j i jx x M x x x x M x− −=  

với mọi 1 .i j d≤ ≤ ≤  

Môđun Buchsbaum được biết đến đầu tiên vào năm 1980 trong [2] như sau. 

Định nghĩa 2. [2, Definition 2.1] M  được gọi là môđun Buchsbaum nếu hiệu  

( ; ) ( / ) ( ; )I x M l M xM e x M= −  

không phụ thuộc vào cách chọn hệ tham số x   của môđun .M  

Năm 1986, trong [6], J. Stückrad và W. Vogel đã đưa ra một định nghĩa khác về môđun 
Buchsbaum như sau. 

Định nghĩa 3. [6, Definition 1.5] M  được gọi là môđun Buchsbaum nếu mọi hệ tham số 
của M  đều là M -dãy yếu. 

Định nghĩa 2 và Định nghĩa 3 là tương đương với nhau nhờ vào định lí sau. 

Định lí 1. [6, Theorem 1.12] Nếu M  là môđun Buchsbaum thì hiệu  

( ; ) ( / ) ( ; )I x M l M xM e x M= −  

không phụ thuộc vào cách chọn hệ tham số x  của môđun .M  

2. Kết quả chính 

Từ sự tương đương của Định nghĩa 2 và Định nghĩa 3 ta suy ra kết quả sau: 

Định lí 2. Cho môđun M . Các khẳng định sau là tương đương: 

i) ( ; )I x M  không phụ thuộc vào cách chọn hệ tham số x  của môđun .M  

ii) Mọi hệ tham số của M  là một M -dãy yếu. 

Nhận xét 1. Năm 1992, trong [1], GS. Nguyễn Tự Cường đã chỉ ra rằng bậc bé nhất của 
tất cả các đa thức theo chặn trên hàm số ( ; ) ( / ) ( ; )I x M l M xM e x M= −  là không phụ thuộc 

vào cách chọn hệ tham số .x  Vậy bậc bé nhất này là một bất biến của môđun ,M  kí hiệu là  
( ).p M  Với bất biến này thì khái niệm môđun Buchsbaum có thể được phát biểu lại như sau: 

M  được gọi là môđun Buchsbaum nếu ( )p M  không dương. 
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Nội dung chính của bài viết là đưa ra một điều kiện cần của môđun Buchsbaum thông 
qua hệ tham số thu gọn như sau: 

Định lí 3. Mọi hệ tham số của môđun Buchsbaum đều là hệ tham số thu gọn. 

Chứng minh. Giả sử 1,..., dx x x=  là hệ tham số của môđun Buchsbaum .M  Ta chứng 

minh x  là hệ tham số thu gọn. 

Theo Định nghĩa 3, 1,..., dx x x=  là một M -dãy yếu. 

Gọi 1 .i j d≤ ≤ ≤  Khi đó các dãy 1 1{ ,..., , }i i jx x x x− và 1 1{ ,..., , }i jx x x−  đều là các hệ tham 

số con của ,M  kết hợp với 1,..., dx x x=  là một M -dãy yếu ta suy ra: 

1 1 1 1 1 1( ,..., ) : ( ,..., ) : ( ,..., ) ( ,..., ) :i i j i d i jx x M x x x x M x x x x M x− − −= = . 

Vì thế 1,..., dx x x=  là d -dãy trên .M  Do đó ta có 

1 1 1 1 1( ,..., ) : ( ,..., ) : ( ,..., )i i i dx x M x x x M x x− −=  với mọi {1,..., }.i d∈  

Vì vậy 

1 1 1 1dim[( ,.., ) : ] / ( ,..., ) 0i i ix x M x x x M− − =  với mọi {1,..., }.i d∈  

Suy ra 1,..., dx x x=  là hệ tham số thu gọn của .M □ 

Sau đây, chúng tôi giới thiệu một số ví dụ về môđun Buchsbaum.  

Ví dụ 1. Giả sử dim 1M = . Khi đó, M là môđun Buchsbaum. 

Chứng minh. Đặt 0/ ( )M M H M′ = m . Khi đó dim 1M ′ =  và 0depthM ′ > . Vì vậy M ′  là 

môđun Cohen-Macaulay. Suy ra ( ) 0MI x′ = , với mọi hệ tham số x  của .M ′  Nghĩa là, 

( ) 0,MI x =  với mọi hệ tham số x  của .M  Hay M  là môđun Buchsbaum. □ 

Ta nhắc lại một số kí hiệu sau: một dãy các số tự nhiên 1 2, ,..., 1dn n n ≥  kí hiệu là 

1 2: , ,..., dn n n n= ; cho 1,..., dy y y=  là hệ tham số của ,M  khi đó dãy 1
1 ,..., dnn

dy y  cũng là một 

hệ tham số của M  và được kí hiệu là 1
1( ) : ,..., dnn

dy n y y= .  

Ví dụ sau cho thấy tồn tại môđun M  sao cho ( ( ))MI y n  là hằng số với hệ tham số y  

nào đó của M  và với mọi 1 2, ,..., 1dn n n ≥ , nhưng M  không là môđun Buchsbaum. 

Ví dụ 2. Xét R = K[X1,….,Xn ] (n ≥ 2) là vành các chuỗi lũy thừa hình thức và 

2
1 2( , ,..., ) .nM X X X R=  

Khi đó tồn tại hệ tham số y  của M  sao cho ( ( ))MI y n  là hằng số với mọi 

1 2, ,..., 1dn n n ≥ , nhưng M  không là môđun Buchsbaum. 
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Chứng minh. Từ dãy khớp  

2
1 20 / ( , ,..., ) 0,nM R R X X X R→ → → →  

ta có ( ) 0iH M =m , với {1, }i n∉  và 1 2
1 2( ) / ( , ,..., ) .nH M R X X X R≅m  Khi đó M là môđun 

Cohen-Macaulay suy rộng. Do đó, tồn tại số nguyên dương 0n  sao cho với mọi hệ tham số 

1,..., dx x x=  của ,M   

1

1

1
( ( )) ( ( )

1

d

i
M

i

d
x n l H M

i
I

−

=

⎛ −
⎟−⎝

=
⎞

⎜
⎠

∑ m  

 với mọi n1, n2,…, nd >> n0. Đặt 0 0
1 ,...,n n

dy x x=  với 1,..., dx x x= là một hệ tham số nào đó 

của .M  Khi đó, ta có 

1

1

1
( ( )) ( ( ))

1

d

i
M

i

d
I y n l H M

i

−

=

−
=

−
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ m  

với mọi 1 2, ,..., 1.dn n n ≥  Mặt khác, (0) 0.MU =  Vì vậy / (0)MM U  không là môđun 

Buchsbaum. Do đó M  không là môđun Buchsbaum./. 
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Summary 

In this paper, we study the reducing system of parameters and Buchsbaum modules. 

Particularly, we show that all the parameter systems of Buchsbaum modules are the reducing 

ones. Besides, we also introduce some examples of these modules. 
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