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Tóm tắt 

Bài báo tổng quát khái niệm đường trắc địa lên đa tạp với mật độ, đưa ra phương trình 
của chúng dựa vào các ký hiệu Christoffel. Từ đó, chúng tôi chứng minh rằng trên mặt phẳng 
với mật độ tuyến tính, trong địa phương các đường cong nối hai điểm p, q, đường cong 0γ  có 
độ dài theo mật độ nhỏ nhất khi và chỉ khi nó có độ cong theo mật độ bằng 0. 

1. Giới thiệu  

 Việc nghiên cứu hình học vi phân trên đa tạp với mật độ ngày càng tăng trong 7 năm qua 
bởi những nhà Toán học, sinh viên đại học, học viên cao học và nghiên cứu sinh sau khi 
bài báo “Manifolds with density” của giáo sư Frank Morgan xuất bản ở tạp chí Notices 
Amer. Math. Soc. Journal năm 2005. Một đa tạp với mật độ là một đa tạp Riemann với 
một hàm trơn dương, gọi là mật độ, được sử dụng làm trọng số cho cả thể tích và diện tích 
của siêu mặt. Tiêu biểu cho lớp đa tạp này là không gian Gauss. Đây là một không gian 
được quan tâm rất nhiều trong Toán ứng dụng. Các thông tin chi tiết về đa tạp với mật độ, 
bạn đọc có thể tham khảo thêm ở các tài liệu [2], [3], [6]. Đối với lớp đa tạp với mật độ, 
trong nhiều vấn đề của hình học, bài toán đẳng chu được quan tâm nhiều nhất, ngay cả 
trường hợp 1- hoặc 2-chiều [2], [3], [4], [5], [9],... Chúng ta biết rằng, nghiệm của miền 
đẳng chu có biên là một đường cong với độ cong theo mật độ là một hằng số. Trong đó, 
các đường trắc địa đóng vai trò quan trọng. 

Gromov [8] đề xuất một cách tổng quát độ cong trung bình của một siêu mặt trên đa tạp 
với mật độ eϕ  bởi đẳng thức 

1
1

dH H
n dnϕ

ϕ
= −

−
 

và do đó, tổng quát độ cong theo mật độ của một đường cong được xác định bởi đẳng thức: 

dk k
dnϕ
ϕ

= −  

ở đó H là độ cong trung bình của một siêu mặt, k là độ cong đại số của đường cong và n là 
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trường pháp vector hướng ra ngoài của siêu mặt hoặc trường pháp vector của đường cong. Sự 
mở rộng đó đã được kiểm tra thỏa mãn các điều kiện của biến phân về độ dài [6]. Chúng ta 
gọi kϕ  là độ cong theo mật độ của đường cong. 

Trong hình học vi phân cổ điển, nhiều kết quả về đường trắc địa được công bố [1], 
[10],… Trong số đó, phương trình đường trắc địa có nhiều ứng dụng. Dựa vào phương pháp 
biến phân của Lagrange, chúng ta có phương trình xác định các đường trắc địa trên đa tạp 
Riemann dạng: 

( )
2

2
, 1

0, 1,2, ,
nk i j

k
ij

i j

d d d k n
dt dtdt

γ γ γγ°
=

+ Γ = = …∑  

Ở đó,  là các ký hiệu Christoffel. Mục 2 của bài báo mở rộng khái niệm đường trắc địa 
trên đa tạp với mật độ và và xây dựng khái niệm 

k
ijΓ

ϕ -tác động. Mệnh đề 2.9 chỉ ra một đường cong 
là ϕ -tác động cực tiểu khi và chỉ khi nó vận tốc theo mật độ hằng và cực tiểu độ dài theo mật độ. 
Mệnh đề 2.10 tổng quát phương trình của đường trắc địa lên đa tạp với mật độ. 

Mục 3 dựa vào Mệnh đề 2.10 để đưa ra phương trình các đường trắc địa trên mặt phẳng 
với mật độ tuyến tính. Từ đó, chúng tôi chứng minh rằng một đường cong có độ dài theo mật 
độ ngắn nhất nối hai điểm trên mặt phẳng với mật độ tuyến tính khi và chỉ khi nó có ϕ -độ 
cong bằng 0 tại mọi điểm. 

2. Phương trình đường trắc địa trên đa tạp với mật độ 

2.1. Đạo hàm theo mật độ 

Cho M  là một đa tạp với mật độ ( )xeϕ  và : ,f a b M〈 〉 ⊆ → là một hàm trơn. ϕ − đạo hàm 
của hàm f  tại điểm 0 ,t a b∈〈 〉 được định nghĩa bởi đẳng thức: 

( )( )0
0 0( ) : ( )f td f dft e t

dt dt
ϕϕ =  

với df
dt

 là đạo hàm của hàm f  trên đa tạp M. 

Từ định nghĩa trên, chúng ta lập tức thu được Hệ quả. 

2.2. Hệ quả 

Cho : , ( )nI t f⊂ → → : , ( )t  và f J I s sτ τ⊂ → →  là các hàm khả vi. Khi đó, chúng 
ta có: 

( )
. .

d f d f d
ds dt ds

ϕ ϕτ ττ° ⎛ ⎞⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 

2.3. Độ dài cung theo mật độ 

Cho ( , )M g  là một đa tạp Riemann với mật độ eϕ  và : ,a b Mγ →  là một đường cong 
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trơn từng khúc trên M. Độ dài cung theo mật độ ( )ϕ γ  của đường cong γ  được định nghĩa 
bởi đẳng thức:  

 ( ) : , , .
b b

a a

d d d dg dt e g dt
dt dt dt dt
ϕ ϕ ϕ γ

ϕ γ γ
γ γ γ γγ °

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

∫ ∫  

2.4. Đường trắc địa cực tiểu trên đa tạp với mật độ 

Cho ( , )M g  là một đa tạp Riemann với mật độ eϕ . ϕ − khoảng cách giữa hai điểm p và q 
trên M  là cận dưới của tập tất cả độ dài cung theo mật độ của các đường cong trơn từng khúc 
trên M  nối hai điểm p và q, ký hiệu ( ),d p qϕ . 

 Nếu tồn tại một đường cong trơn từng khúc γ  nối điểm p và q sao cho độ dài cung 
theo mật độ của nó bằng với ϕ − khoảng cách giữa hai điểm đó thì đường cong γ  được gọi là 
một đường trắc địa cực tiểu trên đa tạp với mật độ hay ϕ − trắc địa cực tiểu. 

Như chúng ta biết, độ dài Riemann của một đường cong độc lập với việc chọn tham số 
hóa của nó. Độ dài cung theo mật độ vẫn đảm bảo được tính chất đó qua bổ đề sau. 

2.5. Bổ đề 

Cho ( , )M g  là một đa tạp Riemann với mật độ eϕ  và : ,a b Mγ →  là một đường cong 
trơn nối hai điểm p và q. Khi đó, độ dài cung theo mật độ của γ  không phụ thuộc vào tham 
số hóa của nó. Nghĩa là, nếu chúng ta tham số tương đương γ bởi vi phôi : , ,a b a bτ ′ ′ →  thì 
đường cong γ γ τ°′ =  có cùng độ dài cung theo mật độ với γ . 

Chứng minh. 

Giả sử : , , ( )a b M s sγ γ→  và : , , ( )a b M t tγ γ′ ′ ′ ′→ .  

Theo định nghĩa độ dài cung theo mật độ, chúng ta được:    

 

( )

( )
( )

( )
( )

( )

( ) ,

( ) ( ),

( ) , ( )

, ( ).

b

a

b

a

b
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b

a

d de g dt
dt dt

d de g dt
dt dt

d d d de g
ds dt ds dt

d de g ds
ds ds

ϕ γ
ϕ γ

ϕ γ τ
γ τ

ϕ γ τ
γ τ

ϕ γ
γ ϕ

γ γγ

γ τ γ τ

γ τ γ ττ τ

γ γ γ

°

°

°

′ ′
′′

′
° °

′

′

′

′ ′⎛ ⎞′ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

∫

∫

∫

dt

   

Do đó, độ dài của γ  không phụ thuộc vào tham số hóa của nó.  
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2.6. Mệnh đề 
Cho (M,g) là một đa tạp Riemann với mật độ eϕ  và : ,a b Mγ → là một đường cong trơn 

sao cho ( ) 0, ,d t t a
dt
γ

≠ ∀ ∈ b . Khi đó, tồn tại một vi phôi : , ,a b a bτ →  sao cho 
( ) ( )d

t
dt

ϕ γ τ°
 

là độc lập với t. 
Chứng minh. 

Xét hàm : , 0, , ,
t

a

d ds a b l t e g dt
dt dt

ϕ γ
γ

γ γ° ⎛→ ⎜
⎝ ⎠∫ ⎞

⎟ , ở đó l độ dài theo mật độ của đường 

cong γ .Equation Section (Next)Equation Section (Next) 

Chúng ta dễ thấy 0ds
dt

> . Theo định lý hàm ngược, tồn tại một hàm khả vi 

: 0, , , ( )s sl a b t tψ ψ→  sao cho: 

 ( ) ( )( )0 0 0
1, 0,s s s

s

d dst t t
dt dt
ψ ψ

⎛ ⎞⎛ ⎞ = ∀ ∈⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

l .   

Từ đó suy ra: 

 1 .
,s

d
dt d de g

dt dt
ϕ γ

γ

ψ
γ γ°

=
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (2.1)  

Đặt , ( ): , ,0 s a la b s
b a

lτ ψ −⎛→ ⎜ −⎝ ⎠
⎞
⎟ . Rõ ràng, τ là một vi phôi.  

Hơn nữa, chúng ta lại có: 

  

 
( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) .
s

dd d d l d de e e
ds ds dt ds b a dt dt

ϕ γ τ ϕ γ τ ϕ γ τϕ γ τγ τ γ τ γτ τ
°° ° ° °⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

ψ   (2.2) 

Từ các phương trình (2.1) và (2.2), chúng ta được const.
d l

ds b a
ϕγ τ° = =

−
  

2.7. Định nghĩa 

Cho hai điểm p, q trên đa tạp Riemann (M,g) với mật độ eϕ  và : ,a b Mγ →  là một 
đường cong trơn nối hai điểm đó. Ta gọi ϕ − tác động hay phiếm hàm năng lượng theo mật độ 
của γ  là phiếm hàm. 
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2 2
2( ) : .

b b

a a

d ddt e dt
dt dt

ϕ γϕγ γγ °= =∫ ∫A   (2.3) 

2.8.  Mệnh đề 

Cho (M,g) là một đa tạp Riemann với mật độ eϕ  và : ,a b Mγ →  là một đường cong 
trơn nối hai điểm p và q trên M. Giả sử khi s  di chuyển từ a đến b, ảnh của nó di chuyển với 

vận tốc hằng theo mật độ, nghĩa là ( )
d

s
ds
ϕγ  là một hằng số theo biến s. Với 

: ,a b Mγ γ τ°′ = →  là một tham số hóa tương đương của γ , chúng ta có: 

 ( ) ( )γ γ′ ≥A A   (2.4) 

đẳng thức thỏa mãn khi và chỉ khi τ  là ánh xạ đồng nhất. 

Chứng minh. 

Để chứng minh mệnh đề trên, chúng ta sử dụng bất đẳng thức [10, tr.119]: 

Cho :[ , ] [ , ]a b a bτ →  là một hàm đơn điệu, biến đầu mút của đoạn  thành đầu mút 

của đoạn  Khi đó,

[ ,a b]

[ ], .a b .
b

a

d dt b a
dt
τ⎛ ⎞ ≥ −⎜ ⎟

⎝ ⎠∫  Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi τ  là một ánh xạ 

đồng nhất. 

Chứng minh mệnh đề. 

Giả sử ( ) , ,
d

s c s a b
ds
ϕγ = ∀ ∈ . Khi đó, chúng ta có: 

2
2( ) ( ).

b

a

d
ds c b a

ds
ϕγγ = = −∫A  

Mặt khác, theo định nghĩa của ϕ − tác động của hàm 'γ , chúng ta được: 

  

 
( )

2 2

2 2 2
2 2 ( )

b b b

a a a

b b

a a

d d d ddt dt dt
dt dt ds dt

d d ddt c dt c b a
ds dt dt

ϕ ϕ ϕ

ϕ

γ γ τ γ τγ

γ τ τ

°′
′ = = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = ≥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫ ∫

∫ ∫

  A
2

.−

 

  

Từ đó suy ra ( ) ( )γ γ′ ≥A A . 

Chúng ta dễ thấy dấu “=” xảy ra khi và và chỉ khi τ  là một ánh xạ đồng nhất.  

2.9. Mệnh đề 
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Cho M là một đa tạp Riemann với mật độ eϕ , hai điểm p, q trên M. Khi đó, trong số các 
đường cong nối hai điểm p và q, 0γ  là ϕ − tác động cực tiểu nếu chỉ nếu 0γ  có ϕ − vận tốc 
hằng và 0γ  cực tiểu độ dài theo mật độ. 

Chứng minh. 

Giả sử 0γ  là một tác động cực tiểu. Gọi 0γ  là một tham số hóa tương đương với 0γ , với 
ϕ − vận tốc hằng. Khi đó, chúng ta có: 

 0 0 0( ) ( ) ( ).γ γ γ≤ ≤A A A  

Điều này suy ra: 0( ) ( )0γ γ=A A . Do đó 0 0γ γ≡ . 

Với mọi đường cong γ  trên M , nối hai điểm p  và , gọi q γ  là tham số hóa tương 
đương với 0γ  có ϕ − vận tốc hằng. Khi đó, chúng ta có: 

 ( ) ( )
2 2

0
0( ) ( ) .

d d
b a b a

dt dt
ϕ ϕγ γ

γ γ− = ≥ = −A A  

Do đó, 0 .
d d
dt dt
ϕ ϕγ γ

≥  

Mặt khác, chúng ta lại có: 

 ( ) ( )0
0( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

d d
t b a s b a

dt dt
ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

γ γ
γ γ γ= = − ≥ − =  

Ngược lại, nếu 0γ  là một ϕ -vận tốc hằng và độ dài cung cực tiểu theo mật độ. Tính toán 
trực tiếp chúng ta thấy 0γ  là một ϕ − tác động cực tiểu.  

2.10. Mệnh đề. 

Đường cong ( ):[ , ] , ( )ia b M t tγ → γ  là một đường trắc địa cực tiểu theo mật độ nếu và 
chỉ nếu 

 
2

2
, 1

( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) 0, 1, , ,
nk i j

k
ij ik ij

j ki j

d d dg g k
x x dt dtdt

γ ϕ ϕ γ γγ γ γ γ γ
=

⎛ ⎞∂ ∂
+ Γ + − = ∀ = …⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
∑ n  

ở đó  là các ký hiệu Christoffel, được xác định bởi các hệ số metric Riemann k
ijΓ

 1 ,
2

lj ijk lk li
ij

j i ll

g gg
g

x x x
⎛ ⎞∂ ∂∂

Γ = + −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
∑  

với ( )ijg  là ma trận nghịch đảo của ma trận ( )ijg . 
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Chứng minh. 

Chúng ta xét hàm F  được xác định bởi: 

 ( )2 ( ( ))

, 1

( ), ( ) ( ) ( ) ( ).
n i j

t
ij

i j

d d dF t t e g t t
dt dt dt

ϕ γγ γγ γ
=

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ tγ  

Khi đó, chúng ta có ( ) ( ), ( )
b

a

dF t t
dt
γγ γ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠∫A dt .  

Do γ  là một đường trắc địa cực tiểu khi và chỉ khi γ  thỏa mãn điều kiện Euler-Lagrange 
của hàm F . 

 ( ), ( ) ( ), ( ) .
k k

F d d F dt t t t
x dt dt v dt

γ γγ γ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

Chúng ta tính vế trái và vế phải của phương trình trên. 

( )

( )

2 ( )

, 1

2
2 ( )

2
1 , 1 , 1

, e 2 ( )

, 2e ( ) ( ) 2 ( ) ( )

n i j
ijt

ij
k k ki j

n n ni i
t ik

ik ik
k ji i j i j

gF d d dg
x dt x x dt dt

gd F d d d dg g
dt v dt x x dt dtdt

ϕ γ

ϕ γ

γ ϕ γ γγ γ

γ γ ϕγ γ γ γ γ

=

= = =

∂⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞ = +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞∂∂ ∂⎛ ⎞ ⎜ ⎟= + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∑

∑ ∑ ∑ .
j

j

γ γ
∂

  

Từ đó, chúng ta có: 

2

2
1 , 1 , 1 , 1

2

2
, 1

1( ) ( ) ( ) 2 ( ) 0.
2

( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) 0

n n n ni i j i j i
ijik

ik ik ij
j k j ki i j i j i j

nk i j
k
ij ik ij

j ki j

ggd d d d d d dg g
x dt dt x dt dt x x dt dtdt

d d dg g
x x dt dtdt

γ γ γ γ γ ϕ ϕ γγ γ γ γ

γ ϕ ϕ γ γγ γ γ γ γ

= = = =

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝

⎛ ⎞∂∂ ∂ ∂
+ − + −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∂ ∂
⇒ + Γ + − =

∂ ∂ ⎠

∑ ∑ ∑ ∑

∑ , 1, , .k n∀ = …

j

g γ
=

 

3. Đường trắc địa trên mặt phẳng với mật độ tuyến tính 

3.1. Độ cong theo mật độ của đường tham số trên mặt phẳng với mật độ tuyến tính 

Mặt phẳng với mật độ tuyến tính là mặt phẳng với hàm mật độ . Chúng ta dễ 
thấy rằng các điểm nằm trên một đường thẳng của mặt phẳng với mật độ tuyến tính có cùng 
mật độ. Do đó, với một phép quay thích hợp, chúng ta có thể xét hàm mật độ dạng 

2 ax bye +

xe . Khi 
đó, độ cong theo mật độ kϕ  của đường cong tham số ( )2: , ( ), (I t x t yα → )t  được tính bởi 
công thức: 

 
( ) 2 22 32 /2
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) .

'( )' '(( )) )'(

x t y t x t y t y tk t
x tx t y ty t

ϕ
′ ′′ ′′ ′ ′−

++
= +  (2.5) 

Đặc biệt, nếu ( )α  có tham số hóa tự nhiên thì ' '' '' ' '.k x y x y yϕ = + +  
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Ví dụ: Các đường thẳng  trên mặt phẳng  với mật độ 2 20, 0ax by c a b+ + = + ≠ 2 xe  có 

độ cong kϕ  là một số và bằng 2 2/a a b+ . 

Chúng ta đã biết một đường tham số có độ dài ngắn nhất nối hai điểm trên mặt phẳng là 
đoạn thẳng. Nếu nhìn kết quả đó theo quan điểm độ cong thì đường cong có độ cong bằng 0 
chính là đường có độ dài ngắn nhất nối 2 điểm [1]. Kết quả đó thay đổi như thế nào nếu chúng 
ta gia thêm mật độ tuyến tính vào mặt phẳng ? Để tìm câu trả lời, chúng ta hãy xác định 
tham số hóa của các đường cong có độ cong theo mật độ bằng 0 trên mặt phẳng đó. 

2

3.2. Định lý 

( )αTrên mặt phẳng với mật độ , đường cong tham số hóa chính qui xe  có độ cong theo 
mật độ bằng 0 tại mọi điểm khi và chỉ khi nó là đường thẳng, một phần của đường thẳng song 
song với trục Ox hoặc sai khác ảnh của đường tham số  

 ( )
( ) ( )
( ) ( )0

ln
:

2arctan

t t

t

x t e e

y t e
α

−⎧ = +⎪
⎨

=⎪⎩

 

một phép tịnh tiến. 
 
Chứng minh. 

Xét ( ) ( )(( ) ,t x t y tα = )  là một đường cong tham số hóa tự nhiên, có độ cong theo mật độ 

bằng 0 tại mọi điểm. Chúng ta có thể giả sử 
( )
( )

' cos 2

' sin 2

x

y

ξ

ξ

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩
 . Khi đó, ta có: 

( )2 sin 2k d
dn

kϕ .ϕ ξ ξ′= += −  

Do đó, khi và chỉ khi 0kϕ = ( )2 sin 2ξ ξ′ + =0.   (2.6) 

Nếu tồn tại 0s  để ( )0sin 2 ( ) 0sξ =  thì ( ) / 2sξ π=  là nghiệm duy nhất của phương trình 
(2.6), do sin là một hàm Lipschitz. Trong trường hợp này, α  là một đường thẳng song song 
với trục .  Ox

Trong trường hợp ngược lại, chúng ta xét phương trình (2.6) với ξ  trong đoạn ( )0, / 2π . 
Trong trường hợp này, ( ) ( )0,sin c 0osξ ξ> >  với mọi s . Giải phương trình (2.6), chúng ta được: 

ln tan ln ta (do  tan 0)n .s b ξ ξ ξ− + >= =  

Do đó, tan .s be ξ− + =  Chúng ta có thể giả sử 0b =  và thu được: 
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( ) ( )

( ) ( )

2

1

2 2

2
1 ln
1

2 2arctan
1

s
s s

s

s
s

s

ex s ds e
e
ey s ds e c
e

e
−

−
−

−

−

⎧ − c= = +⎪⎪ +
⎨
⎪ = = +⎪ +

+

⎩

∫

∫
  (2.7) 

Tương tự, giải phương trình (2.6) trong đoạn ( )/ 2,π π , chúng ta được: 

 
( ) ( )

( ) ( )

2

1

2 2

2
1 ln
1

2 2arctan
1

s
s s

s

s
s

s

ex s ds e e
e
ey s ds e c
e

−
−

−

−

−

⎧ −
= =⎪⎪ +

⎨
−⎪ = = −⎪ +

+

⎩

∫

∫

c+

+

  (2.8) 

Do vết của đường cong xác định bởi phương trình (2.8) là ảnh của đường cong xác định 
bởi phương trình (2.7) qua phép đối xứng trục Ox nên Định lý 3.2 được chứng minh.  

3.3. Định lý 

Trên mặt phẳng với mật độ xe , đường cong có độ dài theo mật độ ngắn nhất trong các 
đường nối hai điểm A và B hoặc là đoạn thẳng AB hoặc là có tham số hóa dạng 

 ( ) 1 1 2
3 1 2 32

1 2

| 4 |ln , arctan , , , , , 0.
44 ( )

cc c t ct c c
c t c

α
⎛ ⎞+

= +⎜ ⎟
+ +⎝ ⎠

c c c c∈ ≠  (2.9) 

Chứng minh.    

Với đường cong ( ) ( ) ( )( ),t x t y tγ = trên mặt phẳng với mật độ tuyến tính, phiếm hàm F 
trong chứng minh Mệnh đề 2.10 được xác định bởi: 

2 2
2x dx dyF e

dt dt

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
. 

Áp dụng Mệnh đề 2.10, chúng ta có: 

 

2 2 2 222 2

2

22

2 2 0
, .

0 2

x x

xx

dx dy d dx d x dx dye e
dt dt dt dt dt dtdt c

dyd dy e ce dtdt dt

⎧ ⎧⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ + = + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎪ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⇒ ∈⎨ ⎨
⎪ ⎪⎛

⎛ ⎞
⎜ ⎟

⎞ ==⎪ ⎪⎜ ⎟ ⎩

⎠

⎠

⎜ ⎟

⎝

⎝

⎩

  

Nếu  thì 0c =
( )

, ,
( ) const

x t at b
a b

y t

⎧ = +⎪ ∈⎨
=⎪⎩

 là các đường trắc địa. Đây chính là các đoạn thẳng 

song song với trục hoành.  
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Nếu , chúng ta có 0c ≠

1
2

1 2
1 2 3

1 2
3

| 4 |( ) ln
4 ( ) , , , .

( ) arctan
4

ccx t
c t c c c c
c t cy t c

⎧ =⎪ + +⎪ ∈⎨
+⎪ = +⎪⎩

   

3.4. Mệnh đề 

Trên mặt phẳng  với mật độ 2 , đường tham số xe ( )α  có độ dài cung theo mật độ ngắn 
nhất trong địa phương các đường cong nối hai điểm p và q nếu và chỉ nếu độ cong theo mật 
độ của nó bằng 0 tại mọi điểm. 

Chứng minh. 

Nếu đường cong ( )α  có độ dài cung ngắn nhất trong các đường cong nối hai điểm p và 
q, nó phải hoặc là đoạn thẳng song song với trục Ox hoặc có tham số hóa dạng (2.9). Khi đó, 
tính toán trực tiếp, chúng ta thấy độ cong của nó bằng 0 tại mọi điểm. 

Ngược lại, nếu độ cong kϕ  của ( )α  bằng 0 tại mọi điểm, ( )α  phải hoặc có vết là một 

đoạn thẳng song song với trục Ox hoặc có tham số hóa dạng: 

1

2

( ) ln( )
( ) : .

( ) 2arctan( )

t t

t

x t e e c

y t e c
α

−⎧ = + +⎪
⎨

= +⎪⎩
 

Nếu ( )α  có tham số hóa dạng trên, chúng ta xét hàm 2( , , ', ') ' 'xL x y x y e x y= + 2 . Đối với 

đường cong ( )α , do 2 2' ( ) ' ( ) 1x t y t+ =  nên chúng ta có: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

( )
( ) 2 2

( )

2

. ( )
' '

'
.

. ( )
1 0

' 1

x t
x tct t x t

x t t
t t

t

d e x td L Le e e e e x y
dt x dt x

d e y td L d e d Le e
dt y dt dt d y

t

e

t

t

−

−

⎧ ′∂ ∂⎛ ⎞⎪ = = + = +⎜ ⎟⎪ ∂ ∂⎝ ⎠⎪
⎨

′⎪ ⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂
= = + = = =⎜ ⎟⎪ ⎜ ⎟∂ ∂+⎝ ⎠⎪ ⎝ ⎠⎩

= =

 

Từ đó suy ra, tham số hóa của đường cong ( )α  là một điểm tới hạn của biến phân 

. Hơn nữa, chúng ta dễ thấy  là một hàm lồi ngặt theo 2 biến ( , , ', '
b

a
L x y xJ = ∫ )y dt L ,x y . Theo 

điều kiện Euler − Lagrange, ( )J α  là giá trị cực tiểu địa phương. Tức là, ( )α  là đường tham số 
có độ dài cung theo mật độ ngắn nhất nối 2 điểm p và q một cách địa phương./.  
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Summary 

The article generalizes the notion of geodesic curves in manifolds with density and 
presents their equations based on Christoffel symbols. Accordingly, we prove that on plane 
with linear density, of all curves joining the two points of p and q, the curve 0γ  minimizes 
density arc-length if and only if its curvature equals 0. 


