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VE PINH LI PIEM BAT PONG TREN KHONG GIAN S -METRIC
THU TU BO PHAN

e ThS. Nguyén Trung Hiéu ©

Tém tit
Trong bai bao nay, chung toi thié’t‘ lap cdc dinh Ii diém bdt dong trén khong gian S -
métric thir tw bo phan va ching minh rang cac dinh Ii diem bat dong trong [6] duoc suy ra
trr cdc dinh li nay. Bong thoi, chung toi xay dung vi du minh hoa cho két qua dat duoc.
1. Gi6i thi¢u
Trong [7], S. Sedghi, N. Shobe va A. Aliouche da gidi thiéu mot khai niém métric suy
rong nhu sau.

Pinh nghia 1.1 ([7], Definition 2.1). Cho X 1a tip khac rong. Anh xa
S: X xXxX —[0,40) dugc goi la S -métric trén X néu cac diéu kién sau dugc thoa
man voi moi z,y,z,a € X.

(1) S(z,y,2) 2 0;
(2) S(z,y,2) =0 néuvachinéu z = y = 2
(3) S(z,y,2) < S(x,x,a) + S(y,y,a) + S(z,2,a).
Cap (X, S) duogc goi la khong gian S-métric.
Khai niém S -métric 1a su mg")’ rong cua khai niém D" -métric [7]. Dél}g th(‘g'i, trong [7] céac
tac gia cling gioi thi€u cac tinh chat ctia S -métric va chung minh dinh 1i di€ém bat dong cho anh

xa co trén khong gian ndy. Tir d6, viéc mé rong cac dinh li diém bat dong trén khong gian métric
sang khong gian S -métric dugc mot sO tac gid quan tm nhu [1], [3], [4], [8].

Trong [5], M. S. Khan, M. Swaleh va S. Sessa da giéi thiéu khai niém ham bién thién
khoang cach nhu sau.
Pinh nghia 1.2 ([5]). Ham 1) : [0,00) — [0,00) dugc goi la ham bién thién khodng cdch
néu cac diéu kién sau duoc thoa man.
(1) ¥ 1a ham lién tuc va khong gidm;

(2) ¥(t) = 0 néu va chinéu t = 0.

Dong thoi, trong bai bao ndy, cac tac gia cling da thiét 1ap dinh 1i diém bat dong bang
cach st dung ham bién thién khoang cach. Tu do, viéc thiét lap cac dinh 1i diém bat dong
thong qua 16p ham bién thién khoang cach dugc mot sd tac gia quan tAm nghién ctu nhu
trong [2], [9], [10].

(*) Khoa SP Toan - Tin, Trudng Pai hoc Pdng Thép.
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Gan day, trong bai bao [6], Y. Su va cac tic gid dd s dung ham bién thién khoang
cach dé thiét 1ap dinh li diém bat dong trén khong gian métric thur ty bd phan va dat dugc cac
két qua nhu [6, Theorem 2.1], [6, Theorem 2.2] va [6, Theorem 2.3]. Tir d6, chung t6i dat
van dé thiét 1ap céac dinh 1i diém bat dong tuong tu nhu cac dinh 1i diém bat dong trong [6]
cho khéng gian S -métric tht tu bd phan va ching minh rang cac dinh 1i diém bat dong trong
[6] duoc suy ra tir cac dinh 1i nay. Dong thoi, ching t6i ciing xdy dung vi du minh hoa cho
mot sd két qua dat duoc.

Trudc hét, ching t6i gidi thidu cac khai niém va két qua duogc sir dung trong bai bao nay.
Ménh d@é 1.3 ([7], Lemma 2.5). Cho (X, S) la khéng gian S -métric. Khi dé
S(z,z,y) = S(y,y,x) voi moi x,y € X.
Ménh dé 1.4 ([1], Lemma 1.6). Cho (X, S) la khong gian S -métric. Khi dé
S(z,x,2) <28(z,z,y) + S(y,y,2) voi moi x,y,z € X.
Pinh nghia 1.5 ([7], Definition 2.8). Cho (X,S) la khong gian S -métric va A < X. Khi do
(1) Tap con A ciua X duogc goi 1a S-bi chgn néu ton tai r > 0 sao cho S(z,z,y) < r
véi moi z,y € A.
(2) Day {z } C X duoc goi 1a hgi tu v& z néu S(z ,z ,x) — 0 khi n — +oo. Piéu
nay c6 nghia 12 véi mdi € > 0, ton tai n, € N sao cho véi moi n > n, thi S(z ,z ,7) <e.

Kihi¢ula lim z = x hay x — x khi n — +oo.

n—+00

(3) Day {z } C X duoc goi la day Cauchy néu S(z ,x ,x )— 0 khi n,m — +oc.
Néi cach khéac, {z } 1a ddy Cauchy khi va chi khi véi moi ¢ > 0, ton tai n, € N sao cho
v6éi mdi n,m > n, thi S(z ,z ,z ) <e.

(4) Khong gian S -métric (X,S) dwoc goi 1a ddy di néu véi moi diy Cauchy trong
(X,S) déu hoi tu.
M¢énh @& 1.6 ([7], Lemma 2.10). Cho (S, X) la khéng gian S -métric. Néu day {z } trong
X héitudén  thi x duy nhat.
Ménh dé 1.7 ([7], Lemma 2.12). Cho (S, X) la khéng gian S -métric. Néu ton tai hai day
{z } va{y } saocho lim z =z va lim y =y thi lim S(z ,z ,y )= S(z,z,y).

n—-+00 n—+00 n—+00

Ménh dé 1.8 ([8], Corollary 2.4). Cho T : X — Y la danh xq tir khéng gian S -métric X
vdo khéng gian S-métric Y. Khi @6, T lién tuc tai v € X néu va chi néu Tr — Tx voi

moiday {r } C X ma x — .

Pinh nghia 1.9 ([6], Definition 2.1). Cho (X,<) la tap sap thir ty va anh xa T : X — X.
Khi d6, T 14 anh xa don diéu khéng giam néu véimoi z,y € X, z <y thi T(z) < T(y).
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Ménh dé 1.10 ([6], Lemma 2.1). Néu < la ham bién thién khodng cich va ¢ : [0,+00) — [0, +00)
la ham lién tuc sao cho y(t) > ¢(t) véimoi t > 0 thi ¢(0) = 0.
2. Cac két qua chinh

Trude hét, ching toi thiét 1ap va ching minh ménh d& duogc st dung trong cac két
qua chinh ¢ phan sau.

Ménh dé 2.1. Cho (X,d) la khéng gian métric. Khi do
(1) Véimoi z,y,z € X, S, (v,y,2) = %[d(l’, 2)+ d(y,z)] la mot S -métric trén X.

(2) Day {z_} hoi tu trong (X,d) khiva chi khi day {x } hoitu trong (X,S,).

(3) Day {z } la Cauchy trong (X,d) khi va chi khi day {x } la Cauchy trong
(X,S)).
(4) Khéng gian métric (X,d) day @i khi va chi khi khéng gian S -métric (X, S,)
la day du.
Chirng minh. (1) Kiém tra tryc tiép cac diéu kién ciia mot S -métric.

(2) Suy ra tir dang thic S(x .,z ,x)=d(z ).

(3) Suy ra tir dang thirc S(z .,z ,x )=dz,x ).

(4) Suy ra tir (2) va (3). L
Tiép theo, chiing tdi thiét 1ap va chimg minh cac dinh 1i chinh cia bai bao.

Pinh 1i 2.2. Cho (X,<,S) la khéng gian S -métric thir tw bo phan, day diva T : X — X la
anh xa lién tuc, khong giam sao cho

w(S(Tx, Tx, Ty)) < @(S(x,2,y)) véi moi z >y, (1)
trong do, w la ham bién thién khodng cach va ¢ :[0,+0) — [0,+0) la mét ham lién tuc
sao cho y(t) > @(t) véi moi t > 0. Néu ton tai z, € X sao cho x, <Tx thi T co diém
bdt dong.

Chirng minh. Do 7' 13 4nh xa khong giam nén bang qui nap ta chirng minh duoc

g, <Tx <T°x,<..<T'z, <T"'z <. véineN (2)

bat x =Tz vo6i n € N. Khi do tir (2), ta duge

1
r,<x <z, <.<r <z <. 3)

Tir (1), (3) va tinh chit cia ham ¢, ta dugc

l//<5(wn+1’ an’ In>) = W(S<T$n ’ Txn’ Txn—l)) S gD(S(xn ) In’ xn—l)) < l//(S(xn ) In’ xn—l)> : (4)
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Do (4) va tinh chat cia ham w nén

S(z

r v )<Sx,z 1z ).

n+1? n+1? T n

Do d¢, day {S(z .z .z )} la day s6 khong am, don diéu khong ting. Suy ra, ton tai
r > 0 sao cho

lim S(z

n—>+o

T LT )=T. (5)

n+1? “n+1? n

Cho n — +oo trong (4), két hop vai (5) va tinh chat ciia ham ¢, w, ta duoc
y(r) < o(r). (6)
Do (6) va tinh chat cia ham @ nén r = 0. Do d6

lim S(x

n—>+00

x =0. (7)

n+1? n+l? xn)

Tiép theo, ta chimg minh {z } la day Cauchy trong X. Gia st rang {z } khong la day
Cauchy trong X. Khi d6, ton tai & > 0 va ton tai hai diy con {z, },{z, }coaddy {z } sao

cho n, l1a chi sO nhd nhat thoa man n,>m, > k va

S(z ,z ,x )>e& voimoi k > 1. (8)

Do d6
<eé. )

Tt (8), (9) va Ménh dé 1.4, ta duoc

e<S(, ,x ,x )<28(z ,x ,x  )+S(x, x z )<28(z .z .z, )+e (10)

170, 17 "'m,
Cho k& — 400 trong (10) va su dung (7), ta dugc
lim S(z .z ,z )=e¢&. (11)

k—>+o0
Str dung Ménh dé 1.3 va Ménh dé 1.4, ta c6

S (xnk T, l’mk) <28 (fL’nk T, xnkfl) + S (a;mk T, 5T, )

k

<28z, ,z, ,x, )+25(z ,z .,z  )+S(, _,z _,z ). (12)

my, =

S(x r .z )+S(z

—1?
nkl n,

T T )

17
m, 1 n,

<
ny -1? xnk -1? xmk—l) - QS(xnk -1? my -1?

<28(z ,x Lz )+2S(z

—1?
n, 1 n,

n,—1? m, 17 :Emk -1? :Emk ) + S(xnk ) xnk_ ? xmk ) (13)

Cho k — 400 trong (12), (13) va st dung (7), (11), ta duoc
lim S(z .,z .,z )=e&. (14)

k—>+o0 =1 Ty =17 my -1
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Vi z, > z, , hen tur (1) tacod

1D(S(xnk,:1:"k,asmk)) = ¢(S(T$nk_pTxnk_1’sz _1)) < go(S(:z:nk_l,a:nk_l,:rmk_l)). (15)

k

Cho k — 400 trong (15) va stt dung (11), (14), ta dugc
(&) < p(e). (16)

Tir (16) va tinh chit ciia ham ¢ ta cé ¢ = 0. Piéu nay mau thuan véi ¢ > 0. Do do, {z }1a
diy Cauchy trong X. Vi X 1a khong gian S-métric day di nén ton tai z € X sao cho
= lim Tz =Tz Diéu

n—-+00

r — 2z khi n — +o00. Do tinh lién tuc cia 7' nén z = lim x_

n—-+00

nay chimg t6 z 1a diém bat dong cta T O

Hé qua 2.3 ([6], Theorem 2.1). Cho (X,<,d) la khéng gian métric thir tw bo phén, day di va
T:X — X laanhxa lién tuc, khong giam sao cho

+1

w(d(Tx, Ty)) < p(d(x,y)) voi moi x >y,

trong do, v la ham bién thién khodng cach va ¢ :[0,+0) — [0,+0) la mét ham lién tuc
sao cho y(t) > p(t) véi moi t > 0. Néu ton tai x, € X sao cho x, < Tz, thi T c6 diém
bat déng.

. : 1 o
Chirng minh. Trong Dinh 1i 2.2, chon §-métric 1a S (z,y,2) = E[d(x,z) + d(y,z)] voi moi
z,y,z € X va sit dung Ménh dé 2.1 ta dugc diéu phai chimg minh. ]

Gia thiét lién tuc cta anh xa T trong Dinh 1i 2.3 ¢6 thé duoc thay bang gia thiét (H)
nhu sau: Néu day {z } la day khong giam trén X sao cho v, — x thi x <z véi moi
n € N. Khi d0, ta duogc dinh li sau.

Pinh li 2.4. Cho (X,<,S) la khéng gian S -métric thir tw bg phdn, day di théa man gia thiét
(HvaT:X — X ladnhxa khong giam sao cho

w(S(Tx,Tx,Ty)) < p(S(x,2,y)) voi moi z >y, (17)

trong do, w la ham bién thién khodng cich va @ : [0,+0) — [0,+00) la mét ham lién tuc
sao cho w(t) > @(t) véi moi t > 0. Néu ton tai z, € X sao cho z, <Tx, thi T cé diém

bdt déng.
Chirng minh. Lip luan tuong ty nhu trong chimg minh Dinh 1i 2.2, ta dugc diy {z } khong

giamva z — z € X. Ta s€ ching minh 7% = 2.
Tur gia thiét (H)taco r <z voimoi n € N. Khi do, str dyng (17) va Ménh dé 1.3, tacod

v(S(, .2, T2) = y(S(Tx, Tr, T2)) < p(S(z,.z,,.2)). (18)
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Cho n — 400 trong (18) va st dung tinh chét ctia ham v, ta duoc

w(5(2,2,17)) < 9(0). (19)
Tur (19) va Ménh @ 1.10, ta dugc w(S(z,2,T2)) = 0. Do 1 1a ham bién thién khoang cach
nén S(z,2,T2) =0 hay Tz = z. Do d6, 2 la diém bt dong ctia 7. [

Hé qua 2.5 ([6], Theorem 2.2). Cho (X,<,d) la khéng gian métric thir tw bg phdn, ddy dii
théa man gia thiét (H)va T : X — X la anh xq khéng giam sao cho

w(d(Tz,Ty)) < p(d(z,y)) véimoi x>y,
trong do6, v la ham bién thién khodng cdach va ¢ :[0,+0) — [0,+0) la mét ham lién tuc
sao cho y(t) > ¢(t) véi moi t > 0. Néu ton tai z, € X sao cho z, < Tz, thi T c6 diém

bdt dong.

: : 1 .

Chitng minh. Trong Dinh i 2.4, chon S -métric 1a S (z,y,2) = g[d(a:,z) + d(y,2)] voi moi
2,1,z € X va sit dung Ménh dé 2.1 ta dugc diéu phai chimg minh. [

Vi du sau dy chimg t6 diém bat dong ctia anh xa T trong Dinh 1i 2.2 va Pinh 1i 2.4 1a
khong duy nhat.
Vi du 2.6. Xét X ={(1,0),(0,1)} C R* va tht ty trén X nhu sau: (a,b) < (c,d) <
a <c¢b<d Trén X, xét §-métric S, nhu trong Ménh dé 2.1 voi d 1a khoang cach Euclid
trén R*. Khi d6, (X,S,) la khong gian S-métric ddy di. Xét anh xa Tz = z véi moi
z € X. Khi d6, T 1a 4nh xa lién tuc va (1,0) < T(1,0) = (1,0). Vi cac phan tir cia X chi so
sanh dugc v6i chinh n6 nén w(S(Tz, Tz, Ty)) < @(S(x,x,y)) véi moi z,y € X, z > y. Hon
nita, X ciing théa mén gia thiét (H). Nhu vay, cac gia thiét trong Pinh 1i 2.2 va Dinh li 2.4
dugc thoa man. Tuy nhién, 7' ¢6 hai diém bat dong 1a (0,1) va (1,0).

Dinh li sau cho ta tinh duy nht cua diém bat dong.

Pinh li 2.7. Gia su cac gia thiét trong Dinh Ii 2.2 hodac Dinh Ii 2.4 duoc thoa man va voi moi
cap x,y € X tontgi uw € X sao cho u so sanh dwoc voi x va y. Khi do

(1) T ¢6 duy nhat diém bdt déng z € X.

(2) Véimoi x € X, lim T'z = 2.

n—-+00

Chirng minh. (1) Vi anh xa 7' théa man céc gia thiét trong Pinh 1i 2.2 hodc Dinh 1i 2.4 nén
anh xa T c6 diém bat dong. Ta chi can chiing minh tinh duy nhat cua diém bat dong. Gia s
z,y la hai diém bat dong ciia T'va z = y. Khi d6, ton tai x € X so sanh dugc voi z va y.

Do tinh khong gidam ctia 7" nén 7"z so sanh dugc voi 7"z va T"y véimoi n € N. Vi T"z

so sanh dugc voi1 1"z nén

v(S(z2,T"2)) = w(S(T"2,T"2,T"2)) < p(S(T" 2,72, T" ') = p(S(2,2,T"'x)). (20)
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Ta lai co
9(S(z,2,T"'z)) <w(S(z,2,T" '7)). (21)

Tt (20), (21) va tinh chat khong giam cta ham ¢ ta suy ra S(z,2,T"z) < S(2,2,T"'z).
Do do, day {S(z,2,7"z)} la day s6 khong 4m, don diéu khong ting. Suy ra, ton tai

a > 0 sao cho

a= lim S(z,2T"z). (22)

n—-+00

Cho n — 400 trong (20), két hop véi (22) va tinh lién tuc cia ham ¢, 1), ta duoc

P(a) < ¢(a). (23)
Tir (23) va gia thiét cia ham ¢ tasuyra a = 0. Do d6

lim S(z,2,T"z) = 0. (24)

n—-+00
Vi T"x so sanh dugc voi T"y nén lap ludn tuwong tu nhu trén ta dugc

lim S(y,y,T"z) = 0. (25)

n—-+00
Tir (24), (25) va tinh duy nhat cta giéi han, ta duge y = 2.

(2) Do z,z € X nén ton tai y € X so sanh dugc véi z va z. Lap luan tuong tu voi chung
minh trong (1), ta dugc

lim S(z,2,T"y) =0 va lim S(T"z,T"z,T"y) = 0. (30)
n—-+00 n—-+00
Mit khac, theo Ménh dé 1.3 va Ménh dé 1.4, ta c6
S(z,2,T"x) <28(z,2,T"y) + S(T"x, T"x, T"y). (31)

Cho n — 400 trong (31) va két hop véi (30), ta duge
lim S(z,2,7"z) =0 hay lim 7"z = z. ]

n—-+400 n—+00

H¢ qua 2.8 ([6], Theorem 2.3). Gia sur cdc gia thiét trong Hé qud 2.3 hodc Hé qud 2.5
dwoc théa man va véi méi cip =,y € X ton tai v € X sao cho u so sanh dwoc véi © va

y. Khi do
(1) T ¢6 duy nhdt diém bdt dong z.
(2) Véiméi z € X, lim T'z = 2

n—-+o0o

Chirng minh. Trong Dinh 1i 2.7, chon S-métric 1a S, (z,y,2) = %[d(az, z) + d(y, z)] voi moi

z,y,2 € X va str dung Ménh dé 2.1 ta dugc diéu phai ching minh. ]
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Cudi cung, chiing t6i xdy dung hai vi du minh hoa cho Pinh 1i 2.4 va Dinh li 2.7. Dng
thoi, Vi du 2.9 con ching to Pinh li 2.4 manh hon [7, Theorem 3.1].

Vi du 2.9. Trén X ={-3,—1,0,2,4}, xét S-métric xac dinh boi S(z,y,2) = |z — 2|+
ly — 2|. Khid6, (X,S) la khong gian S -métric day du. Trén X, xét thir tu bo phan nhur sau
z <y trén Xnéu z,y € {—3,-1,0} va 2 <y trén R.

Trén X, xétanhxa 7' nhusau 7'(—3) =T(-1)=T70=0, T2 =—1,74 = —3. Khi do

S(T2,T2,T4) = S(—1,-1,-3)=2]—1+ 3| =4,
S(2,2,4) = 24 — 2|=A4.

Do d6, khong ton tai L €[0,1) d& S(T2,T2,T4) < L.5(2,2,4). Suy ra, T khong thoéa man
diéu kién cua [7, Theorem 3.1]. Do d6, ta khong thé ap dung [7, Theorem 3.1] cho anh xa 7.
Mit khac, T' 1a 4nh xa don di¢u khong giam, 0 < 70 =0 va véi {z_} la diy khong gidm,
hoi tu vé z thi r <. Déng thoi, voi x,y so sanh dugc véi nhau thi z,y € {—3,—1,0}.
Do do

w(S(Tx, Ta,Ty)) = w(0) = 0 < (S(2, 2,y))-

Nhu vy, cac gia thiét caa Pinh 1i 2.4 déu dugc théa man. Hon nita, 0 1a diém bat dong duy
nhat cua anh xa T'.

Vi du 2.10. Xét X = [0,1] 1a khong gian S -métric ddy di v6i thir ty thong thuong trén R

va S-métric xac dinh boi S(z,y,2) = |z — 2[+|y — 2| voi moi z,y,z € X. Xét anh xa
1 .. . . .

Tx = Esinx voi moi x € X va hai ham ¢(t) = t,p(t) = % voi moi ¢ € [0,+00). Khi do,

T 13 4nh xa lién tuc, don dié¢u khong giam, 0 < 70 = 0, () > ¢(t) véi moi t > 0. Pong
thoi, voi moi z,y € X tacd

(S(Tx, T, Ty)) = Y(|sinz —siny)) = [sinz —siny| < o(5(z,2,y)) = ¢z —y) = |z —y/.

Mit khac, voi moi cip r,y € X déu ton tai z € X sao cho z so sanh dugc véi z va Y.
Nhu vy, cac gia thiét ciia Dinh 1i 2.7 déu dugc théa man. Hon nita, 0 13 diém bat dong duy
nhat ciia anh xa 7.
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Summary

In this paper, we state some fixed point theorems in a partially ordered S -metric space
and show that the fixed point theorems in [6] may be obtained from these theorems. Also, we
give some examples to illustrate the results.
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