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Tóm tắt 

Trong bài báo chúng tôi đi nghiên cứu điều kiện tối ưu cần cấp hai cho bài toán tối ưu vectơ không 

trơn có các ràng buộc tập, nón và đẳng thức dựa vào khái niệm đạo hàm theo phương cấp hai liên tục 

trong không gian Banach thực. Với mục đích trên, chúng tôi cung cấp một số khái niệm cho các nghiệm 

hữu hiệu yếu của bài toán và trình bày một số đặc trưng về tính khả vi hai lần theo phương cho lớp hàm 

giá trị thực. Dưới các giả thiết phù hợp, một số điều kiện tối ưu cần cấp hai cơ bản và đối ngẫu dạng Fritz 

John cho nghiệm hữu hiệu yếu địa phương của bài toán được cung cấp. Điều kiện tối ưu cấp hai thu được 

trong bài báo là mới hoặc cải thiện các kết quả đã biết trong những năm gần đây. 

Từ khóa: Bài toán tối ưu vectơ không trơn, các điều kiện tối ưu cần cấp hai, các nghiệm hữu hiệu 

yếu, đạo hàm theo phương liên tục hai lần. 
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Abstract 

In the paper we study second-order necessary optimality conditions for a nonsmooth vector 

optimization problem with set, cone and equality constraints based on the concept of twice continuously 

directional derivatives in real Banach spaces. For the purpose above, we provide some concepts for 

weakly efficient solutions to such problem and present some characterizations on twice continuously 

directional differentiabilities for the class of real-valued functions. Under suitable assumptions, some 

primal and Fritz John-type dual second-order necessary optimality conditions for the locally weakly 

efficient solutions of such problem are provided as well. The second-order optimality conditions obtained 

are new or improve some recent existing ones in the literature. 

Keywords: Nonsmooth vector optimization problems, second-order necessary optimality conditions, 

weakly efficient solutions, twice continuously directional derivatives.  
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1. Mở đầu 

Tối ưu hoá vectơ là một lĩnh vực năng động 

được quan tâm nghiên cứu nhiều trong thời gian 

gần đây bởi nhiều nhà khoa học trong nước và 

quốc tế (xem Bonnans & cs. (1999); Constantin 

(2011, 2021); Ginchev & Ivanov (2008); Ivanov 

(2015); Jiménez & Novo (2003, 2004); Liu (1991); 

Luu (2018); Rockafellar (1970); Su (2020); 

Bonnans & Shapiro (2000) và danh mục các tài liệu 

trích dẫn trong đó). Giữa các khía cạnh khác nhau 

như sự tồn tại nghiệm, độ nhạy nghiệm, cấu trúc 

tập nghiệm và thuật toán thì điều kiện tối ưu được 

nhiều nhà nghiên cứu tiến hành do sự ứng dụng 

rộng rãi của chủ đề trong khoa học toán học, kinh 

tế, kỹ thuật... Bonnans & cs. (1999) dẫn điều kiện 

tối ưu cấp hai cho bài toán tối ưu vectơ có ràng 

buộc theo các tập tiếp xúc cấp hai dạng Parabolic; 

Constantin (2011) cung cấp điều kiện tối ưu cấp hai 

cho bài toán tối ưu có ràng buộc theo các phương 

tiếp xúc với dữ liệu Lipschitz địa phương; Liu 

(1991) thiết lập điều kiện tối ưu cấp hai cho các 

nghiệm không trội trong bài toán quy hoạch đa 

mục tiêu suy rộng với dữ liệu thuộc lớp hàm C1,1. 

Đặc biệt, đối với một lớp bài toán tối ưu vectơ 

không có ràng buộc đẳng thức, thậm chí không có 

ràng buộc tập (chỉ có ràng buộc bất đẳng thức tổng 

quát hay ràng buộc nón), Ginchev và Ivanov (2008) 

thu được điều kiện tối ưu cấp hai cho bài toán tối 

ưu vectơ trừ ràng buộc đẳng thức với dữ liệu thuộc 

lớp hàm C1; Ivanov (2015) xây dựng điều kiện tối 

ưu cấp hai cho lớp bài toán tối ưu vectơ với dữ liệu 

khả vi Fréchet và chuẩn hóa ràng buộc cấp hai; 

Jiménez & Novo (2003, 2004) hiển thị điều kiện tối 

ưu cấp hai cho cực tiểu chặt trong lớp bài toán tối 

ưu không trơn và khả vi dựa trên các tập tiếp xúc 

cấp hai.  

Để nghiên cứu điều kiện tối ưu cần cho các 

kiểu nghiệm tối ưu của bài toán tối ưu vectơ, đạo 

hàm theo phương (hướng) được sử dụng nhiều 

trong thời gian gần đây, chẳng hạn, Luu (2018) 

cung cấp điều kiện tối ưu cần và đủ cấp hai cho bài 

toán tối ưu đa mục tiêu sử dụng công cụ đạo hàm 

theo hướng cấp hai kiểu Páles-Zeidan kết hợp với 

các chuẩn hóa ràng buộc cấp hai; Su (2020) thiết 

lập các điều kiện tối ưu cần và đủ cấp hai cho tính 

hữu hiệu của lớp bài toán cân bằng vectơ ngoài 

ràng buộc đẳng thức dựa trên công cụ đạo hàm theo 

hướng đa trị với một lớp hàm ổn định. Tuy nhiên, 

kết quả thu được về điều kiện tối ưu cần cấp hai 

theo công cụ đạo hàm theo phương khả vi hai lần 

cho nghiệm hữu hiệu yếu của bài toán vẫn còn ít. 

Đây là lý do chính để chúng tôi sử dụng công cụ 

đạo hàm theo phương này cho công việc nghiên 

cứu điều kiện tối ưu cần cấp hai đối với bài toán tối 

ưu vectơ không trơn với đầy đủ các ràng buộc tập, 

bất đẳng thức tổng quát (nón) và đẳng thức.   

Dựa trên sự hiểu biết của chúng tôi đối với 

lớp hàm khả vi liên tục theo phương hai lần trong 

trường hợp đơn trị, điều kiện tối ưu cần cấp hai cho 

tính hữu hiệu của bài toán tối ưu vectơ có đầy đủ 

các ràng buộc (tập, nón, đẳng thức) vẫn chưa được 

xem xét cẩn thận trong thời gian gần đây và nhiều 

kết quả quan trọng của chúng về tính tối ưu cần cấp 

hai liên quan đến đạo hàm theo phương đã bị bỏ 

qua. Vì vậy, việc thiết lập điều kiện tối ưu cần cấp 

hai cho nghiệm hữu hiệu yếu của bài toán tối ưu 

vectơ đầy đủ các ràng buộc là hữu ích trong bài báo 

này. Chú ý đạo hàm theo phương liên tục hai lần là 

công cụ tốt để thiết lập điều kiện tối ưu cần cấp hai 

cho lớp các bài toán tối ưu vectơ không trơn bởi vì 

công cụ đạo hàm theo phương cấp hai xét về mặt 

tính toán thì dễ dàng thực hiện, có thể vận dụng 

linh hoạt và tiện lợi hơn các công cụ dưới vi phân 

trừu tượng khác, chẳng hạn dưới vi phân Clarke, 

dưới vi phân Fréchet, dưới vi phân Mordukhovich... 

Với các lý do nêu trên, chúng tôi sử dụng 

công cụ đạo hàm theo phương khả vi hai lần cấp 

hai để xây dựng các điều kiện tối ưu cần cấp hai 

cho nghiệm hữu hiệu yếu địa phương của bài toán 

tối ưu vectơ có ràng buộc không trơn. Kết quả thu 

được trong bài báo là công cụ tốt để làm việc với 

các điều kiện tối ưu cấp hai dạng đối ngẫu và các 

mô hình đối ngẫu cho lớp bài toán tối ưu vectơ 

không trơn có đầy đủ ràng buộc trong tương lai và 

cơ sở để đề xuất thuật toán giải bài toán sau này. 

2. Bài toán tối ưu vectơ 

2.1. Ký hiệu 

Cho một không gian Banach X với không gian 

đối ngẫu tôpô của nó ký hiệu là X* và cho một tập 

con không rỗng tùy ý .A X  Phần trong, bao 

đóng, bao lồi và bao nón của tập A được ký hiệu 

tương ứng bởi intA, A , coA, coneA,  ở  đây

 : 0, .coneA ta t a A    Một dãy các số thực 

dương  nt  có giới hạn bằng 0 được ký hiệu bởi 

0 .nt
  Số phần tử của tập A ký hiệu là A  và nón 

đối ngẫu của tập A định nghĩa là 

 * | , 0 .A X a a A        
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Cho tùy ý các vectơ ,w,v x  thuộc X.   

Định nghĩa 2.1.1.  Ta nói v với liên kết w nếu  
2

2
0

w,
2

lim 0.
t

t
d x tv A

t

 
  

 
  

Chú ý 1:  w được gọi là vectơ tiếp xúc cấp hai 

đối với tập A tại vectơ .x   

Định nghĩa 2.1.2. Nón tiếp xúc cấp một và 

cấp hai đối với tập A tại vectơ x A  được định 

nghĩa tương ứng là: 

    , | : 0,T A x v X X    
 

sao cho 

 
0

lim 0
t

t


  và   ( ) , 0 ,x t v t A t      

    2 , w | , : 0,T A x X v X X       sao cho 

 
0

lim 0
t

t


  và  21
w ( ) , 0 .

2
x tv t t A t


      


                                                                           

Chú ý 2:  Dễ dàng thấy rằng các nón tiếp 

xúc cấp một và cấp hai đều chứa gốc tọa độ O.  

Chú ý  ,T A x  là một nón đóng trong X và 

 2 ,T A x  là một nón trong X (xem Constantin 

(2021)). Trong trường hợp vectơ v liên kết w 

ta luôn có các quan hệ  ,v T A x  và 

 2 , .w T A x  

2.2. Định nghĩa 

Cho X, Y, Z, W là các không gian Banach thực 

với một chuẩn .  (ở đây không có sự nhầm lẫn 

xảy ra), không gian đối ngẫu tôpô của X, Y, Z, W 

tương ứng là X*, Y*, Z*, W*. Cho một tập con tùy 

ý C khác rỗng của X, một nón lồi đóng có phần 

trong khác rỗng Q trong Y và một nón lồi đóng S có 

phần trong khác rỗng trong Z. Xét các ánh xạ giá trị 

vectơ sau: 

: , : , : W.f X Y g X Z h X    

Bài toán tối ưu vectơ không trơn có các ràng 

buộc tập, nón và đẳng thức (PC) được định nghĩa là:  

( )

( )

( ) 0

x X

min f x

g x S

saocho h x

x C





 
 

 
  

 

Ký hiệu K tập chấp nhận được của bài toán 

(PC), nghĩa là 

    : , 0 .K x C g x S h x     

Định nghĩa 2.2.1.  

(i) Mỗi vectơ x K  được gọi là chấp nhận 

được của bài toán (PC). 

(ii) Mỗi vectơ x K  được gọi là một 

nghiệm hữu hiệu yếu của bài toán (PC) nếu với 

mọi x K  ta có 

    intf x f x Q  . 

(iii) Mỗi vectơ x K  được gọi là một 

nghiệm hữu hiệu yếu địa phương của (PC) nếu 

tồn tại hình cầu mở tâm x  bán kính

  0 ,B x   sao cho với  , ,x K B x    ta có   

    intf x f x Q   

Chú ý 3: Nếu vectơ x K  là một nghiệm hữu 

hiệu yếu của (PC), thì  cũng là một nghiệm hữu 

hiệu yếu địa phương của (PC). Đặc biệt, trong 

trường hợp [0, ),Q    mối quan hệ

    intf x f x Q   tương đương với bất đẳng 

thức    .f x f x  

Ký hiệu:   : ( ) 0 .H x X h x    

Theo định nghĩa 2.1.2., ta luôn có 

      2 2 2, , , .T H x T C x T H C x      (*) 

Tuy nhiên, do C là tập tùy ý trong X nên bao 

hàm thức ngược lại không đúng trong trường hợp 

tổng quát. Trường hợp C mở và C H  mở,    

hiển nhiên  

   2 2, , .T C x T C H x X    

Do đó, bao hàm thức ngược lại của (*) luôn 

được thỏa mãn. Trong bài toán tối ưu (PC), không 

phải lúc nào tập C và C H  cũng mở, nên để 

thuận tiện trong công việc nghiên cứu, chúng tôi đề 

xuất chuẩn hóa ràng buộc cấp hai (CQ) sau:  

Định nghĩa 2.2.2. Ta nói điều kiện chuẩn hóa 

ràng buộc cấp hai (CQ) cho bài toán (PC) được 

thỏa mãn tại vectơ x C H   nếu  

x
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     2 2 2, , , .T H x T C x T H C x   

Với chuẩn hóa ràng buộc cấp hai (CQ), ta có 

đẳng thức đúng: 

     2 2 2, , , .T H x T C x T H C x   

Định nghĩa cơ bản về đạo hàm theo phương 

được trích từ tài liệu Rockarfellar (1970): 

Định nghĩa 2.2.3. Cho ánh xạ :f X Y  và 

, .x v X  Khi đó: 

(i) Đạo hàm theo phương cấp một của  f  tại x  

theo phương v được xác định bởi 

  
   

0
lim .
t

f x tv f x
Df x v

t

 
  

Nếu giới hạn trên tồn tại theo mọi phương v 

thì  f  gọi là khả vi theo phương tại .x  

(ii) Đạo hàm theo phương cấp hai của f tại 

vectơ x  theo phương v được xác định bởi 

  
      

2

2
0

lim .

2

t

f x tv f x tDf x v
D f x v

t

  
  

Nếu giới hạn trên tồn tại theo mọi phương v thì f  

gọi là khả vi hai lần theo phương tại .x  

(iii) Ta nói rằng f  khả vi theo phương liên tục 

hai lần tại x  nếu các đạo hàm cấp một và cấp hai 

   2. , .Df D f  liên tục tại .x  

Chú ý 4:  Theo Rockafellar (1970) ta được  

     , 0.Df x su sDf x u s    

và nếu thêm giả thiết đạo hàm Df(.) liên tục tại 

vectơ x  thì với tùy ý , ,x u v  thuộc X: 

        .Df x u v Df x u Df x v    

3. Đặc trưng cấp hai 

Vận dụng kết quả trong Chú ý 4 ta nhận được 

một số đặc trưng cấp hai liên quan đến đạo hàm 

theo phương như sau: 

Mệnh đề 3.1. Cho ánh xạ khả vi liên tục hai 

lần theo phương :f X Y tại vectơ x X  và cho 

các vectơ , .u v X  Khi đó: 

(i)      2 2 2 , 0.D f x su s D f x u s    

(ii)
 

        2 2 2 .D f x u v D f x u D f x v    

(iii)     
2

2

t
f x tu v f x tDf x u
 

     
 

   

      
2

2

2

t
Df x v D f x u +  2 0,o t t   

ở đây  
2

2
0

( )
lim 0.
t

o t

t
  

Chứng minh: 

Theo định nghĩa đạo hàm theo hướng với 

mọi số thực 0s  ,  ta có 

  
      

         

 

  

2

2
0

2
0

2

2 2

lim

2

lim

2

.

t

t

f x tsu f x tDf x su
D f x su

t

f x ts u f x ts Df x u

st

s

s D f x u









  


  




 

Hiển nhiên (i) đúng trong trường hợp và 

do đó (i) đúng với mọi 0.s   

(ii) Tương tự như chứng minh trong trường 

hợp (i) ta có: 

  

      

2

2
0

( )
lim

2

t

D f x u v

f x t u v f x tDf x u v

t



    


 

          
2

0
lim

2

t

f x tu tv f x t Df x u Df x v

t

    
  

      
2

0
lim

2

t

f x tu tv f x tu tDf x v

t


    

 




 

+ 
      

2

2

f x tu f x tDf x u

t


   






 

0s 
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=      2 2

0
lim
t

D f x tu v D f x u


   

=      2 2 .D f x u D f x v  

(iii)   Sử dụng tính khả vi liên tục hai lần của 

ánh xạ  f  tại x X  và sau đó kết hợp (i), (ii) và
  2

2
0

( )
lim 0,
t

o t

t
  ta có khai triển Taylor đến cấp hai: 

 
 

  

2

2

2

2

2 1

( )
2

t v
Df x tu

t
f x tu v f x

Df x tu
o t

 
 

   
    

 

 

 

    

        

2

2 2

2

.

t
f x tDf x u

Df x v D f x u o t

  

 

 

Điều phải chứng minh.                                

Chú ý 5: Công thức (iii) được gọi là khai triển 

Taylor đến cấp hai của hàm số khả vi liên tục theo 

phương f  tại x X và biểu thức  2o t được gọi là 

vô cùng bé bậc cao hơn so với 
2t trong quá trình 

0 .t   

Trường hợp f  khả vi liên tục Fréchet hai lần 

tại ,x X  ta có từ công thức (iii): 

    

        

2

2
2 2

2

0,
2

t
f x tu v f x t f x u

t
f x v f x u o t t

 
     

 

     

 

ở đây  
2

2
0

( )
lim 0,
t

o t

t
  các đạo hàm Fréchet cấp một 

và cấp hai của hàm f  tại điểm x X được ký hiệu 

tương ứng bởi  f x  và  2 .f x  

Để nghiên cứu điều kiện tối ưu cần cấp hai 

cho nghiệm hữu hiệu yếu địa phương của bài toán 

(PC), chúng ta gọi lại mệnh đề sau (xem Constantin 

(2011)): 

Mệnh đề 3.2. Giả sử rằng: 

(a)  : : ( ) 0 .x H x X h x     

(b) h là hàm khả vi Fréchet liên tục đến   

cấp hai trong một lân cận của điểm .x  

(c)   :h x X W   là toàn ánh tuyến tính.  

Khi đó,  2 ,T H x   với vectơ liên kết  

 ,u T H x   khi và chỉ khi    

  

     2

0

, 0

h x u

h x h x u u

 


  


 

Mệnh đề 3.3. (Su (2020)) Cho dãy số thực 

dương  nt  với 0nt
  và giả sử .z S  

Nếu tồn tại  2
lim intn

n
n

z z
cone S z

t


  , thì 

dãy  nz S   với mọi số nguyên dương n đủ  lớn. 

4. Điều kiện tối ưu cần cấp hai cho nghiệm 

hữu hiệu yếu 

Xét bài toán tối ưu vectơ không trơn có ràng 

buộc (PC) được xác định như trong tiểu mục 2.2. 

Cho ngắn gọn, từ đây ta quy ước bất kỳ 

 2 ,T H x   có vectơ liên kết  ,u T H x  nếu 

không có phát biểu khác.  Đặt  

  ˆ ,cone SS g x   

 ( ) : ( )( ) 0 .K H u X h x u     

Khi đó, ta có ˆ ˆ ˆint intS S S   do Ŝ  là một 

nón lồi đóng với ˆint S  khác rỗng.  Cho trước 

 2 , ,T H x    ta ký hiệu  

 

     

     
 

        

22

2

2

2 2

: 0, ,

,
int 0

1

2

: , 0 , ,

v X Df x u Dg x u S

o tK C x
Dg x v D g x u S t

t

v X h x v h x u u T C x

   
 
 

  
     

 
 

   

 

        

        

2

2 2

, : 0,

: , 0 , .

K C x v X Df x u Dg x u S

v X h x v h x u u T C x

   

   

 

Hiển nhiên    
22 , , .K C x K C x   Do đó, nếu 

 2 ,K C x  khác rỗng thì  
2

,K C x  cũng khác rỗng. 
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Tiếp theo chúng tôi đưa ra điều kiện để  2 ,K C x  

khác rỗng. Đặt 

    1
ˆ: int , 0 .K Sx C g x h x     

Mệnh đề 4.1. Cho 1x K  và bất kỳ

 2

1,T K x   có vectơ liên kết 

 1, ker ( )(.) ker ( )(.).u T K x Df x Dg x   Nếu f, g 

khả vi liên tục hai lần theo phương tại x ; h là hàm 

khả vi Fréchet liên tục đến  cấp hai trong một lân 

cận của điểm x  với   :h x X W  là toàn ánh 

tuyến tính, thì  2 ,K C x   và  
2

, .K C x   

Chứng minh: 

Vì 1x K  nên  1,T K x   và theo giả thiết 

ban đầu ta luôn tìm được vectơ 

 1, ker ( )(.) ker ( )(.)u T K x Df x Dg x    sao cho 

 2

1, .T K x   Bởi vì 
1K H C   nên 

       2 2 2 2

1, , , , .T K x T H C x T C x T H x   

 Do đó  2 ,T C x   có vectơ liên kết  , ,u T H x  

áp dụng Mệnh đề 3.2 trên ta suy ra rằng

     2 , 0,h x v h x u u    hay 

        2 2, : , 0 .v T C x v X h x v h x u u      

Ta có nón lồi đóng S chứa 0 và 

ker ( )(.) ker ( )(.)u Df x Dg x  nên theo định nghĩa 

nhân của ánh xạ ta được   

     0, .Df x u Dg x u S   Ta  chứng minh

 2 , ,v K C x  hay tương đương với

     
 2

2

2
int

2

o t
Dg x v D g x u S

t
    với mọi   

t > 0. Vì  2

1,T K x   nên ta tìm được một ánh xạ 

 : 0, X    thoả mãn  
0

lim 0
t

t


  và không 

mất tính tổng quát với mọi  t > 0  đủ nhỏ ta giả sử rằng  

  
2

1.
2

t
x tu t v K     

Do   ker .u Dg x  suy ra    0,Dg x u   

0 S kéo theo      ˆ.g x cone S Sg x    Sử dụng 

Mệnh đề 3.1 trên, với mọi 0:t   

𝐷𝑔(𝑥)(𝑣) + 𝐷2𝑔(𝑥)(𝑢) +
𝑜(𝑡2)

𝑡2

2

 

=

𝑔(𝑥 + 𝑡𝑢 +
𝑡2

2
(𝛾(𝑡) + 𝑣)) − 𝑔(𝑥) − 𝑡𝐷𝑔(𝑥)(𝑢)

𝑡2

2

 

=

𝑔(𝑥 + 𝑡𝑢 +
𝑡2

2
(𝛾(𝑡) + 𝑣)) − 𝑔(𝑥)

𝑡2

2
∈ − 𝑖𝑛𝑡 𝑆⏜ − 𝑔(𝑥) 

⊂ −𝑖𝑛𝑡 �̂� − �̂� 
= −𝑖𝑛𝑡 �̂�. 

Vậy  2 ,v K C x  suy ra  
2

,v K C x  và chúng ta 

kết thúc chứng minh mệnh đề.                             

Bây giờ chúng tôi cung cấp điều kiện tối ưu 

cần cấp 2 cho nghiệm hữu hiệu yếu địa phương của 

bài toán (PC): 

Định lý 4.1. Giả sử các giả thiết (a), (b) và (c) 

trong Mệnh đề 3.2 được thỏa mãn và chuẩn hóa 

ràng buộc cấp hai (CQ) cho bài toán (PC) đúng tại 

.x K  Giả sử các ánh xạ f, g khả vi liên tục hai lần 

theo phương tại .x  Nếu vectơ x K  là một 

nghiệm hữu hiệu yếu địa phương của bài toán (PC) 

thì với mọi phương chấp nhận được  2 ,v K C x  

với liên kết  u K H  ta có  

     2 int .Df x v D f x u Q          (1) 

Chứng minh:  

Ta có  u K H  kéo theo    0h x u  và

 2 ,K C x  suy ra      2 , 0.h x v h x u u  

Áp dụng Mệnh đề 3.2 ta được vectơ  2 ,T H x   

vì vectơ  ,u T H x  dựa theo Jiménez và Novo, 

2003. Theo giả thiết ban đầu  2 ,v K C x chúng ta 

suy ra rằng     2 2, , .v T C x T H x   Áp dụng 

chuẩn hóa ràng buộc cấp hai (CQ) cho bài toán 
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(PC) thỏa mãn tại x K  ta được 

 2 , .v T C H x   Ta có vectơ chấp nhận được x  

là một nghiệm hữu hiệu yếu địa phương của bài 

toán (PC), khi đó tồn tại một hình cầu mở 

 : ,U B x   thoả mãn  

    int ( )f x f x Q x K U     .       (2) 

Từ quan hệ  2 ,v T C H x   suy ra tồn tại 

một ánh xạ  : 0, X    thoả mãn  
0

lim 0
t

t


  

và không mất tính tổng quát với mọi  t > 0  đủ nhỏ 

ta giả sử rằng  

  
2

.
2

t
x tu t v C H U               (3) 

Vì ánh xạ g khả vi liên tục hai lần theo 

phương tại , lại áp dụng Mệnh đề 2.2 (iii), với tùy 

ý 0t    ta có 

    
2

2

t
g x tu v g x tDg x u
 

    
 

 

+         
2

2 2

2

t
Df x v D g x u o t  ,  

ở đây  2 2/ 0o t t   khi 0 .t   

Từ các quan hệ 

     2 ˆint ,Dg x v D g x u S   

  
 ,

Dg x u
S g x S

t
   ta được: 

 
2

2
0

2 ˆlim int
t

S

t
g x tu v g x

t

 
   

 
  

do giới hạn bên trái bằng với 

  

      

  

21

2

ˆint .

Dg x v D g x u

Dg x u

t
S



 

 

Vậy   
2

2

t
g x tu v S
 

   
 

  (4)   với bất kỳ 

số dương  t> 0  đủ bé.   

Kết hợp (2), (3), (4) và sử dụng khai triển 

Taylor đến cấp hai của hàm f tại x  ta được 

        2 2
Df x v D f x u Df x u

t
    

                +  

 
2

2
0

2
lim

2

t

t
f x tu v f x

t

 
   

   

               =  

 
2

2
0

2
lim

2

t

t
f x tu v f x

t

 
   

   

               \ int .Y Q   

Vậy quan hệ (1) đúng và kết thúc chứng minh 

định lý.                                                               

Định lý 4.2. Giả sử các giả thiết (a), (b) và (c) 

trong Mệnh đề 3.2 được thỏa mãn và chuẩn hóa 

ràng buộc cấp hai (CQ) cho bài toán (PC) đúng tại 

.x K  Giả sử các ánh xạ f, g khả vi liên tục hai lần 

theo phương tại .x   Nếu vectơ  là một 

nghiệm hữu hiệu yếu địa phương của bài toán (PC) 

thì với mọi hướng chấp nhận được  
2

,K C x   

với liên kết   ,u K H  ta có  

            2 2,Df x v D f x u Dg x v D g x u   

             ∉ (− 𝑖𝑛𝑡 𝑄) × (− 𝑖𝑛𝑡 �̂�),                 (5) 

ở đây   ˆ : .cone SS g x   

Chứng minh: Nếu xảy ra trường hợp 

     2 ˆint ,Dg x v D g x u S   thì quan hệ (5) 

hiển nhiên được thoả mãn. Ngược lại, theo cách 

xây dựng của tập  
2

,K C x  và suy ra từ giả thiết 

 
2

,K C x   rằng  2 , .K C x    Áp dụng Định lý 

4.1, ta có quan hệ (1) đúng và điều này kéo theo 

quan hệ không phụ thuộc (5) cũng đúng và điều 

này kết thúc chứng minh định lý.                         

Cuối cùng, chúng tôi cung cấp điều kiện tối 

ưu cần cấp hai kiểu Fritz John sau: 

Định lý 4.3. Giả sử các giả thiết (a), (b) và (c) 

trong Mệnh đề 3.2 được thỏa mãn và chuẩn hóa 

x
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ràng buộc cấp hai (CQ) cho bài toán (PC) đúng tại 

.x K  Giả sử các ánh xạ f, g khả vi liên tục hai lần 

theo phương tại .x   Nếu vectơ x K  là một 

nghiệm hữu hiệu yếu địa phương của bài toán (PC) 

thì với mọi hướng chấp nhận được  
2

,K C x   

với liên kết   ,u K H  tồn tại các cặp 
1 2, Q    

và 
1 2, ,S    chúng không đồng thời bằng 0 thoả 

mãn 

     

     

   

2

1 2

2

1 2

1 2

0 (6)

0, 0 (7)

Df x v D f x u

Dg x v D g x u

g x g x

 

 

 

 


  


  


 

Chứng minh:  

Áp dụng Định lý 4.2 ta có quan hệ (5) đúng. 

Sử dụng một định lý tách mạnh (Rockarfellar 

(1970)) cho hai tập hợp rời nhau gồm tập compact 

và tập tích có phần trong khác rỗng, khi đó tồn tại 

     , \ 0,0Q S     với   0g x   thỏa mãn 

            2 2 0Df x v D f x u Dg x v D g x u




 
   

 
 

tương đương 

             2 2 0.Df x v D f x u Dg x v D g x u    

Chọn 
1 2 1 2,          ta đi đến kết quả (6) và 

(7) và điều này kết thúc chứng minh định lý.                                                          

Để khép lại bài báo, chúng tôi đề xuất một ví 

dụ minh hoạ cho Định lý 4.3: 

Ví dụ 1: Xét bài toán tối ưu vectơ (PC) có đầy 

đủ các ràng buộc tập, nón, đẳng thức với 

W ,X Z R    2 ,Y R  2 ,Q R  ,S R

 1, 1C    và 0.x   

Định nghĩa hàm mục tiêu 2:f R R  cho bởi 

 1 2, ,f f f  trong đó:  

 1

os - sin
, ( 0)

0 , ( 0)

xc x x
x

f x x

x




 
 

 

 

2

2

sinx
1 , ( 0)

0 , ( 0)

x
f x x

x

  
      




 

và các hàm ràng buộc 

:g R R  cho bởi     2g x x x x R    , 

:h R R  cho bởi    2h x x x x R    . 

Ta có tập chấp nhận được có dạng 

  

  
 

2

: , ( ) 0

1,1 : 0

0, 1 .

K x C g x S h x

x x x

   

    



 

Chọn  
1

, 0, ,
2

B x B
 

  
 

 suy ra  

          
1

0, 0 .
2

K B
 

 
 

 

Ta có với mọi 
1

0, ,
2

x K B
 

  
 

  

       

  2

0

0,0 int

f x f x f x f

R

  

 
  

Theo Định nghĩa 2.2.1, 0x   là nghiệm hữu 

hiệu yếu địa phương của bài toán (PC) và thêm 

nữa,  , ,u v R    ta có  khả vi hai lần theo 

phương tại  và h khả vi hai lần Fréchet tại .x  Do 

  :h x R R   là toàn ánh và hơn nữa 

  

1 2

2 2 2

1 2

2 2 2 2

(0)( ) (0)( ) 0,

(0)( ) , (0)( ) ,

2
(0)( ) (0)( ) ,

3

(0)( ) 2 , 0 2 .

Df v Df v

Dg v v h v v

D f u D f u u

D g u u h u u

 

   

  

   

 

Theo Định lý 3.3  
2

,v K C x   với vectơ 

liên kết ( )u K H  tồn tại các số thực
2

1 2 1 2, , , ,R R      tất cả chúng không đồng 

thời bằng không thỏa mãn 

     

     

   

2

1 2

2

1 2

1 2

0 (8)

0 (9)

Df x v D f x u

Dg x v D g x u

g x g x

 

 

 

 


  


  


 

Thật vậy ta chọn  1 2

1
1,1 , ,2 ,

2
 

 
   

 

1 2

1
0,

4
    và được kết quả 
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     

     

 

 

   

2

1 2

2

1 2

2 2

2 2

1 2

1 2 2
1.0 1.0 2.

2 3 3

1 1
0. 2 0,

4 2

1
0.0 0, .0 0.

4

Df x v D f x u

Dg x v D g x u

u u

v u u

g x g x

 

 

 







 

   
       

  
  
      

 

    


 

Vậy bất đẳng thức và đẳng thức  (8) và (9) 

cùng thỏa mãn. Điều phải kiểm tra. 

5. Kết luận 

Trong bài báo, chúng tôi đã thiết lập được các 

điều kiện tối ưu cần cấp hai dạng cơ bản và dạng 

đối ngẫu kiểu Fritz John cho các nghiệm hữu hiệu 

yếu địa phương của bài toán tối ưu vectơ không 

trơn có đầy đủ các ràng buộc (PC) dựa trên công cụ 

của đạo hàm theo phương cấp một và cấp hai với 

lớp hàm khả vi liên tục hai lần theo phương tại 

nghiệm chấp nhận được. Kết quả nhận được trên 

vẫn còn đúng đối với nghiệm hữu hiệu yếu cho bài 

toán (PC). Bên cạnh, một số đặc trưng cấp hai cho 

lớp hàm liên quan cũng được thiết lập phù hợp với 

mục đích ứng dụng của công thức khai triển Taylor 

đến cấp hai nhằm mục đích phục vụ cho quá trình 

chứng minh các kết quả của bài báo. Một ví dụ 

cũng được cung cấp để mô tả định lý đối ngẫu dạng 

Fritz John. 

Lời cảm ơn: Tác giả chân thành cảm ơn đến 

phản biện đã đọc bản thảo cẩn thận và đưa ra các 

nhận xét cùng với một số đề xuất phù hợp giúp tác 

giả điều chỉnh bản thảo tốt hơn.  
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