
Chuyên san Khoa học Tự nhiên 

 

94 

XÂY DỰNG HỆ THỨC LƯỢNG TRONG TỨ GIÁC NỘI TIẾP ĐƯỜNG TRÒN  

VÀ MỘT SỐ ÁP DỤNG 

Nguyễn Thị Thanh Trim
1, 2*

 và Trần Văn Sự
1 

1
Trường Đại học Sư phạm - Đại học Đà Nẵng, Đà Nẵng, Việt Nam 

2
Trường Trung học phổ thông Phạm Phú Thứ, thành phố Đà Nẵng, Việt Nam 

*
Tác giả liên hệ: Nguyễn Thị Thanh Trim, Email: bimnguyen2710@gmail.com 

Lịch sử bài báo 

Ngày nhận: 04/02/2024; Ngày nhận chỉnh sửa: 28/3/2024; Ngày duyệt đăng: 30/3/2024 

 

Tóm tắt 

Bài viết xây dựng các hệ thức lượng cho một tứ giác nội tiếp đường tròn. Công thức của 

Brahmagupta về tính diện tích của tứ giác nội tiếp được giới thiệu và chứng minh chi tiết. Sau đó, chúng 

tôi xây dựng các công thức lượng giác để tính các góc của một tứ giác nội tiếp trong đường tròn như công 

thức tính sin, công thức tính cosin và một số công thức tính chiều cao liên quan.  Bên cạnh đó một số công 

thức tính diện tích của tam giác, hình bình hành, hình thoi, hình chữ nhật và hình vuông được mô tả lại 

như một áp dụng trực tiếp công thức dạng Brahmagupta. Một số ví dụ minh họa cho các bài toán 

liên quan đến tứ giác nội tiếp đường tròn được đề xuất để áp dụng các kết quả đạt được.   

Từ khóa: Diện tích, tứ giác nội tiếp, đường tròn ngoại tiếp, hệ thức lượng, góc. 
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Abstract 

This study is to construct trigonometric systems for a cyclic quadrilateral in a given circle. 

Brahmagupta's formula for calculating the area value of a cyclic quadrilateral is introduced and proven, 

in detail. Then, trigonometric formulas are built to compute the angle value of a circle quadrilateral in a 

circle such as the sine, the cosine, and other related height formulas. Besides, some formulas for 

calculating the area value of triangles, parallelograms, rhombus, rectangles and squares are described as 

a direct application to the formula of the Brahmagupta-type. Some illustrative examples for problems 

related to a circle quadrilateral in a circle are proposed to apply the obtained results. 
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1. Giới thiệu 

Cho tứ giác      có 4 cạnh lần lượt là  

        nội tiếp trong đường tròn (O). Bài toán 

được đặt ra là: hãy xác định sin, cos, tan và cotan 

của các góc bên trong tứ giác ABCD theo        .   

Hình 1. Tứ giác      nội tiếp một đường tròn. 

Phân tích bài toán trên ta thấy: 1) nếu biết 

được độ dài một đường chéo của tứ giác       thì 

dễ dàng tính được sin, cos, tan và cotan của các góc 

bên trong tứ giác      theo         bằng cách sử 

dụng các định lý sin và côsin trong một tam giác; 

2)  nếu không biết được độ dài đường chéo thì đây 

là một vấn đề tương đối khó đối với người làm toán 

hình học.  

Theo hiểu biết của chúng tôi, hiện tại chưa có 

công thức tổng quát nào dùng để tính sin, cos, tan 

và cotan của các góc bên trong tứ giác ABCD theo 

         xảy ra đối với trường hợp 2).    

Brahmagupta là nhà Toán học thiên tài người  

Ấn Độ có nhiều đóng góp quan trọng trong lĩnh 

vực hình học sơ cấp và lý thuyết số (xem 

Puttaswamy (2012) và tài liệu trích dẫn trong đó). 

Ông đã đề xuất công thức tính diện tích tứ giác nội 

tiếp đường tròn thông qua cạnh và nửa chu vi của 

tứ giác, một phiên bản tính diện tích tương tự như 

phiên bản tính diện tích của Hêron (xem Levrie 

(2019)) cho tam giác bất kỳ nếu biết trước các cạnh 

của một tam giác. Kết quả của Brahmagupta được 

trình bày như sau: 

Định lý (Diện tích tứ giác theo Brahmagupta)  

Cho      là một tứ giác nội tiếp có 4 cạnh 

là             Khi đó, diện tích  

  √                      

trong đó   là nửa chu vi của tứ giác     . 

Quay trở lại bài toán ban đầu, thay vì đi xác 

định  độ dài một đường chéo trong tứ giác, chúng 

ta biết được diện tích tứ giác       theo cách tính 

của Brahmagupta.  Bằng cách phân tách tứ giác 

     thành 2 tam giác cùng chung 2 đỉnh và sử 

dụng công thức tính diện tích tam giác với độ dài 2 

cạnh đã cho và sin của góc nằm giữa 2 cạnh đó, 

chúng ta dễ dàng tìm được sin của góc nằm giữa 2 

cạnh dựa vào giả thiết tứ giác nội tiếp sẽ có tổng 2 

góc đối diện luôn  bằng 180
0
.  Cách xác định cos, 

tan và cotan sẽ thông qua các hệ thức lượng trong 

một tam giác với độ dài các cạnh đã cho. Với cách 

làm theo phương pháp trên, trong bài báo này 

chúng tôi sẽ giải quyết được bài toán được đặt ra 

ban đầu.  Bên cạnh chúng tôi cũng tìm một số ví dụ 

phản chứng để chỉ ra rằng kết quả đạt được trong 

bài báo sẽ không còn đúng đối với một tứ giác tùy 

ý (không nội tiếp trong một đường tròn (O)).  

Việc giải quyết được bài toán trên giúp người 

học có thể nhìn nhận một cách tổng thể hơn về hệ 

thức lượng trong một tam giác bởi vì một tam giác 

tùy ý luôn nội tiếp được trong một đường tròn (O) 

và tứ giác nội tiếp đường tròn (O) chính là sự chèn 

thêm 1 đỉnh nằm trên vòng tròn (O) không trùng 

với 3 đỉnh của một tam giác cho trước.  

Xây dựng hệ thức lượng trong một tứ giác nội 

tiếp có vai trò quan trọng trong hình học, nó giúp 

chúng ta tính toán được các giá trị sin, cos, tan và 

cotan của một góc nào đó trong một tứ giác nội tiếp 

dựa vào độ dài 4 cạnh đã biết mà không nhất thiết 

đo được độ dài đường chéo tứ giác, làm cơ sở để 

nghiên cứu hệ thức lượng trong một đa giác nội 

tiếp tổng quát sau này. Theo hiểu biết chúng tôi, 

hiện tại vẫn chưa thấy có bất kỳ một lời giải nào 

liên quan đến bài toán đặt ra bên trên.    

Hệ thức lượng trong tam giác là một nội dung 

toán học - hình học quan trọng và đã được sử dụng 

khá phổ biến trong thực tế, được áp dụng để đo 

đạc, tính toán các yếu tố về góc - cạnh cho một tam 

giác tùy ý (xem Grigorieva (2013), Hartshorne 

(2000) và Blinkov (2010)) và một số áp dụng đo 

đạc trong thực tế.  Hệ thức lượng trong tam giác và 

giải bài toán trong tam giác đã trở thành kiến thức 

kinh điển và chúng được đưa vào sách giáo khoa 

giảng dạy cho học sinh THCS và THPT. Các bài 

toán liên quan đến hệ thức lượng trong tam giác 

được khai thác và sử dụng hằng ngày và chúng trở 
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nên khá quen thuộc với tất cả mọi người trong đời 

sống hằng ngày (xem Bold (1969), Eves (1990) và 

Nelsen (2001)). 

Hệ thức lượng trong tứ giác nội tiếp đường 

tròn là một chủ đề nghiên cứu tương đối mới và 

hấp dẫn, được chúng tôi đề xuất nghiên cứu trong 

bài báo này nhằm mục đích cung cấp cho chúng ta 

một công cụ đo lường các yếu tố góc-cạnh của một 

tứ giác nội tiếp đường tròn. Hệ thức trong tứ giác 

nội tiếp là một trong những công thức sử dụng để 

tính toán các giá trị của hàm lượng giác (sin, cos, 

tan, cot) của các góc trong tứ giác nội tiếp. Đây là 

nội dung thú vị và có nhiều áp dụng thực tế nên 

chúng đã trở thành động lực cho chúng tôi nghiên 

cứu và hoàn thiện nội dung nghiên cứu trong bài 

báo này. 

2. Diện tích tứ giác nội tiếp 

Phần này phát biểu và chứng minh lại công thức 

tính diện tích cho các hình tứ giác nội tiếp trong 

đường tròn của Brahmagupta. Chứng minh của chúng 

tôi  được dựa trên ý tưởng chứng minh của 

Brahmagupta.  Bên cạnh đó một vài ứng dụng của 

công thức cho các tứ giác đặc biệt được thiết lập.  

Định lý 1 (Diện tích tứ giác theo 

Brahmagupta)  

Cho      là một tứ giác nội tiếp có 4 cạnh 

là             Khi đó, diện tích  

  √                      

trong đó   
       

 
 là nửa chu vi của tứ giác 

       

Chứng minh:   

Vì tứ diện       nội tiếp trong một đường 

tròn nên tổng 2 góc trong nằm đối diện nhau của tứ 

giác bằng       Sử dụng tính chất tổng 2 góc 

lượng giác bù nhau của hàm số lượng giác    : 

         ta có  

       ̂     (        ̂)        ̂ 

và hàm số lượng giác cos:           ta được 

      ̂      (        ̂)          ̂  

Do đó: 

                ̂
                ̂ 

vì cả hai vế đều cùng bằng với     và diện tích 

  
 

 
               ̂  

Rút các giá trị lượng giác của góc    ̂, sau 

đó bình phương và cộng chúng lại với nhau ta được 

(
           

        
)

 

 (
  

        
)
 

    

Thực hiện tính toán đơn giản hằng đẳng thức 

trên như sau:  

     (                    ) 

  (                    ) 

      (             ) 

                         (             ) 

     =                        . 

Rút gọn 16 cho 2 vế và sau đó lấy căn bậc hai 

của 2 vế trong đẳng thức trên ta được 

  √                       

Điều phải chứng minh.   

Nhận xét:  Nếu tứ giác      không nội tiếp 

đường tròn thì công thức trên không còn đúng.  

Chẳng hạn, xét hình thang vuông      có cạnh 

góc vuông là              .  Khi đó áp 

dụng công thức tính diện tích hình thang vuông 

     ta được kết quả  

  
 

 
            đ  t   

Nếu áp dụng công thức tính diện tích trong  

Định lí 1, ta gọi   là trung điểm cạnh    suy ra 

    là một tam giác vuông cân tại   và tính được  

    √     

    √   

Khi đó:      

    (√   )√ √     (đvdt). 

Rõ ràng là        và từ đây chúng ta kết thúc 

việc kiểm tra.   

Hệ quả 1 (Diện tích hình bình hành) Cho 

     là một hình bình hành nội tiếp có 2 cạnh 

liên tiếp nhau là        Khi đó, diện tích  

       

Chứng minh: Ta có      là một tứ giác nội 

tiếp có 4 cạnh là           Khi đó, ta có nửa chu vi 

hình bình hành là     b. Áp dụng Định lí 1, ta có   

  √             
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Nhận xét: Công thức tính diện tích trong Hệ 

quả 1 áp dụng cho hình chữ nhật cạnh            
    và hình vuông cạnh            .   

Hệ quả 2  Hình bình hành nội tiếp đường tròn 

là hình chữ nhật, hình thoi nội tiếp đường tròn là 

hình vuông và hình thang nội tiếp đường tròn là 

hình thang cân. 

Chứng minh: Gọi      là hình bình hành 

nội tiếp đường tròn có 2 cạnh liên tiếp nhau là       
Áp dụng Hệ quả 1, ta có công thức tính diện tích 

hình bình hành     : 

                                                                

Mặt khác, diện tích hình bình hành      bằng 

tổng diện tích của hai tam giác     và    , nên  

  
 

 
(        ̂          ̂)                  

                   ̂      

Từ (1) và (2) suy ra  

      ̂          ̂      

Vậy      là một hình chữ nhật.   

Nếu      là hình thoi thì nó là hình vuông 

bởi vì hình thoi là hình bình hành có 2 cạnh kề bằng 

nhau và có một góc vuông do chứng minh trên.  

Nếu      là hình thang thì nó có 2 cặp cạnh 

đáy song song với nhau. Không mất tính tổng quát 

ta giả sử rằng       .  Khi đó  

   ̂    ̂   (hai góc so le trong). 

Suy ra số đo hai cung bị chắn tương ứng với 2 

góc trên bằng nhau và điều này dẫn đến  

       

Vậy tứ giác      là hình thang cân.      

3. Hệ thức lượng trong tứ giác nội tiếp 

Phần này cung cấp các công thức tính sin và 

côsin của các góc trong một tứ giác nội tiếp. Đồng 

thời, xây dựng công thức đường cao hạ từ đỉnh 

xuống cạnh đối diện.  

Định lí 2 Cho      là một tứ giác nội tiếp 

có 4 cạnh là             Khi đó: 

      ̂  
           

        
  

       ̂  
           

        
  

       ̂  
            

        
  

       ̂  
            

        
  

Chứng minh: 

Áp dụng định lí côsin trong tam giác     và 

    ta có 

      ̂  
           

        
 

hay 

             ̂  
           

 
 

tương đương với (vì       ̂         ̂) 

                 ̂ 

                ̂  

Hình 2. Tứ giác nội tiếp đường tròn 

Đẳng thức trên chính là định lí côsin trong 

tam giác. Các trường hợp còn lại được lập luận 

tương tự. Điều phải chứng minh.     

Ví dụ 1: Cho      là một tứ giác nội tiếp có 

4 cạnh là            Chứng minh rằng tổng 

bình phương hai đường chéo tứ giác bằng tổng 

bình phương các cạnh tứ giác khi và chỉ khi 

     

     
  

      ̂

      ̂
  

Bài giải: 
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Áp dụng hệ thức lượng trong tam giác     

và      ta có 

                    ̂ 

                                         ̂.         

Do đó: 

    
 

 
(           )

              ̂  

Lập luận tương tự như cách làm trên ta được 

    
 

 
(           )

              ̂  

Cộng hai đẳng thức trên lại với nhau, suy ra 

        (           )

              ̂
              ̂  

Vậy: 

        (           )  

khi và chỉ khi 

             ̂               ̂     

và đẳng thức sau tương đương với  

     

     
  

      ̂

      ̂
  

Điều phải chứng minh.   

Nhận xét: Nếu      là hình bình hành thì 

đẳng thức 

     

     
    

      ̂

      ̂
 

tự động thoả mãn và do đó tổng bình phương hai 

đường chéo hình bình hành bằng tổng bình phương 

các cạnh của hình bình hành.    

Định lý 3 Cho      là một tứ giác nội tiếp 

có 4 cạnh là             Khi đó 

      ̂  
 √                    

     
  

      ̂  
 √                    

     
  

      ̂  
 √                    

     
  

      ̂  
 √                    

     
   

trong đó   là nửa chu vi của tứ giác     . 

Chứng minh: 

Áp dụng kết quả chứng minh trong Định lí 1 

ta được 

  
 

 
              ̂ 

        ̂  
  

     
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Hình 3. Tứ giác nội tiếp đường tròn 

Mà diện tích S được xác định theo Định lí 1, 

ta suy ra 

      ̂  
 √                    

     
  

Một cách tương tự ta cũng có  

      ̂  
 √                    

     
  

Lập luận tương tự như trên ta cũng thu được 

các công thức còn lại.  

Điều phải chứng minh.   

Định lý 4 Cho      là một tứ giác nội tiếp 

có 4 cạnh là             Gọi       lần lượt là 

các đường cao hạ từ đỉnh   lên các cạnh    và    

của tứ giác       và S là diện tích tứ giác ABCD.  

Khi đó: 
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Hình 4.  Đường cao AE và AF  

Chứng minh: 

Áp dụng công thức lượng giác có đường cao 

   với   là hình chiếu của   lên cạnh   , ta có  

      ̂  
  

 
 

             ̂  

Sử dụng Định lí 3 với công thức tính diện tích 

S trong Định lí 1, ta nhận được kết quả 

      ̂  
  

     
  

Do đó: 

   
   

     
  

Xét cho trường hợp còn lại, ta được 

      ̂  
  

 
 

             ̂  

Lại sử dụng Định lí 3 với công thức tính diện 

tích S trong Định lí 1, ta có 

      ̂  
  

     
  

Do đó: 

   
   

     
  

Điều phải chứng minh.   

Ví dụ 2:  Cho tứ giác      nội tiếp một 

đường tròn đường kính    trong đó       
          Tính sin của các góc trong tứ giác 

    .  Đường thẳng qua    song song với    cắt 

   tại  . Xác định độ dài đoạn   .   

Hình 5.  CH song song AD  

Bài giải: 

Vì tứ giác      nội tiếp đường tròn đường 

kính    nên ta có các góc  

   ̂     ̂       

Do đó độ dài cạnh góc vuông    là  

   √             √  

và diện tích tứ giác      là  

  
 

 
              

  √ 

 
    

Áp dụng hệ thức lượng tứ giác nội tiếp ta có 

      ̂  
  

           
 

  √ 

    √  
  

  

       ̂     (        ̂)  
  √ 

    √  
  

      ̂        ̂     

Vì    song song với    nên    là đường 

cao hạ từ đỉnh    xuống đường thẳng    của tứ 

giác nội tiếp     .  

Áp dụng công thức tính đường cao ta được 

   
      

           
 

  √ 

    √  
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Định lý 5 (Hệ thức lượng tứ giác nội tiếp)         

Cho      là một tứ giác nội tiếp có 4 cạnh là 

            Khi đó: 

      ̂  
  

     
  

      ̂  
           

        
  

      ̂  
  

           
  

      ̂  
           

  
  

Chứng minh: 

Kết hợp Định lí 1và Định lí 3 ta có công thức sin:  

      ̂  
  

     
  

Áp dụng Định lí 2 suy ra công thức côsin: 

      ̂  
           

        
  

Áp dụng hệ thức lượng trong trong đường tròn 

ta được: 

      ̂  
      ̂

      ̂
    

      ̂  
      ̂

      ̂
  

Suy ra các kết quả còn lại.   

Ví dụ 3:  Cho      là một tứ giác nội tiếp 

có 4 cạnh là             Chứng minh rằng 

  
 

 
√                         

Bài giải:  

Áp dụng hệ thức lượng trong tứ giác      

nội tiếp ta có 

      ̂  
  

     
  

Theo Định lí 5: 

      ̂  
           

        
  

Bình phương 2 vế các đẳng thức trên và cộng 

vế theo vế của chúng lại với nhau dẫn đến 

(
           

        
)

 

 (
  

        
)
 

    

Do đó: 

                  (           )
 
  

Suy ra 

  
 

 
√                          

Điều phải chứng minh.   

4. Kết luận 

Trong bài viết chúng tôi đã thiết lập được các 

hệ thức lượng cho tứ giác nội tiếp trong một đường 

tròn bao gồm công thức tính sin và côsin, tan và 

côtan của tất cả các góc trong một tứ giác nội tiếp 

đường tròn; các công thức tính độ dài của đường 

cao tứ giác nội tiếp hạ từ một đỉnh xuống các cạnh 

đối diện theo yếu tố diện tích cũng được thiết lập. 

Một số ví dụ cũng được đề xuất cho sự áp dụng.  
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