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Tóm tắt 

Chúng tôi nghiên cứu tính chất hấp thụ quang phi tuyến của chấm lượng tử có thế Yukawa, thông 

qua việc khảo sát quá trình hấp thụ hai photon (TPA) và sử dụng GaAs làm vật liệu minh họa. Kết quả 

nghiên cứu cho thấy sự khác biệt rõ rệt giữa dịch chuyển nội vùng và dịch chuyển liên vùng: chuyển tiếp 

nội vùng có phổ TPA hẹp hơn và giá trị cực đại cao hơn so với dịch chuyển liên vùng. Đáng chú ý, đỉnh 

hấp thụ tương ứng với     luôn nằm bên trái đỉnh tương ứng với    . Hơn nữa, sự phụ thuộc của vị 

trí đỉnh hấp thụ vào bậc dịch chuyển,  , đối với các nội vùng và liên vùng là trái ngược nhau. Chúng tôi 

cũng quan sát thấy xu hướng dịch chuyển xanh trong phổ TPA với giá trị tăng dần của cả hai tham số    

và   . Những phát hiện này hứa hẹn quan trọng cho sự phát triển của các thiết bị quang tử cải tiến bằng 

cách tối ưu hóa các đặc tính vật liệu của chấm lượng tử. 

Từ khóa: Hấp thụ hai photon, chấm lượng tử, Tương tác electron-photon. 
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Abstract 

We study the nonlinear optical absorption properties of Yukawa potential quantum dots, especially 

focusing on the phenomenon of two-photon absorption (TPA) and using GaAs as illustrative material. The 

research results show a significant difference between intra-band and inter-band transitions: the intra-

transitions have a narrower TPA spectrum and a higher maximum value because the transition energy has 

a smaller value compared to that of the interregional one. Notably, the peak corresponding to      is 

always located to the left of the peak corresponding to    . Furthermore, the absorption peak position 

shows a different dependence on the displacement order, n, for intra- and inter-transitions. We also 

record a blue-shift trend in the TPA spectrum with increasing values of both parameters     and    . 

These findings hold important promises for the development of improved photonic devices by optimizing 

the material properties of quantum dots. 

Keywords: Electron-photon interaction, quantum dots, two-photon absorption.  
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1. Giới thiệu 

Trong lĩnh vực vật lý hệ thấp chiều đặc biệt là 

hệ chấm lượng tử, quá trình hấp thụ photon là một 

trong những hiện tượng cơ bản quan trọng, đóng vai 

trò chủ chốt trong việc hiểu và mô tả sự tương tác 

giữa ánh sáng và vật chất. Quá trình này không chỉ 

là trọng tâm của nghiên cứu về ánh sáng và quang 

học lượng tử, mà còn là một phần quan trọng của 

các lĩnh vực ứng dụng như công nghệ thông tin 

lượng tử và y học. Do đó tính chất hấp thụ quang 

tuyến tính và phi tuyến đã được nhiều nhà khoa học 

quan tâm nghiên cứu trong những năm gần đây 

(Nasa & Purohit, 2020; Tung & cs., 2018). 

Trong số các hệ thấp chiều, các chấm lượng 

tử, bao gồm các chấm lượng tử hình cầu, thể hiện 

các tính chất quang học phụ thuộc vào kích thước 

của chúng, do sự giam giữ lượng tử. Khi kích 

thước của các chấm lượng tử giảm, độ rộng của 

vùng cấm tăng lên, dẫn đến sự dịch chuyển xanh 

trong quang phổ hấp thụ và phát xạ. Bên cạnh đó, 

các chấm lượng tử có phổ hấp thụ rộng, cho phép 

hấp thụ ánh sáng trên phạm vi rộng. Ngược lại, 

chúng phát ra ánh sáng ở khoảng bước sóng hẹp, 

được xác định bởi kích thước của chúng. Đặc tính 

này tỏ ra có lợi trong các ứng dụng như đèn LED 

và quang điện, trong đó khả năng hấp thụ và phát 

xạ ánh sáng hiệu quả là tối quan trọng. Do đó, 

nhiều nhà nghiên cứu đã tiến hành nghiên cứu sâu 

rộng về các hệ chấm lượng tử. 

Mô hình thế Yukawa (Yukawa, 1935) một 

trong những đóng góp quan trọng nhất của lĩnh vực 

vật lý hạt cơ bản, đã thu hút sự quan tâm lớn từ 

cộng đồng nghiên cứu. Mô hình này được đề xuất 

bởi nhà vật lý người Nhật Bản Hideki Yukawa vào 

những năm đầu của thế kỷ 20, mô tả tương tác 

mạnh giữa các hạt nhân thông qua trao đổi của một 

hạt trung gian được gọi là meson  . Thế Yukawa 

đã chứng minh tính linh hoạt và hiệu quả của mình 

trong việc giải thích một loạt các hiện tượng tương 

tác hạt nhân.  

Với sự kết hợp giữa hai yếu tố trên, chúng tôi 

tập trung vào việc nghiên cứu hấp thụ hai photon 

trong chấm lượng tử với thế Yukawa. Chúng tôi 

thảo luận về quá trình hấp thụ photon trong chấm 

lượng tử và sự ảnh hưởng của mô hình thế Yukawa 

trong quá trình này. Nghiên cứu này không chỉ mở 

ra cánh cửa cho việc hiểu rõ hơn về cơ chế của hấp 

thụ photon mà còn mang lại cái nhìn mới về tương 

tác giữa ánh sáng và vật chất trong lượng tử GaAs. 

2. Hàm sóng và năng lượng. 

Xét một chấm lượng tử với thế Yukawa được 

cho như sau (Bylicki & cs., 2007; Hamzavi & cs., 

2012; Yukawa, 1935) 

       ( )    
   

   

 
                       (1) 

trong đó         với    và    lần lượt là độ sâu 

của thế giam giữ và bán kính của chấm lượng tử 

với        là một tham số của thế giam giữ. 

Phương trình Schrodinger cho một electron bị giam 

giữ trong chấm lượng tử được viết như sau 

[ 
 

   
    ( )]    (     )         (     ) (2) 

trong đó    là khối lượng hiệu dụng của 

electron/lỗ trống và    là toán tử Laplace trong hệ 

tọa độ cầu. Sử dụng phương pháp tách biến, ta tìm 

hàm sóng dưới dạng 

    (     )     ( )   (   )     (3) 

Thực hiện phép biến đổi    ( )     ( )  , 

ta thu được phương trình theo biến    như sau 

  

      ( )  
   

  
[       ( )]   ( )       (2) 

trong đó thế năng hiệu dụng được xác định như sau 

   ( )   
   

   

 
 

  

   

 (   )

               (5) 

Để giải phương trình (4), chúng ta sẽ sử dụng 

gần đúng sau (Greene & Aldrich, 1976; M. 

Hamzavi & cs., 2013; Hamzavi & cs., 2012; 

Nikivorof & Uvarov, 1988) 

 

 
   

    

                                (6) 

Khi đó, thế hiệu dụng ở phương trình (5)    

trở thành 

         
     

        
   (   )

   

        

(       )
    (7) 

 

Hình 1. Thế năng hiệu dụng,      ở phương trình (5) 

và dạng gần đúng của nó ở phương trình (7) với các 

giá trị khác nhau của   đối với chấm lượng tử GaAs. 
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Hình 1 cho thấy rằng kết quả gần đúng ở 

phương trình (7) phù hợp tốt với thế năng hiệu 

dụng được cho ở phương trình (5). Thực hiện phép 

đổi biến        , sau đó thay phương trình (7) 

vào phương trình (4), ta được 

     ( )

   
 

   

 (   )

    ( )

  
 

 
    

        

  (   ) 
   ( )   ,  (8) 

trong đó ta đã kí hiệu 

   
    

    
 

          
      

  ,                (9) 

    
 

    
    

     (   )                      (10) 

     
 

                                                        (11) 

Áp dụng phương pháp NU (M.  Hamzavi & 

cs., 2013; Nikivorof & Uvarov, 1988; Tezcan & 

Sever, 2009), ta tìm được nghiệm của phương trình 

(8) như sau 

   ( )      
  (   )    

(         )(    )     (12) 

trong đó    √     ,       , và   
(   )

 là đa 

thức Jacobi với     là hằng số chuẩn hóa, được tìm 

từ điều kiện chuẩn hóa 

  ∫ |   ( )|
   

 

 

   ∫ |   ( )|
    

 

 

  (  ) 

Thực hiện phép đổi biến       , ta được 

  
   

 

  
∫ (

   

 
)
     

(
   

 
)
    

  

 

 [  
(         )

( )]
 
      (  ) 

Ta có công thức tích phân 

∫ (
   

 
)
     

(
   

 
)
   

[  
(         )

( )]
 
  

 

  

 

   (     ) [
(     ) 

  
]

 

  (       ) (  ) 

trong đó ( )  là kí hiệu Pochhammer, và  

 

 

Hình 2. Thế hiệu dụng (đường liền đậm màu xanh 

dương) và mật độ xác suất tìm thấy electron trong 

chấm lượng tử GaAs với các giá trị khác nhau của    
(a)      (b)      và (c)    . 

  (       )  ∑
(  ) (  )  (  )

  (  )  (  )

 

   

 

   (                )    (  )  

Trong đó                         
        , và               . Áp 
dụng công thức (15) ta thu được hệ số chuẩn hóa 
như sau 

    
  

(     ) 
√

  

 (     )  (       )
     (17) 

Kết quả này là mới và chưa được trình bày ở 
công trình trước đây (Hamzavi & cs., 2012). Bên 
cạnh hàm sóng được thu nhận ở phương trình (12), 
việc giải phương trình (8) còn cho phép chúng ta 
thu nhận được phổ năng lượng của electron trong 
chấm lượng tử như sau 

     
  

   [
    

  (     )
  (     )]

 
    (18) 

Phương trình (18) có ý nghĩa vật lý với điều kiện 

    √
    

   
                      (19) 

Từ điều kiện (19) ta thấy rằng số trạng thái 
của electron trong chấm lượng tử với thế Yukawa 
là hữu hạn. Số trạng thái phụ thuộc vào độ sâu và 
tham số   của thế năng giam giữ. 

Sự phụ thuộc vào   của thế năng hiệu dụng và 
xác suất tìm thấy electron, |   ( )|

     trong chấm 
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lượng tử GaAs đối với một vài trạng thái đầu tiên 
được minh họa ở Hình 2 (a)-(c). Ta thấy rằng, khi   
tăng lên thế hiệu dụng     có xu hướng tiệm cận 
đến giá trị zero. Đối với trường hợp      thế 
năng hiệu dụng tăng một cách đồng biến và không 
tồn tại tường thế năng ở bên trái. Trong khi đó đối 
với các trường hợp      luôn có tường bên trái và 
tồn tại một cực tiểu trong đồ thị của thế năng hiệu 
dụng. Độ sâu của     càng giảm khi   càng tăng 
lên. Lưu ý rằng hình dạng của    , và do đó hàm 
sóng và năng lượng của electron trong chấm lượng 
tử, phụ thuộc vào các thông số của thế Yukawa, tức 
là phụ thuộc vào giá trị của    và   . Điều này ngụ 
ý rằng cả độ sâu của thế năng và bán kính của 
chấm lượng tử có ảnh hưởng lớn đến quá trình hấp 
thụ photon trong chấm lượng tử. Kết quả này sẽ 
được trình bày trong phần tiếp theo dưới đây. 

3. Hệ số hấp thụ hai photon 

Khi một chùm ánh sáng tới với tần số   được 
chiếu vào hệ, tương tác electron-photon được biểu 
diễn thông qua Hamiltonian (Gong & cs., 2022) 

     
 

    
⃗⃗  ⃗                            (20) 

trong đó   
⃗⃗  ⃗       là thế vectơ của ánh sáng tới,    

là biến độ của thế vectơ của ánh sáng tới, và 
        là toán tử xung lượng của electron. Quá 
trình hấp thụ hai photon xảy ra khi một electron 
hấp thụ đồng thời hai photon để dịch chuyển từ 
trạng thái có năng lượng thấp lên trạng thái có mức 
năng lượng cao hơn. Hệ số hấp thụ hai photon,     
được tính toán thông qua xác suất chuyển dời hai 
photon,     như sau (Fedorov & cs., 1996; Gong & 
cs., 2022; Nathan & cs., 1985) 

   
   

  
                             (21) 

Trong đó           
   

  là cường độ của 
ánh sáng tới với   là vận tốc ánh sáng trong chân 
không,     là chiết suất của vật liệu, và    hằng số 
điện (Nguyen & cs., 2017). Xác suất chuyển dời 
hai photon của electron từ trạng thái ban đầu | ⟩ 
đến trạng thái cuối | ⟩ được tính bằng lý thuyết 
nhiễu loạn bậc hai như sau 

   
  

  
∑ |   |

 
 (         )        (22) 

trong đó   là thể tích chuẩn hóa của hệ, và yếu tố 
ma trận dịch chuyển được tính thông qua 
Hamiltonian tương tác electron-photon như sau 

    ∑
〈 |   | 〉〈 |   | 〉

             
                   (23) 

Ở đây, chỉ số   để chỉ trạng thái trung gian và 
   là nghịch đảo thời gian hồi phục. Ta thấy rằng 

kết quả thu được đối với hệ số hấp thụ hai photon ở 

phương trình (21) là tương đối phức tạp. Để hiểu rõ 
hơn bản chất vật lý về sự ảnh hưởng của đặc trung 
của vật liệu, các thông số của chấm lượng tử cũng 
như các thông số ngoài lên sự hấp thụ hai photon, 
một kết quả tính toán số là cần thiết. Kết quả này sẽ 
được chúng tôi trình bày dưới đây. 

Để thực hiện tính toán số về hệ số hấp thụ hai 
photon trong chấm lượng tử, chúng tôi sử dụng các 
thông số đầu vào như sau cho vật liệu GaAs (Li, 2000): 
           (          ) là khối lượng 
hiệu dụng của electron và lỗ trống, với    là khối 
lượng nghỉ của electron,         eV là độ rộng 

vùng cấm của GaAs,       , và        meV. 

 

Hình 3. Hệ số hấp thụ hai photon đối với quá trình 
dịch chuyển nội vùng (a) và dịch chuyển liên vùng (b) 
với các giá trị khác nhau của  . Kết quả được tính tại 

       meV và       nm. 

Trong hình 3, chúng tôi mô tả sự phụ thuộc 
của hệ số hấp thụ hai photon vào năng lượng của 
photon tới với hai giá trị khác nhau của  . Các nhãn 
(1), (2) và (3) tương ứng với dịch chuyển     
  với          Vị trí của đỉnh hấp thụ, cũng là giá 
trị năng lượng của photon được hấp thụ, bằng giá 
trị của năng lượng dịch chuyển          
         Bên cạnh đó chúng ta quan sát thấy 
rằng độ lớn của đỉnh hấp thụ giảm khi    càng 
tăng. Mặt khác, năng lượng dịch chuyển đối với 
quá trình dịch chuyển nội vùng nhỏ hơn đáng kể so 
với năng lượng dịch chuyển đối với quá trình dịch 
chuyển liên vùng (từ vùng hóa trị lên vùng dẫn). 
Kết quả này được minh họa rõ ràng trên Hình 3 
rằng vị trí của các đỉnh hấp thụ do dịch chuyển nội 
vùng (Hình 3(a)) nằm ở vùng năng lượng nhỏ hơn 
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so với vị trí của các đỉnh hấp thụ do dịch chuyển 
liên vùng (Hình 3 (b)). Kết quả tương tự cũng được 
tìm thấy trong hệ vòng lượng tử (Phuc, 2023). 

Mặt khác, do    tỉ lệ nghịch với  , nên vị trí 
của đỉnh hấp thụ đối với trường hợp     luôn 
nằm bên trái của đỉnh hấp thụ đối với trường hợp 
   . Kết quả này đúng với cả hai trường hợp 
dịch chuyển nội vùng và dịch chuyển liên vùng. 

Một kết quả thú vị được quan sát thấy ở Hình 
3 rằng sự phụ thuộc của vị trí đỉnh hấp thụ vào bậc 
dịch chuyển (tức là vào số lượng tử  ) đối với dịch 
chuyển nội vùng và liên vùng là trái ngược nhau. 
Đối với quá trình dịch chuyển nội vùng, như được 
minh họa ở hình 3(a), khi bậc dịch chuyển tăng lên 
vị trí của đỉnh hấp thụ dịch chuyển về phía vùng 
năng lượng thấp. Kết quả này là do    giảm khi   
tăng lên (xem phương trình (18)). Ngược lại, đối 
với quá trình dịch chuyển liên vùng, khi bậc dịch 
chuyển tăng thì vị trí của đỉnh hấp thụ dịch chuyển 
về phía vùng năng lượng cao. 

Đặc biệt, các đỉnh tương ứng với các dịch 
chuyển |1, 1⟩ → |2, 1⟩ và |2, 1⟩ → |3, 1⟩ (được đánh 
dấu bằng các đỉnh có nhãn màu đỏ (2) và (3) trong 
Hình 3(b )) nằm trong vùng ánh sáng khả kiến. 
Điều này cho thấy tiềm năng sử dụng của các chấm 
lượng tử được đặc trưng bởi các thông số được nêu 
trong Hình 3 để sản xuất đèn LED phát ra ánh sáng 
trong vùng khả kiến. 

 

Hình 4. Hệ số hấp thụ hai photon đối với dịch chuyển 
        với các giá trị khác nhau của     quá 

trình dịch chuyển nội vùng (a) và dịch chuyển liên vùng 
(b). Kết quả được tính tại     và         meV. 

Trong hình 4, chúng tôi mô tả sự phụ thuộc 
vào năng lượng photon tới của hệ số hấp thụ hai 
photon đối với dịch chuyển từ trạng thái |   ⟩ lên 
trạng thái |   ⟩. Kết quả được tính cho ba giá trị 
khác nhau của bán kính chấm lượng tử. Ta thấy 
rằng trong cả hai trường hợp dịch chuyển nội 
vùng và dịch chuyển liên vùng, khi    tăng lên vị 
trí của đỉnh hấp thụ dịch chuyển về phía vùng 
năng lượng cao, đồng thời độ cao của đỉnh hấp thụ 
giảm xuống. 

Hình 5. Hệ số hấp thụ hai photon đối với dịch chuyển 
        với các giá trị khác nhau của     quá 

trình dịch chuyển nội vùng (a) và dịch chuyển liên vùng 
(b). Ở đây              meV và       nm. 

Hình 5 mô tả sự phụ thuộc của hệ số hấp thụ 
hai photon vào năng lượng photon với các độ sâu 
khác nhau của thế năng giam giữ. Kết quả cho thấy 
rằng khi độ sâu của thế năng tăng lên thì vị trí của 
đỉnh hấp thụ dịch chuyển về phía vùng năng lượng 
cao trong cả hai trường hợp dịch chuyển nội vùng 
và dịch chuyển liên vùng. Điều này là do năng 
lượng dịch chuyển    tăng khi    tăng. 

4. Kết luận 

Chúng tôi đã khảo sát tính chất hấp thụ quang 
phi tuyến trong chấm lượng tử GaAs với thế giam 
giữ Yukawa. Kết quả tính số cho thấy rằng vị trí 
của đỉnh hấp thụ do dịch chuyển nội vùng luôn 
nằm ở vùng năng lượng thấp hơn so với dịch 
chuyển liên vùng. Trong đó độ cao của đỉnh hấp 
thụ nội vùng có giá trị lớn hơn so với đỉnh hấp thụ 
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liên vùng. Vị trí của đỉnh hấp thụ tương ứng với 
    luôn nằm bên trái so với trường hợp       
Bên cạnh đó sự phụ thuộc của vị trí đỉnh hấp thụ 
vào bậc dịch chuyển đổi với dịch chuyển nội vùng 
và liên vùng là trái ngược nhau. Khi tăng độ lớn 
của    và    đỉnh hấp thụ luôn dịch chuyển về phía 
vùng năng lượng cao. Tóm lại, nghiên cứu của 
chúng tôi về tính chất hấp thụ quang phi tuyến của 
chấm lượng tử với thế Yukawa mang lại nhiều cơ 
hội cho ứng dụng thực tế trong quang điện tử. Bằng 
cách tối ưu hóa các đặc tính của vật liệu chấm 
lượng tử, có thể thiết kế các thiết bị quang tử mới 
và pin mặt trời hiệu năng cao. 

Lời cảm ơn: Nghiên cứu này được hỗ trợ bởi 
đề tài mã số SPD2023.02.10.  
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