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Abstract 

In this paper, we introduce a hybrid iterative process for approximating common elements of fixed 

points of asymptotically quasi  -nonexpansive mappings and solutions of generalized mixed variational-

like inequality problems. Then, we prove a strong convergence result for the proposed iteration in Banach 

spaces with a numerical example to illustrate this point. 
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1. Giới thiệu 

Nhiều vấn đề trong toán học và những ngành 

khoa học kĩ thuật dẫn đến việc giải bài toán EP sau: 

“Tìm điểm x K  sao cho ( , ) 0x y   với mọi 

,y K trong đó K  là tập lồi, đóng và 

: K K    là hàm hai biến”. Bài toán EP được 

gọi là bài toán cân bằng và được giới thiệu bởi 

Muu và Oettli vào năm 1992 (Muu & Oettli, 1992). 

Sau đó, một số điều kiện cho sự tồn tại nghiệm của 

bài toán EP đã được thiết lập bởi Blum và Oettli 

(Blum & Oettli, 1994), Noor và Oettli (Noor & 

Oettli, 1994). Bài toán EP là bài toán tổng quát của 

nhiều mô hình toán học như bài toán tối ưu, bài 

toán bất đẳng thức biến phân và bài toán điểm bất 

động. Bài toán EP được nhiều tác giả quan tâm 

nghiên cứu theo nhiều hướng khác nhau, trong đó 

có hướng nghiên cứu sự tồn tại nghiệm, tính chất 

của tập nghiệm và phương pháp giải. Một kỹ thuật 

quan trọng trong phương pháp giải những lớp bài 

toán EP là xây dựng dãy lặp và khảo sát sự hội tụ 

của dãy lặp này đến nghiệm của bài toán cân EP 

hoặc đến hình chiếu của điểm xuất phát lên tập 

nghiệm của những lớp bài toán EP. Bên cạnh đó, 

vấn đề tìm điểm chung của tập nghiệm những lớp 

bài toán EP và tập điểm bất động của ánh xạ phi 

tuyến cũng được nhiều tác giả quan tâm nghiên 

cứu. Trong hướng nghiên cứu này, nhiều dãy lặp để 

xấp xỉ điểm chung của bài toán EP và tập điểm bất 

động của những lớp ánh xạ không giãn suy rộng 

trong không gian Hilbert và không gian Banach đã 

được thiết lập (Tada & Takahashi, 2007; Takahashi 

& Takahashi, 2007; Takahashi & Zembayashi, 

2009). 

Gần đây, bài toán EP được tổng quát theo 

nhiều hướng khác nhau. Một trong những cách tiếp 

cận là mở rộng từ hàm hai biến ( , )x y  trong bài 

toán EP sang hàm ba biến ( , , ).x y z  Năm 2019, 

Mahato và cộng sự (Mahato & cs., 2019) đã nghiên 

cứu sự tồn tại và duy nhất nghiệm của bài toán “Tìm 

điểm x K  sao cho ( , , ) 0y x x   với mọi ,y K  

trong đó K  là tập lồi, đóng và : K K K     

là hàm ba biến”, đồng thời các tác giả cũng giới 

thiệu phương pháp lặp để tìm điểm chung của tập 

điểm bất động của họ đếm được các ánh xạ tựa  -

không giãn và tập nghiệm của họ hữu hạn bài toán 

cân bằng ba biến này, một số kết quả hội tụ đã được 

thiết lập. Năm 2019, Kazmi và Ali (Kazmi & Ali, 

2019) đã giới thiệu một tổng quát của bài toán cân 

bằng hàm ba biến trong (Mahato & cs., 2019) và 

được gọi là bài toán bất đẳng thức tựa biến phân 

hỗn hợp suy rộng (GMVLIP). Bài toán GMVLIP 

được xem như là một dạng bài toán cân bằng ba biến 

tổng quát và được phát biểu như sau: “Tìm điểm 

x K  sao cho 

( , , ) ( , ) ( , ) 0y x x b x y b x x     

với mọi ,y K  trong đó K  là tập lồi, đóng, 

: K K K     là hàm ba biến và 

:b K K   là hàm hai biến”. Đồng thời, 

Kazmi và Ali (Kazmi & Ali, 2019) cũng nghiên 

cứu sự tồn tại và duy nhất nghiệm của bài toán 

GMVLIP đồng thời đề xuất phương pháp lặp để 

tìm điểm chung của tập điểm bất động của họ hữu 

hạn những ánh xạ tựa -không giãn tiệm cận và tập 

nghiệm của họ hữu hạn bài toán GMVLIP. Năm 

2021, Farid và cộng sự (Farid & cs., 2021) đã giới 

thiệu dãy lặp lai ghép có yếu tố quán tính để nghiên 

cứu điểm chung của tập nghiệm bài toán GMVLIP, 

tập nghiệm bài toán bất đẳng thức biến phân và tập 

điểm bất động của ánh xạ tựa  -không giãn tiệm 

cận trong không gian Banach. Kết quả này được 

xem như là một cải tiến và tổng quát những kết quả 

hội tụ của dãy lặp từ bài toán EP sang bài toán 

GMVLIP.  

Trong bài báo bày, chúng tôi kết hợp số hạng 

có yếu tố quán tính, dãy lặp hai bước được đề xuất 

bởi Thianwan và Yambangwai (2019), phép chiếu 

suy rộng trong không gian Banach để giới thiệu 

một dãy lặp lai ghép để xấp xỉ điểm chung của tập 

điểm bất động của ánh xạ tựa  -không giãn tiệm 

cận và tập nghiệm bài toán bất đẳng thức tựa biến 

phân hỗn hợp tổng quát. Sau đó, chúng tôi chứng 

minh sự hội tụ của dãy lặp này trong không gian 

Banach. Đồng thời, chúng tôi xây dựng ví dụ minh 

họa cho sự hội tụ của dãy lặp.  

2. Một số khái niệm và kết quả cơ bản 

trong không gian Banach 

Cho E là không gian Banach trơn và *E  là 

không gian liên hợp của E . Với mọi ,x E  ánh xạ 

đối ngẫu chuẩn tắc 
*

: 2EJ E   được xác định bởi 

* * * 2 * 2{ : , || || || | .| }Jx x E x x x x       Xét phiếm 

hàm Lyapunov : E E    được xác định bởi 

2 2( , ) || || 2 , | .,| || ,x y x x Jy y x y E        

Sau đây, chúng tôi sẽ trình bày một số tính chất 

của phiếm hàm Lyapunov. 
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Nhận xét 2.1 Với mọi , ,x y z E , ta có 

(1) 2(|| || || ||) ( , )x y x y  2.(|| || || ||)x y   

(2) ( , ) ( , ) ( , ) 2 , .x y x z z y x z Jz Jy          

(3) 1( , ( (1 ) ))x J Jy Jz      

 ( , ) (1 ) ( , ), [0,1]x y x z         

(4) ( , ) || || . || || || || . || || .x y x Jx Jy y x y      

 (5) ( , ) ( , ) ( , ) 2 , .x y x z z y x z Jz Jy          

 (6) ( , ) , ,x y x Jx Jy y x Jy          

 || || . || || || || . || || .x Jx Jy x y y     

Bổ đề 2.2 (Kamimura & Takahashi, 2002, 

Mệnh đề 2). Cho E  là không gian Banach lồi và 

trơn, { }nx  và { }ny  là hai dãy trong E  sao cho { }nx  

hoặc { }ny  bị chặn. Khi đó, nếu lim ( , ) 0n n
n

x y


  thì 

lim 0.|| ||n n
n

x y


   

Kí hiệu ( ) { : }F S x K Sx x   là tập hợp điểm 

bất động của ánh xạ : .S K K  

Định nghĩa 2.3 Cho E  là không gian Banach 

trơn, K  là tập con khác rỗng của E  và ánh xạ 

:S K K . Khi đó 

(1) (Qin & cs., 2009, tr.1052) S  được gọi là tựa 

 -không giãn nếu ( )F S   với mọi ( )p F S  và 

x K  ta có ( , ) ( , )p Sx p x  . 

 (2) (Qin & cs., 2010, tr.3876) S  được gọi là tựa 

 -không giãn tiệm cận nếu tồn tại dãy số thực 

{ }nt  thoả mãn 1,lim 1n n
n

t t


   và ( )F S   sao 

cho ( , ) ( , )n

np S x t p x   với mọi 1,n x K   và 

( ).p F S  

(3) (Anh & Hieu, 2015, Định nghĩa 2) S  được 

gọi là đóng nếu với mọi dãy { }nu K thoả mãn 

lim n
n

u a


  và lim n
n

Su b


  thì .Sa b  

(4) (Kazmi & Ali, 2019, Định nghĩa 2.2) S  

được gọi là chính quy tiệm cận đều trên K  nếu với 

mọi tập con bị chặn A K  ta có  

1 0||limsup ||n n

n a A

S a S a

 

  . 

Bổ đề 2.4 (Hao, 2013, Bước 1 trong chứng 

minh của Định lí 2.1). Cho E  là không gian Banach 

phản xạ, lồi và trơn sao cho E  và *E  có tính chất 

Kadec-Klee, K  là một tập con đóng khác rỗng của 

E  và ánh xạ :S K K  là đóng và tựa  -không 

giãn tiệm cận. Khi đó ( )F S  là tập con đóng và lồi 

của .K  

Phép chiếu suy rộng trong không gian Banach, 

được kí hiệu bởi ,K  là một mở rộng của phép 

chiếu metric trong không gian Hilbert. Phép chiếu 

suy rộng trong không gian Banach có một số tính 

chất cơ bản sau. 

Bổ đề 2.5 (Alber, 1996, tr.15 – 50). Cho E  là 

không gian Banach phản xạ và lồi đều và K  là tập 

con khác rỗng của E . Khi đó với mọi x E  và 

,y z K  ta có 

, 0Kz x z y Jx Jz      . 

Bổ đề 2.6 (Alber, 1996, tr.15 – 50). Cho E  là 

không gian Banach phản xạ, lồi và trơn. K  là tập 

con lồi, đóng và khác rỗng của E . Khi đó với mọi 

x K  và y E  ta có 

( , ) ( , ) ( , )K Kx y y y x y      . 

Tiếp theo, chúng tôi giới thiệu một số kết quả 

liên quan đến nghiệm bài toán GMVLIP.  

Định nghĩa 2.7 (Preda & cs., 2007, tr.417). 

Cho E  là không gian Banach phản xạ và K  là tập 

con khác rỗng của E . Hàm : K K K     

được gọi là  -đơn điệu yếu suy rộng nếu tồn tại 

hàm : E E    sao cho với ,x y K  ta có 

( , , ) ( , , ) ( , )y x y y x x x y     

với 
0

( , (1 ) )
lim 0
t

x ty t x

t





 
 . 

Tiếp theo, ta xét các giả thiết sau: 

(H1) E  là không gian Banach phản xạ, lồi 

ngặt, trơn đều, *E là không gian đối ngẫu của E  sao 

cho E  và *E  có tính chất Kadec-Klee, K  là tập 

con lồi, đóng, khác rỗng của E . 

(H2) : K K K     là hàm ba biến, 

: K K    là hàm hai biến, hàm 

:b K K   là lồi và liên tục thỏa mãn 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0b x x b x y b y x b y y    . 

Xét bài toán 2.1: Tìm x K  sao cho 

1
( , , ) ,y x x y x Jx Jz

r
       

( , ) ( , ) 0,b x y b x x y K     . 
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Bổ đề 2.8 (Kazmi & Ali, 2019, Định lí 3.2). 

Giả sử các giả thiết (H1) – (H2) được thỏa mãn và  

(1) ( , ,.)y x  là nửa liên tục trên. 

(2) (., , )x z  là lồi và nửa liên tục dưới. 

(3) ( , , ) ( , , ) 0x y z y x z   . 

(4)   là  -đơn điệu yếu suy rộng. 

(5) (., )y  là nửa liên tục dưới. 

Khi đó, Bài toán 2.1 có nghiệm. 

Kí hiệu:   là tập nghiệm của Bài toán 

GMVLIP: Tìm điểm x K  sao cho 

 ( , , ) ( , ) ( , ) 0,y x x b x y b x x     .y K   

Bổ đề 2.9 (Kazmi & Ali, 2019, Bổ đề 3.3.). 
Giả sử các giả thiết của Bổ đề 2.8 được thỏa mãn, 

( , ) ( , ) 0x y y x    với mọi , .x y K  Với 0,r   

xét ánh xạ :rT E K xác định bởi:  

1
{ : ( , , ) ,rT x z K y z z y z Jz Jx

r
              

        ( , ) ( , ) 0,  b z y b z z y K      

với mọi x E . Khi đó  

(1) rT x  là ánh xạ đơn trị. 

(2) ,r r rT x T y JT x Jx      

 , .r r rT x T y JT y Jy      

(3) ( )rF T  . 

(4) ( , ) ( , ) ( , ),r rq T x T x x q x      

( )rq F T  , x E . 

(5)   là tập đóng và lồi. 

(6) rT  là ánh xạ tựa  -không giãn. 

(7) ( , ) ( , ),rp T x p x   ( )rp F T  . 

Bổ đề sau được sử dụng trong chứng minh kết 

quả chính. 

Bổ đề 2.10 (Yang & cs., 2012, tr.6072 – 6082). 

Cho E  là không gian Banach lồi đều, 0r   và 

[0, ]B r  là hình cầu đóng của E . Khi đó, với mọi dãy 

]{ [} 0,nx B r  và dãy { }n  các số dương thỏa mãn 

1

1n

n






 , tồn tại hàm    : 0,2 0,rg r    lồi, liên 

tục và tăng ngặt với (0) 0rg   sao cho với mọi 

, ,i j i j   ta có 
2 2

1 1

|| || | |||n n n n

n n

x x 
 

 

   

(|| ).||i j r i jg x x   

3. Kết quả chính 

Trước hết, chúng tôi kết hợp số hạng có yếu tố 

quán tính, dãy lặp hai bước được đề xuất bởi 

Thianwan và Yambangwai (2019), phép chiếu suy 

rộng trong không gian Banach để giới thiệu một 

dãy lặp lai ghép để xấp xỉ điểm chung của tập điểm 

bất động của ánh xạ tựa  -không giãn tiệm cận và 

tập nghiệm bài toán bất đẳng thức tựa biến phân 

hỗn hợp tổng quát. Sau đó, chúng tôi chứng minh 

sự hội tụ của dãy lặp này trong không gian Banach.  

Xét các giả thiết sau: 

(H3) Các ánh xạ : K K   , 

: K K K     và :b K K   thỏa mãn các 

giả thiết của Bổ đề 2.8, Bổ đề 2.9 và ( ,., )y y  liên 

tục. 

(H4) Với mỗi 1,2i  , :iS K K  là đóng, 

chính quy tiệm cận trên K  và là ánh xạ tựa  -

không giãn tiệm cận với dãy ( ) ){ } [1,i

nt   ,
( )lim 1i

n
n

t


 , tập ( )iF S  bị chặn trong K , nghĩa là 

tồn tại 0   sao cho ( ) :|| |{ }|iF S x K x     và 

1 2( ) ( )F S F S   . 

Định lí 3.1. Giả sử các giả thiết (H1) - (H4) 

được thỏa mãn. Xét dãy lặp { }nu  được xác       định 

bởi:  

1

1 2 1 2

1

1

1

1

1 2

1

1 1

, ,

( )

((1 ) )

((1 ) ) (3.1)

{ : ( , ) ( , ) }

n

n

n n n n n

n

n n n n n

n n

n n n n n

n r n

n n n n n

n

u u K K

z u c u u

v J b Jz b JS z

w J a JS v a JS v

y T w

z z y z z

u u

  











 

   


  

   


  
 

    


 

trong đó, 2| ||( 1)(1 )( | ) ,n n n n nt t b z      { },na

{ } [0,1]nb   sao cho ,l (iminf 1 ) 0n n
n

b b


 

0l minf (1 )i n n
n

a a


  , [ , )nr    với 0   và 

  (0,1)nc  . 



Chuyên san Khoa học Tự nhiên 

 

58 

Khi đó, dãy { }nu  hội tụ đến *

1u u . 

Chứng minh. Phép chứng minh của Định lí 

được chia thành 6 bước sau: 

Bước 1. Chứng minh phép chiếu 
1u  xác 

định. Thật vậy, theo Bổ đề 2.4 ta có 1 2( ), ( )F S F S  là 

tập đóng và lồi. Mặt khác, theo Bổ đề 2.9(5) ta có 

  là đóng và lồi . Do đó 1 2( ) ( )F S F S    

là tập đóng và lồi trong K . Hơn nữa, theo giả thiết 

ta có  là tập khác rỗng. Vậy phép chiếu 
1u   

xác định. 

Bước 2. Chứng minh phép chiếu 
1 1n
u

  xác 

định. Từ định nghĩa của 1n , ta có 

1 ){ }: ( , ( , )n n n n nz z y z z        

 2 2:|| || 2 , |{ |||n n nz z z Jy y      

 2 2|| || 2 , | || | }n n nz z Jz z       

 ,= : 2{ n n nz z Jz Jy     

 2 2 }|| |||| ||n n nz y                                        (3.2) 

Ta chứng minh 1n  là tập đóng với mọi 

n  bằng phương pháp quy nạp. Với 0,1n   ta 

có 1 2 K   . Vì K  là tập đóng nên 1 2,   là 

tập đóng. Giả sử 1k  là tập đóng với mọi 2n  . 

Lấy ( 2)

2{ }k

m kx 

 sao cho 
( 2) ( 2)lim k k

m
m

x x 


 . Từ 

giả thiết quy nạp 1k  là tập đóng và 
( 2)

2 1{ }k

m k kx 

    nên ( 2)

1

k

kx 

 . 

Mặt khác, từ (3.2)  ta lại có 

( 2)

1 12 ,k

m k kx Jz Jy

     

 2 2

1 1 1|| |||| || .k k kz y          (3.3)  

Cho m  trong (3.3)  và sử dụng tính liên 

tục của ánh xạ (.)J , ta được 

( 2)

1 12 ,k

k kx Jz Jy

     

 2 2

1 1 1|| |||| || .k k kz y          (3.4) 

Điều này chứng tỏ ( 2)

2

k

kx 

  do đó 2k  

là tập đóng. Vậy theo nguyên lý quy nạp ta có 1n  

là tập đóng với mọi n . 

Tiếp theo, ta chứng minh 1n  là tập lồi với 

mọi n  bằng phương pháp quy nạp. Với 

0,1n   ta có 1 2 K   . Vì K  là tập lồi nên 

1 2,   là tập lồi. Giả sử 1k  là tập lồi với mọi 

2k  . 

Lấy 2, , [0,1]kx y t   vì 2 1k k    và 

2, kx y   nên 1, kx y  . Theo giả thiết quy nạp, 

ta có 1k  là tập lồi nên 

1(1 ) .ktx t y                      (3.5) 

Vì 2kx   nên ta có 

1 12 , k kx Jz Jy     

 2 2

1 1 1|| |||| || .k k kz y                 (3.6) 

Khi đó, nhân hai vế của (3.6)  với t , ta được 

1 12 , k ktx Jz Jy     

 2 2

1 1 1)(|| |||| ||k k kt z y                (3.7) 

Vì 2ky   nên ta có 

1 12 , k ky Jz Jy     

 2 2

1 1 1|| |||| || .k k kz y                   (3.8) 

Khi đó, nhân hai vế của (3.8)  với (1 )t , ta 

được 1 12 (1 ) , k kt y Jz Jy      

2 2

1 1 1|| || )(1 )(|| ||k k kt z y                (3.9) 

Cộng vế theo vế của (3.7)  và (3.9) , ta được 

1 12 (1 ) , k ktx t y Jz Jy       

2 2

1 1 1|| |||| || .k k kz y       (3.10) 

Từ (3.5)  và (3.10) , suy ra được 

2(1 ) ktx t y    . Do đó, 2k  là tập lồi. Vậy 

theo nguyên lý quy nạp ta có 1n  là tập lồi với 

mọi n . 

Tiếp theo, ta chứng minh n  với mọi 
*n  bằng phương pháp quy nạp. Với 1,2n   ta 

có 1 2 K   . Vì K  nên 1 2,  . Giả 

sử k  nên ta lấy p  thì kp  theo 

Nhận xét 2.1 (3) và đặt (1) (2)max{ , }k k kt t t  ta có  

1

1) (( , ( , 1 )( ) )k

k k k k kp v p J b Jz b JS z      

1(1 ) ( , ) ( , )k

k k k kb p z b p S z     
(1)( , ) ( , ) ( , )k k k k k kp z b p z b t p z      

(1)( , ) ( 1) ( , ).k k k kp z b t p z                         (3.11) 
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1

1( , ) ( , ((1 )
k

k

k r k kp y p T J a JS v   

2 ))k

k ka JS v  

1

1 2( , ((1 ) ))k k

k k k kp J a JS v a JS v     

1 2(1 ) ( , ) ( , )k k

k k k ka p S v a p S v     

(1) (2)( , ) (1 ) ( , )k k k k k ka t p v a t p v     

( , (1 ) ( , ))k k k k k ka t p v a t p v     

( , ).k kt p v                                                (3.12) 

Thay (3.11) vào (3.12), ta có 

(1)( , ) ( ( , ) ( 1) ( , ))k k k k k kp y t p z b t p z      

( , ) ( 1) ( , )k k k k k kt p z t b t p z     

( , ) ( , ) ( , )k k k kp z p z t p z    

( 1) ( , )k k k kt b t p z  ( , ) ( 1) ( , )k k kp z t p z   

( 1) ( , )k k k kt b t p z   

( , ) ( 1)(1 ) ( , )k k k k kp z t t b p z      

( , ) ( 1)(1 )k k k kp z t t b     

2(|| || || |)|kp z  

2( , ) ( 1)(1 )( | |)||k k k k kp z t t b z       

( , ) .k kp z                                                  (3.13) 

Điều này chứng tỏ 1kp   hay 1k . 

Do đó, theo nguyên lý quy nạp ta có n  với 

mọi n . Vì n  và   nên n   

với mọi n . 

Vậy phép chiếu 
1 1n
u

  xác định. 

Bước 3. Chứng minh { }nu  là bị chặn và giới 

hạn 1lim ( , )n
n

u u


 tồn tại. Từ định nghĩa của { }nu  ta 

có 1nnu u  do đó theo Bổ đề 2.6, ta có 

1 1 1( , ) ( , )
nnu u u u     

1 1( , ) ( , )
n

p u p u      

1( , ), .np u p                                          (3.14) 

Lấy u  vì n  nên nu . Khi đó, 

trong (3.14) lấy p u , ta có 

1 1( , ) ( , ).nu u u u                      (3.15) 

Do đó,  1( , )nu u  bị chặn. Vì 

11 1 1nn n nu u
      nên từ (3.14) ta có 

1 1 1( , ) ( , ), 1n nu u u u n     .         (3.16) 

Điều này chứng tỏ rằng  1( , )nu u  là dãy tăng.  

Vậy  1( , )nu u  hội tụ hay tồn tại giới hạn 

1lim ( , )n
n

u u


. 

Bước 4. Chứng minh rằng 
*lim n

n
u u K


  . 

Thật vậy, với m n , ta có 

1 .
mm m nu u               (3.17) 

Lấy mp u  trong (3.14) ta được 

1 1 1( , ) ( , ) ( , )
nn m mu u u u u u       

1( , ) ( , ).m m nu u u u                                      (3.18) 

Bất đẳng thức (3.18) tương đương 

1 1( , ) ( , ) ( , ).m n m nu u u u u u           (3.19) 

Vì 1lim ( , )n
n

u u


 tồn tại nên ta có 

,
lim ( , ) 0.m n

n m
u u


                  (3.20) 

Mặt khác, E  là lồi và trơn đều nên theo Bổ đề 

2.2, ta có 

,
lim 0.|| ||m n

m n
u u


                 (3.21) 

Điều này chứng tỏ  nu  là dãy Cauchy trong 

K . Vì E  là không gian Banach và K  là tập đóng 

nên tồn tại *u K  sao cho 
*lim n

n
u u


 . 

Bước 5. Chứng minh rằng *u  . Đầu tiên 

ta chứng minh *

1( )u F S . Vì 1 1n n nu     nên 

theo định nghĩa của 1n , ta có 

1 1( , ) ( , ) .n n n n nu y u z                (3.22) 

Từ (3.20) và (3.21), khi ta chọn 1m n   ta 

được 1lim ( , ) 0n n
n

u u 


  (3.23)  

 1lim 0.|| ||n n
n

u u


                   (3.24) 

Theo định nghĩa của nz , ta có 

1 || || )| | || (n n n n n n nz u u c u u u       

 1 | .|| |n n nc u u                                                

(3.25) 
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Do đó từ (3.24) và (3.25), ta có 

lim 0.|| ||n n
n

z u


                      (3.26) 

Khi đó từ (3.26) và tính liên tục của ánh xạ 

(.)J , ta có 

lim 0.|| ||n n
n

Jz Ju


                    (3.27) 

Vì { }nu  là dãy bị chặn nên theo (3.26) ta có 

{ }nz  là dãy bị chặn. Khi đó, tồn tại 0A  sao cho  

0 ( 1)n nA t                        (3.28) 

Vì lim 1n
n

t


  nên lấy giới hạn (3.28) khi 

n , ta được lim 0n
n




 .Từ (3.24) và (3.26),    

ta có  

1lim 0.|| ||n n
n

u z


                   (3.29) 

Từ (3.29) và tính liên tục của ánh xạ (.)J ,      

ta có 

1lim 0.|| ||n n
n

Ju Jz


                 (3.30) 

Từ Nhận xét 2.2 (6), ta có 

1 1 1( , ) ,n n n n nu z u Ju Jz       1 ,n n nu z Jz    

 1 1 ||| . |||| |n n nu Ju Jz    

 1 .||| . ||| ||n n nz u z                                         (3.31) 

Do đó từ (3.29), (3.30) và (3.31), ta có 

1lim ( , ) 0.n n
n

u z 


                   (3.32) 

Theo Bổ đề 2.3, ta có 

1lim 0.|| ||n n
n

u z


                    (3.33) 

Từ (3.22), (3.32) và lim 0n
n




 , ta có 

1lim ( , ) 0.n n
n

u y 


                   (3.34) 

Theo Bổ đề 2.3, ta có 

1lim 0.|| ||n n
n

u y


                    (3.35) 

Từ (3.33), (3.35), ta có 

lim 0.|| ||n n
n

z y


                      (3.36) 

Khi đó, từ (3.36) và tính liên tục của ánh xạ 

(.)J , ta có 

lim 0.|| ||n n
n

Jz Jy


                    (3.37) 

Tương tự (2.12) và (2.13) ta có 

( , ) ( , ).n n np w t p v                    (3.38) 

Thay (3.11) vào (3.38), ta có 

( , ) ( , ) .n n np w p z                 (3.39) 

Từ Bổ đề 2.11 (4) và (3.39), ta có 

( , ) ( , ) ( , )n n n ny w p w p y     

( , ) ( , )n n np z p y      

2 2|| || 2|| || ,n n n n nz y p y z         

(|| || ).(|| || )|| || || ||n n n nz y z y    

2 || || . |||| n n np y z     

(|| .(|| || )||) || ||n n n nz y z y    

|2 || || . | || .n n np y z                              (3.40) 

Do đó từ (3.36), (3.40) và lim 0n
n




 , ta có 

lim ( , ) 0.n n
n

y w


                  (3.41) 

Từ (3.41) và Bổ đề 2.3, ta có 

lim 0.|| ||n n
n

y w


                  (3.42) 

Vì J  liên tục trên mỗi tập bị chặn nên ta có 

lim 0.|| ||n n
n

Jy Jw


                (3.43) 

Từ (3.36) và (3.42), ta có 

lim 0.|| ||n n
n

z w


                  (3.44) 

Vì J  liên tục đều trên các tập bị chặn nên từ 

(3.44), ta có lim 0.|| ||n n
n

Jz Jw


          (3.45) 

Lấy p  với 1S  là ánh xạ tựa  -không 

giãn tiệm cận. Theo Nhận xét 2.1 (1), ta có 

2

1 1 )|(|| || || ) ( ,|n n

n np S z p S z   

(1) ( , )n nt p z (1) 2(|| | | )|| ||n nt p z   

(1) 2( || ) .||n nt z                                  (3.46) 

Vì (1){ }nt  và { }nu  là dãy hội tụ nên từ (3.26), 

(3.45) suy ra 1{ }n

nS z  bị chặn do đó 1{ }n

nJS z  bị 

chặn. Đặt 1 1|{ }sup || , ||| ||n

n n
n

r z S z


   

 1{ || ||}sup || ,|| n

n n
n

Jz JS z


 . 

Khi đó 1 1, [0, ]n

n nJz JS z B r  với mọi n . 

Do đó, theo Bổ đề 2.10, tồn tại hàm 
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1 1:[0,2 ) [0, )rg r    lồi, liên tục và tăng ngặt với 

1
(0) 0rg   sao cho 

2

1|| (1 ) ||n

n n n nb Jz b JS z   

2 2

1 |( || || |1 ) || n

n n n nb Jz b JS z    

1 1(1 ) (|| )||n

n n r n nb b g Jz JS z    

2 2

1 |( || || |1 ) || n

n n n nb z b S z    

1 1(1 ) (|| ).||n

n n r n nb b g Jz JS z           (3.47) 

Khi đó, từ định nghĩa của nv  và (3.47), ta có 

1

1( , ) ( , ((1 ) ))n

n n n n np v p J b Jz b JS z      

2

1|| || 2 ,(1 ) n

n n n np p b Jz b JS z       

1 2

1|| ((1 ) ) ||n

n n n nJ b Jz b JS z    

2

1|| || 2 ,(1 ) n

n n n np p b Jz b JS z       

2

1 ||| (1 |) n

n n n nb Jz b JS z    

2

1|| || 2 ,(1 ) n

n n n np p b Jz b JS z       

2 2

1 |( || || |1 ) || n

n n n nb z b S z    

1 1(1 ) (|| )||n

n n r n nb b g Jz JS z    

2(1 )(|| || 2 ,n nb p p Jz      

2 2|| ) || ( | || |n nz b p  )  

2

1 1 |2 , || )|n n

n np JS z S z    

1 1(1 ) (|| )||n

n n r n nb b g Jz JS z   

1(1 ) ( , ) ( , )n

n n n nb p z b p S z     

1 1(1 ) (|| )||n

n n r n nb b g Jz JS z    

(1)(1 ) ( , ) ( , )n n n n nb p z b t p z     

1 1(1 ) (|| )||n

n n r n nb b g Jz JS z    

(1)(1 ( 1)) ( , )n n nb t p z    

1 1(1 ) (|| ).||n

n n r n nb b g Jz JS z         (3.48) 

Thay (3.48) vào (3.38), ta có 

( , ) (1 ( 1)) ( , )n n n n np w t b t p z     

1 1(1 ) (|| )||n

n n n r n nb t b g Jz JS z    

( , ) (1 )n n n n np z b t b      

1 1 ||(|| )n

r n ng Jz JS z  

( , ) (1 )n n n np z b b      

1 1 |(|| ).|n

r n ng Jz JS z                           (3.49) 

Điều này dẫn đến 

1 1(1 ) (|| )||n

n n r n nb b g Jz JS z   

( , ) ( , )n n np z p w      

2 2|| || 2|| || ,n n n n nz w p w z         

(|| || ).(|| || )|| || || ||n n n nz w z w    

2 || || . |||| n n np w z     

(|| ).(|| || )|| || ||n n n nz w z w    

|2 || || . | || .n n np z w                          (3.50) 

Vì lim 0n
n




  và 0l minf (1 )i n n
n

b b


   nên từ 

(3.44) và (3.50), ta suy ra được 

1 1lim (|| ) 0||n

r n n
n

g Jz JS z


  . Do 
1
(0) 0rg   nên ta có 

1lim 0.|| ||n

n n
n

Jz JS z


   (3.51) 

Vì 1J   là liên tục đều trên mỗi tập bị chặn nên 

ta có 1lim 0.|| ||n

n n
n

z S z


                     (3.52) 

Mặt khác, ta có 
*lim n

n
u u


  nên từ (3.26), ta có 

*lim 0.|| ||n
n

z u


                 (3.53) 

Từ (3.52) và (3.53) ta có 

*

1lim 0.|| ||n

n
n

S z u


              (3.54) 

Hơn nữa, ta lại có 

1 * 1

1 1 1 || || ||| |n n n

n n nS z u S z S z     

*

1| || .|n

nS z u                                     (3.55) 

Từ (3.54), (3.55) và tính chính quy tiệm cận 

đều của 1S  nên ta suy ra được 
1 *

1lim 0.|| ||n

n
n

S z u


   Mặt khác, vì 1S  có tính đóng 

nên kết hợp với (3.54) ta có * *

1S u u . Do đó 
*

1( )u F S . 

Tiếp theo ta chứng minh *

2( )u F S , ta có 

|| | (| | 1 )|n n n nJv Jz b Jz  
1 ||n

n n nb JS z Jz   

1 |||| n

n n n n n nJz b Jz b JS z Jz     



Chuyên san Khoa học Tự nhiên 

 

62 

1 |||| n

n n n nb JS z b Jz   

1 .|| ||n

n n nb JS z Jz                              (3.56) 

Từ (3.51) và (3.56), ta có 

lim 0|| ||n n
n

Jv Jz


                     (3.57) 

Vì 1J   là liên tục đều trên các tập bị chặn   

nên ta có lim 0|| ||n n
n

v z


   kết hợp với 

*lim 0|| ||n
n

z u


   ta suy ra được 
*lim 0.|| ||n

n
v u


   

Do đó, { }nv  là dãy bị chặn. Vì 1S  là ánh xạ tựa  -

không giãn tiệm cận nên theo Nhận xét 2.1 (6)      

ta có 

 * *

1( , ) ( , )n

n n nu S v t u v   

 * * |(|| . ||| ||n nt u Ju Jv   

 * .|||| . || |)|n nu v v                              (3.58) 

Vì J  liên tục đều trên các tập bị chặn và 
*lim 0|| ||n

n
v u


   nên ta có 

*lim 0|| ||n
n

Jv Ju


  . 

Do đó từ (3.55) ta suy ra được 
*

1lim ( , ) 0n

n
n

u S v


 . 

Theo Bổ đề 2.2 ta được 

 
*

1lim 0.|| ||n

n
n

S v u


                    (3.59) 

Với p  theo Nhận xét 2.1 (1), ta có 

2(|| || || ) ( ( , )|| , )n

i n i n n np S v p S v t p v     

 2(|| || || )||n nt p v   

 2( || ) .||n nt v                                   (3.60) 

Khi đó từ (3.60) và { }nv  là dãy bị chặn nên ta 

suy ra được 1{ }n

nS v  và 2{ }n

nS v  bị chặn. Đặt 

2 1 2sup || ,|| }|{ || || ||,|n n

n n n
n

r z S v S v


  

1 2sup ,{|| || || ||}|| ,||n n

n n n
n

Jz JS v JS v


           (3.61) 

Khi đó 1 2 2, , [0, ]n n

n n nJz JS v JS v B r  với mọi 

n . Do đó theo Bổ đề 2.10 tồn tại hàm 

2 2:[0,2 ] [0, )rg r    lồi đều và tăng ngặt sao cho 

2
(0) 0rg   và 

2

1 2| ( ||| 1 ) n n

n n n na JS v a JS v   

2 2

1 2||( || ||1 ) || n n

n n n na JS v a JS v    

2 1 2(1 ) (|| ).||n n

n n r n na a g JS v JS v            (3.62) 

Từ (3.62) và lập luận tương tự như chứng 

minh ở (3.48), (3.49), ta có 

( , ) ( , )n n np w p z     

2 1 2(1 ) (|| ).||n n

n n r n na a g JS v JS v             (3.63) 

Điều này dẫn đến 

2 1 2(1 ) (|| )||n n

n n r n na a g JS v JS v   

( , ) ( , )n n np z p w      

2 2|| || 2|| || ,n n n n nz w p w z         

(|| || ).(|| || )|| || || ||n n n nz w z w    

2 || ||p . || ||n n nw z    

(|| ).(|| || )|| || ||n n n nz w z w    

|2 || || . | || .n n np z w                           (3.64) 

Vì lim 0n
n




  và 0l minf (1 )i n n
n

a a


   nên từ 

(3.44) và (3.64) ta suy ra được 

2 1 2lim (|| ) 0||n n

r n n
n

g JS v JS v


  . Do 
2
(0) 0rg   nên   

ta có 

1 2lim 0.|| ||n n

n n
n

JS v JS v


                (3.65) 

Vì 1J   là liên tục đều trên mỗi tập bị chặn nên 

ta có 1 2lim 0.|| ||n n

n n
n

S v S v


                     (3.66) 

Do đó, từ (3.59) và (3.66), ta có 

*

2lim 0.|| ||n

n
n

S v u


                   (3.67) 

Hơn nữa, ta lại có 

 * 1

2 2 2 ||| |||| |n n n

n n nS v u S v S v    

 *

2| || .|n

nS v u                                    (3.68) 

Từ (3.67), (3.68) và tính chính quy tiệm cận 

đều của 2S  nên ta suy ra được 
1 *

2lim 0.|| ||n

n
n

S v u


  Mặt khác, vì 2S  có tính đóng 

nên ta có * *

2 .S u u  Do đó *

2( )u F S . 

Cuối cùng ta cần chứng minh *u  . Lấy 

p  từ (3.13) và Bổ đề 2.9(7), ta có 

1

1 2( , ) ( , ((1 ) ))
n

n n

n r n n n np y p T J a JS v a JS v      

1

1 2( , ((1 ) ))n n

n n n np J a JS v a JS v     
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( , ) .n np z                                      (3.69) 

Vì 
nn r ny T w  nên với mọi y , ta có 

1
( , , ) ,n n n n

n

y y y y y Jy Jw
r

       

 ( , ) ( , ) 0.n n nb y y b y y                      (3.70) 

Từ (3.70) và tính  -đơn điệu yếu của  , ta có 

|
||

|| .
||

| n n
n

n

Jy Jw
y y

r


  

 
1

, ( , )n n n n

n

y y Jy Jw y y
r

      

 ( , ) ( , , )n n nb y y y y y   

 ( , ) ( , , )n ny y y y y    

 ( , ) ( , ).n n nb y y b y y                           (3.71) 

Vì   thỏa mãn các điều kiện của Bổ đề 2.8 

và Bổ đề 2.9 nên   là liên tục. Khi đó sử dụng 

(3.43), kết hợp tính liên tục của ,b  và lấy giới 

hạn đẳng thức (3.71) ta thu được 

* *( , ) ( , , )u y y u y   

 * * *( , ) ( , ) 0b u u b u y   , y K           (3.72) 

Với (0,1)t  và y K , đặt *(1 )ty ty t u   . 

Vì K  là tập lồi nên ty K . Khi đó, ta có 

* *( , ) ( , , )t t tu y y u y   

* * *( , ) ( , ) 0tb u u b u y                        (3.73) 

Khi đó từ (3.73) suy ra được 

* * * * *( , ) ( , , ) ( , ) ( , )t t t tu y y u y b u u b u y     

* * *( , , ) (1 ) ( , , )t ty u y t u u y     

* * * * *( , ) ( , ) (1 ) ( , )b u u tb u y t b u u     

* * * *[ ( , , ) ( , ) ( , )].ty u y b u y b u u         (3.74) 

Từ (3.74) và tính liên tục của ánh xạ 
*( , ,.)y u  nên ta có 

* * * *

0
lim{ ( , , ) ( , ) ( , )}t
t

y u y b u y b u u


   

 
*

0

( , )
lim .t

t

u y

t




                                   (3.75) 

Từ đó ta suy ra được 

* * * * *( , , ) ( , ) ( , ) 0.y u u b u y b u u          (3.76) 

Do đó *u  . Vậy *u  . 

Bước 6. Chứng minh *

1u u . Thật vậy, vì 

11 1nnu u
   nên theo Bổ đề 2.5, với mọi 

1,ny   ta có 

1 1 1, 0n nu y Ju Ju      , (3.77) 

Lấy p , vì 1n  nên 1np  . Khi 

đó, trong (3.77) chọn y p , ta có 

1 1 1, 0.n nu p Ju Ju       (3.78) 

Vì J  liên tục trên mỗi tập con bị chặn và 
*lim n

n
u u


  nên lấy giới hạn (3.78) ta được 

* *

1, 0.u p Ju Ju               (3.79) 

Vậy từ (3.79) và theo Bổ đề 2.5 ta suy ra được 
*

1u u . 

Nhận xét 3.2 Mỗi ánh xạ tựa  -không giãn là 

một ánh xạ tựa  -không giãn tiệm cận với 1nt   

với mọi *n . Do đó, từ Định lí 3.1 ta có hệ quả 

về sự hội tụ của dãy lặp cho ánh xạ tựa  -không 

giãn như sau. 

Hệ quả 3.3 Giả sử các giả thiết (H1) – (H3) 

được thỏa mãn. Hơn nữa, với mỗi :S K K  là 

đóng, chính quy tiệm cận trên K  và là ánh xạ tựa 

 -không giãn. Tập ( )F S  bị chặn trong K , nghĩa 

là tồn tại 0   sao cho  ( ) :|| ||F S x K x     

và ( )F S  . Xét dãy { }nu  là dãy lặp 

được xác định bởi. 

1

1 2 1 2

1

1

1

1

1 1

, ,

( )

((1 ) )

((1 ) )

: ( ({ }, ) , )

n

n

n n n n n

n n n n n

n n n n n

n r n

n n n n n

n

u u K K

z u c u u

v J b Jz b JSz

w J a JSv a JSv

y T w

z z y z z

u u

  











 

  





  

  

  



 






















  

 

trong đó, 2| ||( 1)(1 )( | ) ,n n n n nt t b z      

{ },{ } [0,1]n na b   sao cho 0l minf (1 )i n n
n

b b


  ,

,l (iminf 1 ) 0n n
n

a a


  [ , )nr    với 0   và 
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{ ( ,} 0 1)nc  . Khi đó, dãy { }nu  hội tụ đến 
*

1u u . 

Nhận xét 3.4 Ta nhận thấy mỗi không gian 

Hilbert là một không gian Banach. Do đó, từ Định 

lí 3.1 ta có hệ quả về sự hội tụ của dãy lặp trong 

không gian Hilbert như sau. 

Hệ quả 3.5 Giả sử các giả thiết (H3) – (H4) 

được thỏa mãn. Hơn nữa, H  là không gian Hilbert 

phản xạ, lồi ngặt và trơn đều, *H  là không gian đối 

ngẫu của H  sao cho H  và *H  có tính chất Kadec-

Klee, K  là tập con lồi, đóng, khác rỗng của H . Xét 

dãy { }nu  là dãy lặp được xác định bởi 

1

1 2 1 2

1

1

1

1

1 2

1

1 1

, ,

( )

((1 ) )

((1 ) )

: ( , ) ( ,{ })

n

n

n n n n n

n

n n n n n

n n

n n n n n

n r n

n n n n n

n

u u K K

z u c u u

v J b Jz b JS z

w J a JS v a JS v

y T w

z z y z z

u u

  











 



   

  

  

  












   







 

trong đó,  

2| ||( 1)(1 )( | ) ,n n n n nt t b z     { },na { } [0,1]nb   

sao cho ,l (iminf 1 ) 0n n
n

b b


   0l minf (1 )i n n
n

a a


  , 

[ , )nr    với 0   và { ( ,} 0 1)nc  . 

Khi đó, dãy { }nu  hội tụ đến *

1u u . 

Ví dụ 3.6 Cho E   là không gian Banach 

với chuẩn || || | |x x , x E  . Khi đó, ánh xạ đối 

ngẫu chuẩn tắc J  là ánh xạ đồng nhất và phiếm 

hàm 2( , ) ( )x y x y   , ,x y E  .  

Với [ 1;1]K    xét bài toán cân bằng tìm 

x K  sao cho ( , , ) ( , ) ( , ) 0y x x b x y b x x     

trong đó, hàm ba biến : K K K     được xác 

định bởi ( , , ) ( )x y z x y z    với , ,x y z K ; hàm 

hai biến :b K K   được xác định bởi 
2( , )b x y xy x  . Với mỗi 1,2i   xét hàm 

:iS K K  được xác định bởi 
2i

x
Sx  , x K  . 

Bằng cách kiểm tra trực tiếp ta thấy các điều kiện 

của Định lí 3.1 được thỏa mãn. Do đó, dãy (3.1) 

hội tụ về 10 u . Tiếp theo, chúng tôi minh họa 

sự hội tụ của dãy lặp (3.1) trong một số trường hợp 

bằng tính toán trên phần mềm Sci-lab 6.0 như sau: 

Trường hợp 1: 
10 1

n

n
a

n



 và một số 

trường hợp , (0,1)n nb c   như sau: 

TH 1.1. 
99 1

,
100 2 100 2

n n

n n
b c

n n


 

 
. 

TH 1.2. 
1

,
100 7 50 1

n n

n n
b c

n n


 

 
. 

TH 1.3. ,
2 3 10 1

n n

n n
b c

n n
 

 
. 

TH 1.4. ,
10 1 6 1

n n

n n
b c

n n
 

 
. 
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hợp 1 

Trường hợp 2: 
3 1

7 6
n

n
b

n





 và một số trường 

hợp , (0,1)n na c   như sau: 

TH 2.1. 
99 7

,
100 3 2000 3

n n

n n
a c

n n
 

 
. 

TH 2.1. 
2

,
100 3 20 1

n n

n n
a c

n n


 

 
. 

TH 2.3. 
3

,
10 5 20 1

n n

n n
a c

n n
 

 
. 

TH 2.4. 
10

,
10 2 60 4

n n

n n
a c

n n
 

 
. 
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Hình 2. Dáng điệu hội tụ của 4 dãy lặp trong trường 

hợp 2 

Trường hợp 3: 
1

10 3
n

n
c

n





 và một số 

trường hợp , (0,1)n na b   như sau: 

TH 3.1. 
99 98 1

,
100 7 100 2

n n

n n
a b

n n


 

 
. 

TH 3.2.
3 1

,
100 5 100 3

n n

n n
a b

n n


 

 
. 

TH 3.3. 
999 1

,
100 3 1000 7

n n

n n
a b

n n


 

 
. 

TH 3.4. 
1000 2

n

n
a

n



, 

999

1000 3
n

n
b

n



. 

 

Hình 3. Dáng điệu hội tụ của 4 dãy lặp trong trường 

hợp 3 

Trường hợp 4: 
4 1 3 1

,
7 3 7 6

n n

n n
a b

n n

 
 

 
 và 

một số trường hợp (0,1)nc   như sau: 

TH 4.1. 
100 1

n

n
c

n



. 

TH 4.2. 
20 2

n

n
c

n



. 

TH 4.3. 
10 3

n

n
c

n



. 

TH 4.4. 
6 4

n

n
c

n



. 

 

Hình 4. Dáng điệu hội tụ của 4 dãy lặp trong trường 

hợp 4 

Nhận xét 3.7 Từ 4 trường hợp, ta nhận thấy 

sự hội tụ của dãy lặp (3.1) đến điểm bất động 

chung 0 không phụ thuộc nhiều vào việc chọn dãy 

{ },{ }n na b  mà phụ thuộc chủ yếu vào việc chọn dãy 

{ }nc . Ngoài ra, khi ta chọn { }nc  trong Trường hợp 

4 thì hội tụ nhanh hơn các trường hợp còn lại. 

 Dãy lặp (3.1) là dãy lặp được chúng tôi phát 

triển dựa trên dãy lặp của Định lí 4.1 trong bài báo 

K. R. Kazmi and R. Ali (2019). Do đó, tiếp theo 

chúng tôi so sánh sự hội tụ của hai dãy lặp như sau: 

Đối với dãy lặp của Định lí 4.1 ta chọn 

1 2 3

5 4 1
, ,

10 1 10 1 10 1

n n nn n n
a a a

n n n


  

  
 và 

1

2 3

n n

n






. Đối với dãy lặp (3.1) do không bị phụ 

thuộc vào cách chọn ,n na b  nên ta dùng lại các 

trường hợp (4.2), (4.3), (4.4) trong trường hợp 4 để 

minh họa rõ nhất. 

 

Hình 5. Dáng điệu hội tụ của dãy lặp trong Định lí 

4.1 và 3 dãy lặp trong trường hợp 4 

Lời cảm ơn: Bài báo này được hỗ trợ bởi 

Trường Đại học Đồng Tháp với Đề tài nghiên cứu 

khoa học của sinh viên mã số SPD2022.02.11.  
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