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Abstract

This study explores the sufficient and necessary conditions for achieving identical synchronization in
a network of two ordinary differential systems of Hindmarsh-Rose 3D type (HR) with bidirectionally
linear coupling. By constructing a suitable Lyapunov function, sufficient conditions are identified, while
necessary conditions are derived using the largest transverse Lyapunov exponent. The findings indicate
that identical synchronization occurs only when the coupling strength is sufficiently large. Additionally,
this study employs numerical methods implemented in the R software to test the concerned theories.

Keywords: Coupling strength, Hindmarsh-Rose 3D model, largest transverse Lyapunov exponent,
identical synchronization.
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1. Giéi thiéu

S cong huong hay s dong bé héa 1a mot
hién tuong ty nhién v6 cung quan trong trong thyc
tién va trong cac nganh khoa hoc phi tuyén, dac
biét 1a trong cac mang ludi gdm nhiéu hé phuong
trinh dong luc co6 sy lién két v6i nhau (Aziz-
Alaoui, 2006; Corson, 2009). Cé rat nhiéu loai
cong hudng khac nhau nhu cong hudong dong nhat,
cong huong tong quat, cong huong theo pha,..
(xem Aziz, 2006). Trong nghién ctru nay, chiing t01
chi xét sy cong huong dong nhat. N6 co nghia 1a 1a
cac hé phuong trinh trong mang ludi dang xét sé co
cung dac tinh, hinh dang ké tir mot thoi diém nao
d6. Noi mot cach dé hiéu, néu mot mang ludi nao
d6 gom c6 hai hé phuong trinh dong luc thi su
cOng huong co6 nghia la hé phuong trinh nay s€ sao
chép nhiing ddc tinh va hinh dang cta hé phuong
trinh con lai ké tr mot thoi diém nao d6. Khi do,
mang ludi dang xét dugc noi la c6 sy cong huong
hay dong bé.

Chung ta déu biét ring bd ndo con nguoi cd
chtra rat nhidu té bao (neuron), & d6 ching ludn c6
su lién két v6i nhau tao thanh mot mang ludi cac té
bao. Noi cach khac, mdt mang ludi cac té bao la
mot hé théng gdm nhiéu té bao duoc lién két véi
nhau vé& mit sinh 1y hoc. Nghia 13 su lién két trao
d6i giita chung chi yéu 13 dwa vao cac quéd trinh
dién hoa (Corson, 2009). Nghién ctru nay trinh bay
két qua ve su cong huong dong nhit trong mang
luGi gdom hai té bao lién két v6i nhau theo kiéu
tuyén tinh hai chiéu. Trong d6, mdi té bao trong
mang ludi dang xét duoc biéu dién bf?mg mot hé
phuong trinh vi phan dang Hindmarsh-Rose 3D
(HR) (Corson, 2009).

Nam 1952, Hodgkin va Huxley da nghién ctu
thanh cong mot mo hinh toan hoc bdn chiéu, tic 1a
mot hé théng gdbm bdn phuong trinh vi phan c6 thé
gitip md phong dugc cac tinh chit hoat ndo can
thiét cta dién ap té bao (Hodgkin & Huxley, 1952).
Duya trén sy thanh cong ciia md hinh nay, da c6 rat
nhidu nha nghién ctru trén thé giéi mong mubn dua
ra nhiimg md hinh don gian hon nhung ciing phai
mo ta dugc sy hoat ndo hay tinh chat can thiét ctia
dién ap té bao. NOi bat nhat phai ké dén cong trinh
dugc cong bd vao nam 1984 cua Hindmarsh va
Rose (Corson, 2009). Hai 6ng dd cong bd mot mod
hinh méi mang tén M6 hinh Hindmarsh-Rose 3D
(HR). Mb hinh nay 1a mot hé thong gdm ba phuong
trinh vi phan don gian, dugc biét dén nhu 1a mot
md hinh ba chiéu don gian héa tir mo hinh ndi
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tiéng ctia Hodgkin-Huxley (Corson, 2009; Wang &
cs., 2005). Tuy n6 12 mo6 hinh don gian hon moé
hinh géc nhung n6 c¢é thé biéu dién duogc nhiéu két
qua giai tich dang chu y cua dién ap té bao, ciing
nhu van gitr dugc cac tinh chét can thiét hay y
nghia vé mit sinh hoc cua dién ap té bao. Cu thé
nhu md hinh nay co thé biéu dién duoc trang thai
can bang, trang thai hoat nio va dic biét 1a tinh
bung nd (bursting) cua dién ap té bao, tinh chét nay
dugc tim thay & nhitng dong vat c6 van dé vé tim
mach (Ermentrout & cs., 2009). Cu thé, hé phuong
trinh vi phan dang Hindmarsh-Rose 3D dugc biéu
dién nhu sau:

X
d—=—x3+ax2+y—z+l,
dt

dy 2
—— =1-bx“ -y, 1
it y 1)

dz
Py =r(s(x—c)—2),

trong do6 :

bién thir nhat x = x(t) 1a bién thé hién dién ap
mang té bao;

bién thir hai y = y(t) 1a bién thé hién cho cac
dong ion chuyén dong nhanh xuyén qua mang té bao;

bién thir ba z=2z(t) 1a bién dai dién cho cac
dong ion chuyén dong chim xuyén qua mang té bao;

cac tham s6 c6 trong hé phwong trinh (1) nhu
a,b,c,r,s 1a cac hang so dugc xac dinh bang kinh
nghiém thyc tién (r,s>0);

| 14 cuong do dong dién kich hoat tir bén ngoai.

Trong nhiéu nim gan day, su cong hudng di
dugc nghién ciru rong rdi trén nhidu linh vuc khoa
hoc va doi séng, ¢ rat nhiéu hién tugng tu nhién
ma chung ta thudng bét gip cling phan anh su cong
hudéng nhu su di chuyén cia nhitng dan chim tao
thanh nhitng ddm may trén bau troi, sy di chuyén
nbi dudi nhau cua dan ca chép trong hd, sy di
chuyén déu din cua doan difu hanh, dic biét sy
nhan va truyén thong tin ciia mot nhom cac té bao
trong bd ndo con ngudi ciing cho thiy su cong
huong,... (Braun & cs., 1994; Ermentrout, 2009;
Khalil, 2002; Yanchuk & cs., 2000). Chinh vi thé
viéc nghién ctru vé sy cong huong trong tu nhién
noi chung, hay viéc tim hiéu vé sy cong hudng
trong mang ludi cac t& bao ndi riéng 1a mot viéc
lam c6 ¥ nghia va thyc sy can thiét. Dé cho bai
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nghién ctru dé& hiéu hon, trong bai bao nay ching
t6i chi xét mot mang ludi gdm hai té bao tirc hai hé
phuong trinh vi phan dang Hindmarsh-Rose 3D
dugc lién két voi nhau theo kiéu tuyén tinh hai
chiéu, két qua chinh ctia nghién ctru nay 1a tim ra
diéu kién can va di dé su cong huong dong nhat co
thé dat dugc trén mang ludi dang xét.

2. Piéu kién di va diéu kién cin cho sy
cong hwéng ddng nhat trong mang hréi gom hai
hé phwong trinh vi phin dang Hindmarsh-Rose
3D véi lién két tuyén tinh hai chiéu

Tu hé phuong trinh (1), dugc xem nhu md
hinh cta dién 4p cua mot té bao, chung toi xdy
dung mot mang ludi gdm hai hé phuong trinh vi
phan dang Hindmarsh-Rose 3D véi lién két tuyén
tinh hai chiéu dugc nhu sau:

d_X1:

dt _X13+aX12+y1_21+|_g(X1_X2)’
dy, 2
—L=1-bx —v,
at X — Y1
dz
—dl =r(s(x,—¢)—1z,),
t
: @

X
2 _ 3 2
==X, +aX, +Y,—Z,+1 —g(X, — X)),

d
%Zl_bxzz_yz’

dz
d_tz =r(s(x, =€) —z,),

trong d6 céac bién:
% =X,y =Y t),z =2(),i=12

1a cac bién trang thai cua té bao thu i va gla do
manh lién két (g>0) (xem Corson, 2009;
Ermentrout & cs., 2009).

Pinh nghia 1. Mang ludi dugc md phong boi
h¢ phuong trinh (2) dugc xem 1a dat duoc cong
huéng ddng nhat néu véi moi diéu kién ban dau

x(0),,(0),z(0),i =1,2, ta déu co:
lim (|, (t) = %, ()] +] Y, () = y, O] +[2.0) -2, ()]) =0
o201 Piéu kién dia cho sy cong hwéng
dong nhat
bat =X, =X, Y=Y,—
U =x, +X. Khi d6, hé phuong trinh vi phan d6i
v6i cac bién X,Y,Z dugc cho boi:

vV, Z=2,—-2, va

dX 1

3
oY -—Z-ZX34X(aU -=U?-2q),
dt 4 ( 4 9)
Y pxu -y, 3)
dt
d—ersx —rZ.
dt

Pinh li 1. Néu dé manh lién két g thoa man
2
didu  kien g>maxd —+M véi
6 '8y 8(3—yb?)
O<)/<t;32 thi véi moi diéu kién ban dau
X (0),¥,(0),z,(0),i =12, hé phuwong trinh (3) sé
cong hwong dong nhat.

Chirng minh. Trong phan ching minh nay,
dua vao Ly thuyét 6n dinh Lyapunov va nguyén li
bat bién LaSalle (Aeyels, 1995), chung to6i xay
dung mét ham Lyapunov thich hop xac dinh am,
khi do6 diém (0,0,0) 1a diém 6n dinh toan cuc.

Cha y rang (0,0,0) 1a diém ki di cta hé
phuong trinh (3). Ching t6i xdy dung ham sb
Lyapunov nhu sau:

l ZZ,
2rs

trong d6 y 1a hang s6 duong. Lay dao ham theo t
cua ham s0 Lyapunov trén, ta dugc:

E(XYZ)— X2 +72/Y —

dE(X,Y,Z)
da
X4 z? ) ) )
—T—?—(AX +BXY +yY?),

trong d6 Azzu2 —au +2g,B=ybU -1,

Co th‘é thdy rang: AX? +BXY + Y2 >0 néu
thoa hai diéu kién sau day:

ORYl A:%UZ—aU +2g nén nghiém cua

Z(aiM) )

phuong trinh A=01a U, , = 3 , néu

2 2

g S%. Do d6, A>0néu g >%;
(ii) Ta thy:

2

B
A-B o0
Ry
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< (3-yb*)U% -2(a—2b)U +8g —1>O.
e

(b —2a)?

Diéu kién nay dugc théa néu g >— +—2
8y 8(3—yb%)

va O<7/<b%'

Khi d6, néu chon

{az (b-2a)? }
g > max —
6 8y 8(3—yb%)

véi 0<7/<b—32 thi AX2 +BXY + Y2 >0.

biéu d6 dan dén <0, v&i moi

dE(X,Y,Z)

d
X,Y,Z. Do d6, (0,0,0) la nghiém duy nhat cia
(3). Dwa vao Ly thuyét 6n dinh Lyapunov va
nguyén i bat bién LaSalle (Aeyels, 1995), ta c6
(0,0,0) 1a diém oOn dinh tiém can toan cuc. Dinh 1i
da dugc chtiing minh. [

Cha y 1. Két qua cta Dinh 1i 1 chinh 1a diéu
kién du cho su cong huong ddng nhit cua hé
phuong trinh (2), nhung chii y ring né khéng phai
1a diéu kién can. Néi cach khéc, néu do manh lién
két trong mang ludi d6 khong théa méin Binh 1i 1
thi khong c6 nghia la hé phuong trinh (2) khong c6
su cong huong. That vy, bang phuong phap sd
chung ta c6 thé kiém tra dugc rang voi gia tri cua
d6 manh lién két khong théa man diéu kién du &
DPinh li 1, nhung mang luéi & hé phuong trinh (2)
van dat duoc su cong huong (xem Hinh 2(c)).

2.2. Piéu Kkién cin cho sy cong hwong
ddng nhat

Theo céac nghién ciru ctia Pecora & cs., 1998;
Yanchuk & cs., 2000; Wolf & cs., 1985, thi diéu
kién can thiét cho mang ludi cac hé phuong trinh vi
phan dang xét dat duge su cong huong ddng nhat 1a
s0 mil Lyapunov xuyén ngang lon nhat nhan gia tri
am (xem Corson, 2009). Bang phuong phép s,
ching t6i c6 thé tinh duoc sé mii Lyapunov xuyén
ngang 16n nhat dwoc biéu dién nhu trong Hinh 1.
Theo Hinh 1, s6 mii Lyapunov xuyén ngang 16n
nhét nhan gia tri am khi gia tri d6 manh lién két
g >0.95. Nghia 13, néu gia tri cua d6 manh lién két
thoa man diéu kién nay thi hé phuong trinh (2) s&
dat duoc sy cong hudng ddng nhét.
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=

gane 16m nhat
(=]
'Y

——

S6 mil Lyapunov
.
»

Xuyén n,

Hinh 1. Méi twong quan giira Sb mii Lyapunov xuyén
ngang l6n nhat va d¢ manh lién ket. Su cong huéng

xdy ra néu g >0.95, véi a:3,b:5,c:—%(1+\/§),

r=0.008,s = 4,1 =3.25.

Cha y rang diéu kién can tim dugc O trén
khong phai 1a diéu kién du cho su cong huong dang
xét. Dya theo két qua nghién ctru tim duge tir cac
bai bao cua Pecora & cs., 1998; Yanchuk & cs.,
2000; Wolf & cs., 1985, thi sy khong cong hudng
cling c¢6 thé xay ra ngay ca khi sé mii Lyapunov
xuyén ngang 16n nhat nhan gia trj am.

3. M6 phong s6 va thao luin

Dé kiém tra lai tinh hiéu qué cua cac diéu kién
can va da tim dugc & trén, chung t6i da sir dung
phan mém R va diung thuat todan Runge-Kutta dé
ldy tich phan mang ludi dugc md phong boi hé
phuong trinh (2) v&i céc gia tri tham sé dugc chon
nhu sau (Corson, 2009; Ermentrout & cs., 2009):

a=3,b=5,c =—%(1+J§),
r=0.008,s=4,1 =3.25.
cung véi cac diu kién ban dau:
(%,(0),%:(0),2,(0),%,(0), ,(0),2,(0)) =
(0.1,0,0.1,-0.1,0.1,0).

Theo Pinh nghia 1, ta goi:

%0 =% O +]y.0 = Y, O] +[2.(0) — 2,(1)] 1a sai 56
cong huong dong nhit cua hé phuong trinh (2).
Theo Pinh nghia 1, néu sai s6 cong hudng nay tién
vé 0 khi t tién dén v6 cung thi ta néi mang ludi
dugc mo phong boi hé phuong trinh (2) c6 su cong
hudng dong nhét. Nguoc lai, ta néi hé phwong trinh
(2) khong c6 su cong huong dong nhat xay ra.
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Hinh 2. Sai s6 cong hwéng giira hai té bao trong

mang ludi (2) theo thoi gian twong dng voi cac gia tri

khac nhau cia d) manh lién két. Hinh 2(a), twong
tng voi g =0.2, hién twong cong hwéng chwa xay ra

vi sai 6 cong huwéng chua tié'n vé 0. Hinh 2(b), vai
g = 0.5, sai s0 cong hwéng van chwa tien ve 0 nén sy
cong hudng cia mang luéi (2) chua van xay ra. Hinh
2(c), voi g =0.955, sai s0 cong hwéng da tien ve 0 nén

da c6 sw cong huwéng xay ra

Hinh 2 minh hoa cho sai s§ cong huong giita
hai té bao trong mang ludi (2) theo thoi gian. Cac
hinh duogc sip xép theo thir tw tir trén xudng dudi
tuong tmg v6i cac gia tri ting dan cua d6 manh lién
két, cling nhu gitip chung ta thdy dugc khi nao c6
sy cong huong xay ra. Noi mdt cach khac, Hinh
2(a), 2(b), 2(c) md phong cho sai sé cong hudng
theo thoi gian giira hai té bao trong mang ludi (2)
twong ung véi cac gia tri khac nhau ciia d6 manh
lién két, te[0,200000]. C6 thé thdy rang, & Hinh
2(a), tuong ung voi g =0.2,hién tuong cong
hudng chua xay ra vi sai s6 cong huéng chua tién
vé 0. Tuwong tu, & Hinh 2(b), voi g =0.5, ching ta
thay sai s6 cong huong van chua tién vé 0. Noi mot
cach khac, sy cong huong cua mang ludi (2) chua
xay ra. Didu nay dé hiéu vi véi g=0.2 hoic

g=0.5 thi ca hai diéu kién can va du déu khong
thoa man. Chu y rang diéu kién can 1a g >0.95,
con diéu kién du la:

a’ (b—2a)? }

g > maxq—,—+
{6 8y 8(3—yb%)

—=1.5.
6

D¢ hinh dung mét cach d& hiéu hon, ¢ Hinh 3,
chung t6i md phong cac bieén trang thai cua hé
phuong trinh (2) theo thoi gian tuwong Ung véi do

manh lién két g =0.2. Cu thé, Hinh 3(a) mo phong
bién X bang duong dam lién nét va bién X, bing
duong dut nét (mdt cach twong ung, y, va y, o
Hinh 3(b); z, Vva z, & Hinh 3(c)). Ching ta thay
rang cac dudng lién nét va dit nét khong c6 hinh
dang giong nhau khi thoi gian ting dan, nghia la
khong co su cong hudng xay ra & mang ludi (2).

Bién trang thai
40 1 2

T T T T T
0 50000 100000 150000 200000

Time
@

—

Bién trang thai

T
0 50000 100000 150000 200000

®)

Bién trang thai
00 10 20 3.0

T T
0 50000 100000 150000 200000

©
Hinh 3. Céc bién trang thai cia h¢ phwong trinh (2)
theo thoi gian twong wng véi do manh lién ket

g =0.2. Hinh 3(a) mé phéng bién X bing dwdng

dam lién nét va bién X, bang dwong dirt nét (mot
cach twong wng, y, va y, 6 Hinh 3(b); z; va z, &
Hinh 3(c)). Cac duong lidn nét va dirt nét khong cé
hinh dang giong nhau khi thoi gian ting dan, nghia

1a khong cé sw cong hwéng xdy ra 6 mang lwdéi (2)

Tuy nhién, voi gia tri cia o manh lién Kkét du
16n, ching han khi g =0.955, thi diéu kién du khong
thoa min, nhung diéu kién can thi théa min. Xem
Hinh 2(c), ta thay sai s6 cong huong tién vé 0 nén c6
su cOng hudng xay ra trong hé phuong trinh (2).

Pé hinh dung mot cach dé hiéu hon, & Hinh 4,
ching t6i mo phong cic bién trang thai ciia hé
phuong trinh (2) theo thoi gian tuwong ung véi do
manh lién két g=0.955. Cu thé, Hinh 4(a) md
phong bién X, bang dudng dam lién nét va bién X,
bang dudng dit nét (mot cach tuong tng, y, Va Y,
& Hinh 4(b); z, va z, & Hinh 4(c)). Chung ta thay
rang cac dudng lién nét va dut nét di co hinh dang
gidng nhau khi thoi gian ting dan, nghia la co sy
cong huong xdy ra & mang ludi (2).
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Hinh 4. Cic bién ciia h¢ phwong trinh (2) theo thoi
gian twong ung véi do manh lién két g =0.955. Hinh

4(a) mé phong bién X bang dwong dam lién nét va
bién X, bang dwong dirt nét (mdt cach twong \ing, A
va y, ¢ Hinh 4(b); z, va z, & Hinh 4(c)). Cac duwong

lién nét va dirt nét da c6 hinh dang giéng nhau khi
thoi gian ting dan, nghia la c6 s cong hwéng xdy ra

6 mang lwéi (2)

Nhan xét 1. Theo két qua mo phéng dugc trinh
bay bang phuong phap sO O trén, ching ta thdy co
thé thay rang dé su cong huong dong nhét dugc xay
ra trong mang ludi gom hai hé phuong trinh vi phan
dang Hindmarsh-Rose 3D véi lién két tuyén tinh hai
chiéu thi gia tri ctia 0 manh lién két phai du lon.

4. Két luan

Nghién ctru nay da dua ra duoc két qua dang
cha ¥ vé su cong hudong ddng nhat trong mot mang
lu6i gdm hai hé phuong trinh vi phan dang
Hindmarsh-Rose 3D véi lién két tuyén tinh hai
chiéu. Két qua cho thiy su cong huéng xay ra khi
d6 manh lién két du 16n. Cu thé, bai bdo da néu
duogc didu kién can va dii d6i v6i d6 manh lién két
dé mang ludi dang xét co thé dat dugc su cong
huéng ddng nhét. Ching ta biét ring sy cong
hudng trong mang ludi cic t& bao 1a mot hién
tuong tu nhién rat quan trong va thuong xiy ra
trong néo by con ngudi, né cling dong vali tro quan
trong trong viéc truyén va nhan thong tin. Nghién
clru nay cung cap cho chung ta mot su hiéu biét vé
hién twong cong hudng giira hai t& bao véi lién két
hai chiéu theo kiéu dién hoc, dic biét két qua
nghién ctru con c6 thé phét trién 1én bang viéc
nghién ciru sy cong huong dong nhit trong mot

110

mang ludi gdm rat nhiéu t& bao lién két v6i nhau

v6i nhiing cau tric phirc tap hon.
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