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Tém tit
Bai bao trinh bay ké{ quad vé dieu kién can va du doi véi do manh lién két dé dat dwoc sy cong hyéng ’dé‘ng nhat
trong mgt mang ludi gom hai hé phwong trinh vi phdn dang Hindmarsh-Rose 3D (HR) vdi lién két tuyen tinh hai
chiéu. Bang cdach xdy dung ham so Lyapunov thich hop sé tim duoc diéu kién du va bang cach sw dyng so mil
Lyapunov xuyén ngang lom nhat sé tim dwoc diéu kién can. Ket qua dat dwoc cho thay sw cong huong dong nhat xay
ra Ifhi dg manh lién két phai du I6n. Nghién ciru ndy con trinh bdy két qua bang phwong phdp s6 dwoc thuc hién trén
phan mém R dé kiem tra lai két qua ly thuyet.

Tuw khoa: D5 manh lién két, hé phwong trinh Hindmarsh-Rose 3D, s6 mii Lyapunov xuyén ngang Ién nhat, sw
cong hwong dong nhat.

NECESSARY AND SUFFICIENT CONDITIONS FOR IDENTICAL SYNCHRONIZATION IN A
NETWORK OF TWO ORDINARY DIFERENTIAL SYSTEMS OF HINDMARSH-ROSE 3D TYPE WITH
BIDIRECTIONALLY LINEAR COUPLING

Phan Van Long Em”, Dang Tran Quoc Ky, and Cao Hoang Kiet
An Giang University, Vietnam National University Ho Chi Minh City, Vietnam
“Corresponding author: Phan Van Long Em, Email: pvlem@agu.edu.vn
Avrticle history
Received: 18/11/2024; Received in revised form: 06/01/2025; Accepted: 17/01/2025

Abstract

This study explores the sufficient and necessary conditions for achieving identical synchronization in a network of
two ordinary differential systems of Hindmarsh-Rose 3D type (HR) with bidirectionally linear coupling. By
constructing a suitable Lyapunov function, sufficient conditions are identified, while necessary conditions are derived
using the largest transverse Lyapunov exponent. The findings indicate that identical synchronization occurs only
when the coupling strength is sufficiently large. Additionally, this study employs numerical methods implemented in
the R software to test the concerned theories.
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Chuyén san Khoa hoc Ty nhién

1. Gi6i thiéu

Sw cong huong hay suw déng bo hoa 1a mot hién tugng
ty nhién vo ciing quan trong trong thyc tién va trong cac
nganh khoa hoc phi tuyén, dic biét I trong cac mang
ludi gém nhiéu hé phuong trinh dong luc co6 su lién két
voi nhau (Aziz-Alaoui, 2006; Corson, 2009). Co6 rat
nhiéu loai cong hudng khac nhau nhu cong huong dong
nhit, cong hudng tong quat, cong huong theo
pha,...(xem Aziz, 2006). Trong nghién ciru nay, ching
t61 chi xét sy cong huong dong nhat. N6 co nghia 1a 1a
cac h¢ phuong trinh trong mang lu6i dang xét s€ co cung
déc tinh, hinh dang ké tir mot thoi diém nao do. Noi mot
cach d& hiéu, néu mot mang ludi ndo d6 gém c6 hai hé
phuong trinh dong luc thi sy cong hudng c6 nghia la hé
phuong trinh nay s& sao chép nhitng dac tinh va hinh
dang ctia hé phuong trinh con lai ké tir mot thoi diém nao
d6. Khi d6, mang ludi dang xét dugc ndi 1a c6 sy cong
hirong hay dong bé.

Chung ta déu biét ring b ndo con ngudi co chia rat
nhiéu t& bao (neuron), & d6 ching ludn c6 sy lién két vi
nhau tao thanh mot mang ludi cc té bao. N6i cach khac,
mot mang ludi cac té bao 1a mot hé théng gém nhidu té
bao dugc lién két voi nhau vé mit sinh 1y hoc. Nghia 1a
su lién két trao doi giita chung chu yéu 1a dua vao cac
qua trinh dién hoa (Corson, 2009). Nghién ctru nay trinh
bay két qua vé sy cong hudng ddng nhit trong mang ludi
gom hai té bao lién ket voi nhau theo kiéu tuyén tinh hai
chiéu. Trong d6, mdi té bao trong mang ludi dang xét
dugc biéu dién bang mot hé phuong trinh vi phan dang
Hindmarsh-Rose 3D (HR) (Corson, 2009).

Nam 1952, Hodgkin va Huxley da nghién ctru thanh
cong mot md hinh toan hoc bén chiéu, tic 13 mot hé
thong gdm bén phuong trinh vi phin c6 thé gitp mo
phong dugc cac tinh chat hoat ndo can thiét cua dién ap
té bao (Hodgkin & cs., 1952). Duya trén su thanh cong
ctia md hinh ndy, di c6 rat nhiéu nha nghién ciru trén thé
giéi mong mudn dua ra nhitng md hinh don gian hon
nhung cling phai md ta dugc sy hoat ndo hay tinh chat
can thiét ciia dién ap té bao. Noi bat nhat phai ké dén
cong trinh duoc cong bd vao nam 1984 cia Hindmarsh
va Rose (Corson, 2009). Hai 6ng di cong bd mot mod
hinh méi mang tén M6 hinh Hindmarsh-Rose 3D (HR).
M6 hinh nay 1a mot hé théng gom ba phuong trinh vi
phan don gian, dugc biét dén nhu 14 mot mé hinh ba
chiéu don gian hoa tir mé hinh nbi tiéng ciia Hodgkin-
Huxley (Corson, 2009; Wang & cs., 2005). Tuy nd la mé
hinh don gian hon mé hinh gdc, nhung n6 c6 thé biéu
dién dwoc nhidu két qua giai tich dang chu y cua dién ap
té bao, cling nhu van giit dugc cac tinh chét can thiét hay
¥ nghia vé mit sinh hoc ctia dién ap té bao. Cu thé nhu
md hinh nay c6 thé biéu dién duoc trang thai can bang,
trang théai hoat ndo va déc biét 1a tinh bung n (bursting)
ctia dién ap té bao, tinh chat nay dugc tim thay & nhiing
dong vat c6 van dé& vé tim mach (Ermentrout & cs.,
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2009). Cu thé, he¢ phuong trinh vi phén dang
Hindmarsh-Rose 3D duoc biéu dién nhu sau:

dx

—=-x+ax’+y-z+1,

dt

dy

—Z =1-bx*-y,

dt 1)

dz

— =r(s(x—c)—2z),

trong do6 :

bién thir nhat X = X(t) 1a bién thé hién dién 4p mang
té bao;

bién thtr hai y = y(t) 1a bién thé hién cho cic dong
ion chuyén dong nhanh xuyén qua mang té bao;

bién thir ba z = z(t) 1a bién dai dién cho cac dong
ion chuyén dong cham xuyén qua mang té bao;

cic tham s6 co6 trong hé phuong trinh (1) nhu
a,b,c,r,s la cac hang s6 dugc xic dinh bang kinh
nghiém thyc tién (r,s > 0);

| 1a cuong do dong dién kich hoat tir bén ngoai.

Trong nhiéu nim gin ddy, sy cong huong di dugc
nghién ctru rong rai trén nhi€u linh vyc khoa hoc va doi
song, c¢o rat nhiéu hién tugng ty nhién ma chdng ta
thuong bat gap ciing phan anh sy cong hudng nhu sy di
chuyén cua nhiing dan chim tao thanh nhiing dam may
trén bau troi, su di chuyén noi dudi nhau cia dan céa chép
trong ho, su di chuyén déu dan ctia doan di€¢u hanh, dic
biét sy nhan va truyén thong tin cia mot nhoém cac té bao
trong by ndao con ngudi cling cho thay sy cong
huong,...(Braun & cs., 1994; Ermentrout, 2009; Khalil,
2002; Yanchuk & cs., 2000). Chinh vi the viéc nghién
clru vé sy cong hudng trong tu nhién ndi chung, hay viéc
tim hiéu vé su cong hudng trong mang ludi cac té bao
noi riéng 12 mot viéc 1am c6 y nghia va thyc sy can thiét.
Dé cho bai nghién ciru dé hiéu hon, trong bai bao nay
chdng tbi chi xét mot mang ludi gom hai té bao tirc hai
hé phuong trinh vi phan dang Hindmarsh-Rose 3D duoc
lién két véi nhau theo ki€u tuyén tinh hai chiéu, két qua
chinh ctia nghién ctru nay la tim ra diéu kién can va du dé
su cong huong dong nhat co6 thé dat dugc trén mang ludi
dang xét.

2. Piéu kién di va diéu kién cin cho sw cong
hwéng dong nhat trong mang lwéi gom hai hé phwong
trinh vi phan dang Hindmarsh-Rose 3D véi lién ket
tuyén tinh hai chiéu

T hé phuong trinh (1), dugc xem nhu md hinh cta
dién ap cua mot t€ bao, ching téi xdy dung mot mang
ludi gom hai hé phuong trinh vi phan dang Hindmarsh-
Rose 3D vdi lién két tuyén tinh hai chiéu dugc nhu sau:
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CL)? ==X +ax+y, -z +1—-g(x—X,),
d

%zl—bxf—yl,

dz

d—1=r(5(><1—0)—21),

t @
dﬁ——x3+ax2+ —2,+1-g(x,— %)
dt - 2 2 yZ 2 g 2 X17
dy,
=2 =1-bx?-vy,,
at Y,
dz
d_t2 = I’(S(X2 —C)— Zz)f

trong d6 cac bién:
X, =% ),y =y,t),z =z(t),i=12

1a cac bién trang thai cta té bao th i va ¢ 1a d6 manh
liéen két (g > 0) (xem Corson, 2009; Ermentrout & cs.,
2009).

Pinh nghia 1. Mang lu6i dugc mdé phong boi hé
phuong trinh (2) dugc xem 14 dat dugc cong hudng dong
nhit néu vé6i moi diéu kién ban dau

x,(0), y.(0),2(0),i =1,2, ta déu co:
lim (|, (t) = %, ()] +]y,() = Y, ()] +[2,(8) - 2, (D)) =
2.1. Piéu Kkién di cho su cong hwong dong nhit
bat X=X =%,Y=Y,-y,Z
U = X, + X,. Khi d6, hé phuong trinh vi phan ddi véi cac
bién X,Y,Z duoc cho boi:

=z,-2z VA

d_X:y_z_1x3+X(aU—§U2—29),
dt 4 4
d\t{_—bxu —Y, @)
d—f:rsx —-rZ.

Pinh li 1. Néu dé manh lién két § théa man diéu kién

2
g = max a M , VOi O<7/<i2 thi
6 87/ 8(3 7b?) b

voi moi diéu kién ban dau X, (0), y;(0), 2 (0),i
phirong trinh (3) sé cong hwéng dong nhat.

=12, hé

Chimg minh. Trong phan chimg minh nay, dya vao Ly
thuyét 6n dinh Lyapunov va nguyén li bat bién LaSalle
(Aeyels, 1995), chiung t6i xay dung mot ham Lyapunov
thich hop xac dinh am, khi dé6 diém (0,0,0) 13 diém 6n
dinh toan cuc.

Chu y rang (0,0,0) 14 diém ki di ctia hé phuong trinh
(3). Chiing t6i xay dyng ham s Lyapunov nhu sau:

x24Vyzp Loz
2 2rs

trong d6 » 1a hiang s6 duong. Lay dao ham theo t cua

E(X,Y, Z)_2

ham so6 Lyapunov trén, ta dugc:

dE(X,Y,Z)
dat
X4+ z? ) ) @
—T—?—(AX +BXY +7Y?),

trong do A:%UZ—aU +29,B=ybU -1.

C6 thé thdy ring: AX*+ BXY +»Y? >0 néu thoa hai
diéu kién sau day:

@i Vi Az%U2 —aU +2g nén nghiém cua phuong

2(aiﬂ)

A

trinh A=0 la U, = 3 , néu
2 2
g <& Do d6, A>0néu g >a—;
6 6
(i) Ta thay:
2
;/A—BT>O
1 Piéu
< (3—-yb*)U?-2(a—2b)U +8g - =>0.
/4

kién nay dwoc théa néu ¢ >—+M va
8y 8(3-b?)

3
0<;/<F

Khi @6, néu chon

g > max a +—(b 2a)°
6 '8y 8(3-yb?) |’

vc’yi0<;/<b—32 thi AX?+BXY +7Y?>0.

dE(X,Y,Z)
dt

X,Y,Z. Do d6, (0,0,0) l1a nghiém duy nhét cua (3).
Dya vao Ly thuyét 6n dinh Lyapunov va nguyén li bat
bién LaSalle (Aeyels, 1995), ta c6 (0,0,0) 14 diém 6n
dinh tiém can toan cuc. Pinh 1i da dugc ching minh. ™

Cha 'y 1. Két quéa ciia Dinh 1i 1 chinh 1a diéu kién dii cho
su cong hudng dong nhat cta hé¢ phuong trinh (2), nhung

bicu d6 dan den <0, voéi moi
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cht y ring né khong phai 1a diéu kién can. Noi cach
khac, néu d6 manh lién két trong mang ludi do6 khong
thoa mén Dinh li 1 thi khong c6 nghia 1a hé phuong trinh
(2) khong c6 su cong huong. Thét vay, bang phuong
phap s ching ta c6 thé kiém tra duogc rang voi gia tri
ctia dd manh lién két khong thoa man diéu kién du &
Dinh 1i 1, nhung mang luéi & hé phuong trinh (2) van dat
dugc sy cong huong (xem Hinh 2(c)).

2.2. Piéu kién can cho sw cong hwdong dong nhat

Theo cac nghién ciru cua Pecora & cs., 1998;
Yanchuk & cs., 2000; Wolf & cs., 1985, thi diéu kién can
thiét cho mang ludi cac hé phuong trinh vi phan dang xet
dat dugc sy cong huong dong nhat 1a s6 mii Lyapunov
xuyén ngang lén nhat nhan gia tri &m (xem Corson,
2009). Bing phuong phép sd, chung t6i ¢ thé tinh dugc
sO mi Lyapunov xuyén ngang lén nhit duoc biéu dién
nhu trong Hinh 1. Theo Hinh 1, s mii Lyapunov xuyén
ngang lon nhét nhan gia tri &m khi gia tri d0 manh lién
két g >0.95. Nghia Ia, néu gia tri ciia do manh lién két
thoa man diéu kién nay thi h¢ phuong trinh (2) s& dat
dugc sy cong huong ddng nhat.

0.6

5k

i

gang 16m nhat
(=]
w
___._-—'—"'-._"_

Xuyén n,
o

S6 mi Lyapunov
(=]
0

(=]
-
"

Hinh 1. M#di twong quan giira S6 mii Lyapunov xuyén
ngang 16m nhit va
d manh lién két. Sw cong hwéng xiy ra néu
g > 0.95,vei

a=3,b:5,c=—%(1+\/§),

r=0.008,s =4,1 =3.25.

Chl y rang diéu kién can tim dugc & trén khong
phai 1a diéu kién du cho su cong huong dang xét. Dua
theo két qua nghién ctru tim duoc tir cac bai bao cta
Pecora & cs., 1998; Yanchuk & cs., 2000; Wolf & cs.,
1985, thi su khong cong hudng ciing co thé xay ra ngay
ca khi sb mii Lyapunov xuyén ngang 16n nhit nhan gia
tri am.

3. M6 phéng s6 va thao luan

Dé kiém tra lai tinh hiéu qua cua cac didu kién can
va du tim duoc & trén, ching t6i da sir dung phan mém R
va dung thuat toan Runge-Kutta dé 1ay tich phan mang
ludi duge mé phong bdi hé phuong trinh (2) véi cac giad
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tri tham s dwoc chon nhu sau (Corson, 2009;

Ermentrout & cs., 2009):
a=3b=5c :—%(1+J§),
r=0.008,s =4,1 =3.25.

cling véi cac diéu kién ban dau:
(%(0), %1(0),2,(0),%,(0), ¥,(0),2,(0)) =
(O.l, 0,0.1,-0.1,0.1, O).
Theo Pinh nghia 1, ta goi:

%, () = %, (1) + |, () — Y, ()] +|2,(t) — 2,(1)] 1a sai sb
cong huong dong nhat cia hé phuong trinh (2). Theo
Dinh ngh1a 1, néu sai s6 cong hudng nay tién vé 0 khi t
tién dén vo cung thi ta néi mang ludi duge mé phong boi
hé phuong trinh (2) c6 su cong huong dong nhat. Nguoc
lai, ta n6i hé phuong trinh (2) khéng c6 sy cong huong
dong nhét xay ra.

oh
B -
=
=
e
G
.xg -
= S T T T T T
7] 0 50000 100000 150000 200000
Thoi gian
(a)
o
o
§ -]
= o
of) &
U
o =
)
“@ o]
‘2 < T T T T T
15} 0 50000 100000 150000 200000
Thoi gian
®)
£
.D-t @
= o
=
o
= = |
B
(=]
o] |
@ o |
= T T T T T
1} 0 50000 100000 150000 200000
Thoi gian

(©
Hinh 2. Sai s6 cdng hwéng giira hai té bao trong mang
lwéi (2) theo thoi gian twong wng voi cac gia tri khac
nhau ciia @ manh lién két. Hinh 2(a), twong tng véi
g = 0.2, hién twong cong huéng chwa xay ra vi sai sb
cong hudng chwa tién vé 0. Hinh 2(b), véi g = 0.5, sai
s6 cong hwéng vin chua tién vé 0 nén sy cong huong
ciia mang lwéi (2) chwa vén xay ra. Hinh 2(c), véi
g = 0.955, sai s6 cong huong da tién vé 0 nén di cé sy
cOng hwéng xay ra
Hinh 2 minh hoa cho sai s6 cong hudng giita hai té
bao trong mang ludi (2) theo thoi gian. Cac hinh dugc
sdp xép theo thir tw tir trén xudng dudi tuong ung voi
cac gia tri ting dan cua do manh lién két, cling nhu gitip
chung ta thiy duoc khi nao c6 su cong hudng xay ra. Noi
mot cach khac, Hinh 2(a), 2(b), 2(c) md phong cho sai sb
cong huong theo thoi gian giita hai t& bao trong mang
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luoi (2) tuwong ung véi cac gia tri khac nhau cia 6 manh
lién két, t €[0,200000]. C6 thé thdy ring, & Hinh 2(a),
tuong tmg véi g = 0.2, hién tugng cong hudng chua xay
ra vi sai s6 cong huong chua tién vé 0. Tuong tu, & Hinh
2(b), v6i g =0.5, chung ta thay sai s6 cong huong van
chua tién vé& 0. N6i mot cach kh‘éc, su C@{lg h}xéng cla
mang ludi (2) chua xdy ra. Di€u nay dé hiéu vi voi
g =0.2 hodc g = 0.5 thi ca hai diéu kién can va du déu
khong théa man. Chi y rang diéu kién can 1a g > 0.95,
con diéu kién du la:

{az (b—2a)? }

g > max —

6 8y 8(3—yb%)

Pé hinh dung mot cach dé hiéu hon, & Hinh 3, chiing
toi mo phdong céac bien trang thai cua hé phuong trinh (2)
theo thoi gian twong tng v6i d6 manh lién két g = 0.2.

—=15.

Cu thé, Hinh 3(a) mé phong bién X, bang dudng dam
lién nét va bién X, bang duong dut nét (mot cach twong
ung, Yy, va Yy, ¢ Hinh 3(b); z; va z, ¢ Hinh 3(c)).
Chung ta thiy rang cac dudng lién nét va dit nét khong
c6 hinh dang giong nhau khi thoi gian tang dan, nghia la
khong c6 su cdng hudng xay ra & mang ludi (2).

— x1

-

Bién trang thai

T T T
0 50000 100000 150000 200000

Time
@

— ¥

2

Bién trang thai

-0 -6

T T T
0 50000 100000 150000 200000

Time
(®)

z1

Bién trang thai
00 10 20 30

T T T
0 50000 100000 150000 200000

Time

©
Hinh 3. Cic bién trang thai ciia h¢ phwong trinh (2)
theo thoi gian twong wng véi d¢ manh lién ket
g =0.2. Hinh 3(a) md phéng bién X, bang duwong
dam lién nét va bién X, bang dwong dit nét (mot
cach twong ing, Y, va Yy, 6 Hinh 3(b); z, va z, &
Hinh 3(c)). Cac duong lién nét va dirt nét khong cé
hinh dang giong nhau khi thoi gian ting dan, nghia la
khong c6 su cong hudng xdy ra & mang lwéi (2)

Tuy nhién, véi gia tri cua d0 manh lién két du 16m,
chang han khig =0.955, thi diéu kién dii khong thoa
man, nhung diéu kién can thi théa man. Xem Hinh 2(c),
ta thdy sai s6 cong hudng tién vé 0 nén co su cong hudng
xdy ra trong h¢ phuong trinh (2).

Pé hinh dung mét cach dé hiéu hon, & Hinh 4, chung
t6i m6 phong cac bién trang thai cta hé phuong trinh (2)
theo thoi gian tuwong tng v6i d6 manh lién két
g =0.955. Cu thé, Hinh 4(a) md phong bién X, bang
dudng dam lién nét va bién X, bang dudng dit nét (mot

cach tuong ung, Yy, va y2 ¢ Hinh 4(b); z, va z, ¢
Hinh 4(c)). Ching ta thay rang cic dudng lién nét va dut
nét da c6 hinh dang gidng nhau khi thoi gian ting dan,
nghia la ¢6 sy cong huong xay ra & mang ludi (2).

— x1

-2

-1
L

Bién trang thai

T T T T T
0 50000 100000 150000 200000

Theoi gian
(@

—
-2

-2

Bién trang thai

10 -6

T T T T T
0 50000 100000 150000 200000

Thoi gian
(®)

— =zl
st oz2

Bién trang thai
00 10 20 30

T T T T T
0 50000 100000 150000 200000

Thoi gian

(©
Hinh 4. Cic bién ciia h¢ phwong trinh (2) theo thoi
gian twong ng v6i d) manh lién két g = 0.955. Hinh
4(a) md phong bién X, bing dwong dam lién nét va
bién X, bing duong dirt nét (mot cach twong vng, Y,
va Yy, 6 Hinh 4(b); z, va z, & Hinh 4(c)). Cac duwong
lién nét va dit nét da c6 hinh dang gidng nhau khi
thoi gian ting dan, nghia la cé sy cong hwéong xay ra
& mang luéi (2)
Nhén xét 1. Theo két qua mo phong dugc trinh bay be‘ing
phuong phap s6 ¢ trén, chung ta thay co6 the thay rang dé
sy cong huong dong nhat dugc xdy ra trong mang luGi
gom hai h¢ phuong trinh vi phan dang Hindmarsh-Rose
3D véi lién’ ket tuyén tinh hai chi€u thi gia tri cia do
manh lién két phai du 16m.
4. Két luin
Nghién ctru nay da dua ra dugc két qua dang chay vé
su cong huong dong nhat trong mot mang ludi gom hai
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hé phuong trinh vi phan dang Hindmarsh-Rose 3D véi
lién két tuyén tinh hai chidu. Két qua cho thiy su cong
hudng xay ra khi do manh lién két da 16n. Cu thé, bai
béo di néu dugc diéu kién can va du dbi voi d6 manh
lién két dé mang ludi dang xét co thé dat duoc su cong
hudng dong nhat. Chung ta biét rang sy cong hudng
trong mang ludi cac té bao 1a mot hién tuong tu nhién rat
quan trong va thuong xay ra trong ndo b con ngudi, nd
cling déng vai trd quan trong trong viéc truyén va nhan
thong tin. Nghién ciru ndy cung cap cho chling ta mot sy
hiéu biét vé hién twong cong hudng giita hai té bao vai
lién két hai chiéu theo kiéu dién hoc, dic biét két qua
nghién ciru con co thé phat trién 1én bang viéc nghién
ctru sy cong huong dong nhit trong mot mang ludi gom
rat nhidu té bao lién két v6i nhau voi nhing cdu trac
phtc tap hon.
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