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Tóm tắt 

Bài báo trình bày kết quả về điều kiện cần và đủ đối với độ mạnh liên kết để đạt được sự cộng hưởng 

đồng nhất trong một mạng lưới gồm hai hệ phương trình vi phân dạng Hindmarsh-Rose 3D (HR) với liên 

kết tuyến tính hai chiều. Bằng cách xây dựng hàm số Lyapunov thích hợp sẽ tìm được điều kiện đủ và 

bằng cách sử dụng số mũ Lyapunov xuyên ngang lớn nhất sẽ tìm được điều kiện cần. Kết quả đạt được 

cho thấy sự cộng hưởng đồng nhất xảy ra khi độ mạnh liên kết phải đủ lớn. Nghiên cứu này còn trình bày 

kết quả bằng phương pháp số được thực hiện trên phần mềm R để kiểm tra lại kết quả lý thuyết.   
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Abstract 

This study explores the sufficient and necessary conditions for achieving identical synchronization in 

a network of two ordinary differential systems of Hindmarsh-Rose 3D type (HR) with bidirectionally 

linear coupling. By constructing a suitable Lyapunov function, sufficient conditions are identified, while 

necessary conditions are derived using the largest transverse Lyapunov exponent. The findings indicate 

that identical synchronization occurs only when the coupling strength is sufficiently large. Additionally, 

this study employs numerical methods implemented in the R software to test the concerned theories. 

Keywords: Coupling strength, Hindmarsh-Rose 3D model, largest transverse Lyapunov exponent, 

identical synchronization.  
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1. Giới thiệu 

Sự cộng hưởng hay sự đồng bộ hóa là một 

hiện tượng tự nhiên vô cùng quan trọng trong thực 

tiễn và trong các ngành khoa học phi tuyến, đặc 

biệt là trong các mạng lưới gồm nhiều hệ phương 

trình động lực có sự liên kết với nhau (Aziz-

Alaoui, 2006; Corson, 2009). Có rất nhiều loại 

cộng hưởng khác nhau như cộng hưởng đồng nhất, 

cộng hưởng tổng quát, cộng hưởng theo pha,… 

(xem Aziz, 2006). Trong nghiên cứu này, chúng tôi 

chỉ xét sự cộng hưởng đồng nhất. Nó có nghĩa là là 

các hệ phương trình trong mạng lưới đang xét sẽ có 

cùng đặc tính, hình dạng kể từ một thời điểm nào 

đó. Nói một cách dễ hiểu, nếu một mạng lưới nào 

đó gồm có hai hệ phương trình động lực thì sự 

cộng hưởng có nghĩa là hệ phương trình này sẽ sao 

chép những đặc tính và hình dáng của hệ phương 

trình còn lại kể từ một thời điểm nào đó. Khi đó, 

mạng lưới đang xét được nói là có sự cộng hưởng 

hay đồng bộ.    

Chúng ta đều biết rằng bộ não con người có 

chứa rất nhiều tế bào (neuron), ở đó chúng luôn có 

sự liên kết với nhau tạo thành một mạng lưới các tế 

bào. Nói cách khác, một mạng lưới các tế bào là 

một hệ thống gồm nhiều tế bào được liên kết với 

nhau về mặt sinh lý học. Nghĩa là sự liên kết trao 

đổi giữa chúng chủ yếu là dựa vào các quá trình 

điện hóa (Corson, 2009). Nghiên cứu này trình bày 

kết quả về sự cộng hưởng đồng nhất trong mạng 

lưới gồm hai tế bào liên kết với nhau theo kiểu 

tuyến tính hai chiều. Trong đó, mỗi tế bào trong 

mạng lưới đang xét được biểu diễn bằng một hệ 

phương trình vi phân dạng Hindmarsh-Rose 3D 

(HR) (Corson, 2009).  

Năm 1952, Hodgkin và Huxley đã nghiên cứu 

thành công một mô hình toán học bốn chiều, tức là 

một hệ thống gồm bốn phương  trình vi phân có thể 

giúp mô phỏng được các tính chất hoạt náo cần 

thiết của điện áp tế bào (Hodgkin & Huxley, 1952). 

Dựa trên sự thành công của mô hình này, đã có rất 

nhiều nhà nghiên cứu trên thế giới mong muốn đưa 

ra những mô hình đơn giản hơn nhưng cũng phải  

mô tả được sự hoạt náo hay tính chất cần thiết của 

điện áp tế bào. Nổi bật nhất phải kể đến công trình 

được công bố vào năm 1984 của Hindmarsh và  

Rose (Corson, 2009). Hai ông đã công bố một mô 

hình mới mang tên Mô hình Hindmarsh-Rose 3D 

(HR). Mô hình này là một hệ thống gồm ba phương 

trình vi phân đơn giản, được biết đến như là một 

mô hình ba chiều đơn giản hóa từ mô hình nổi 

tiếng của Hodgkin-Huxley (Corson, 2009; Wang & 

cs., 2005). Tuy nó là mô hình đơn giản hơn mô 

hình gốc, nhưng nó có thể biểu diễn được nhiều kết 

quả giải tích đáng chú ý của điện áp tế bào, cũng 

như vẫn giữ được các tính chất cần thiết hay ý 

nghĩa về mặt sinh học của điện áp tế bào. Cụ thể 

như mô hình này có thể biểu diễn được trạng thái 

cân bằng, trạng thái hoạt náo và đặc biệt là tính 

bùng nổ (bursting) của điện áp tế bào, tính chất này 

được tìm thấy ở những động vật có vấn đề về tim 

mạch (Ermentrout & cs., 2009). Cụ thể, hệ phương 

trình vi phân dạng  Hindmarsh-Rose 3D được biểu 

diễn như sau: 

3 2

2

,

1 ,

( ( ) ),

dx
x ax y z I

dt

dy
bx y

dt

dz
r s x c z

dt


     




  



  


          (1) 

trong đó : 

biến thứ nhất ( )x x t  là biến thể hiện điện áp 

màng tế bào;  

biến thứ hai ( )y y t  là biến thể hiện cho các 

dòng ion chuyển động nhanh xuyên qua màng tế bào;  

biến thứ ba ( )z z t  là biến đại diện cho các 

dòng ion chuyển động chậm xuyên qua màng tế bào;  

các tham số có trong hệ phương trình (1) như 

, , , ,a b c r s  là các hằng số được xác định bằng kinh 

nghiệm thực tiễn ( , 0r s  );  

I  là cường độ dòng điện kích hoạt từ bên ngoài. 

Trong nhiều năm gần đây, sự cộng hưởng đã 

được nghiên cứu rộng rãi trên nhiều lĩnh vực khoa 

học và đời sống, có rất nhiều hiện tượng tự nhiên 

mà chúng ta thường bắt gặp cũng phản ánh sự cộng 

hưởng như sự di chuyển của những đàn chim tạo 

thành những đám mây trên bầu trời, sự di chuyển 

nối đuôi nhau của đàn cá chép trong hồ, sự di 

chuyển đều đặn của đoàn diễu hành, đặc biệt sự 

nhận và truyền thông tin của một nhóm các tế bào 

trong bộ não con người cũng cho thấy sự cộng 

hưởng,… (Braun & cs., 1994; Ermentrout, 2009; 

Khalil, 2002; Yanchuk & cs., 2000). Chính vì thế 

việc nghiên cứu về sự cộng hưởng trong tự nhiên 

nói chung, hay việc tìm hiểu về sự cộng hưởng 

trong mạng lưới các tế bào nói riêng là một việc 

làm có ý nghĩa và thực sự cần thiết. Để cho bài 
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nghiên cứu dễ hiểu hơn, trong bài báo này chúng 

tôi chỉ xét một mạng lưới gồm hai tế bào tức hai hệ 

phương trình vi phân dạng Hindmarsh-Rose 3D 

được liên kết với nhau theo kiểu tuyến tính hai 

chiều, kết quả chính của nghiên cứu này là tìm ra 

điều kiện cần và đủ để sự cộng hưởng đồng nhất có 

thể đạt được trên mạng lưới đang xét. 

2. Điều kiện đủ và điều kiện cần cho sự 

cộng hƣởng đồng nhất trong mạng lƣới gồm hai 

hệ phƣơng trình vi phân dạng Hindmarsh-Rose 

3D với liên kết tuyến tính hai chiều 

Từ hệ phương trình (1), được xem như mô 

hình của điện áp của một tế bào, chúng tôi xây 

dựng một mạng lưới gồm hai hệ phương trình vi 

phân dạng Hindmarsh-Rose 3D với liên kết tuyến 

tính hai chiều được như sau: 

3 21
1 1 1 1 1 2

21
1 1

1
1 1

3 22
2 2 2 2 2 1

22
2 2

2
2 2

( ),

1 ,

( ( ) ),

( ),

1 ,

( ( ) ),

dx
x ax y z I g x x

dt

dy
bx y

dt

dz
r s x c z

dt

dx
x ax y z I g x x

dt

dy
bx y

dt

dz
r s x c z

dt


       


   


   


        


   



  


      (2) 

trong đó các biến: 

( ), ( ), ( ), 1,2i i i i i ix x t y y t z z t i     

là các biến trạng thái của tế bào thứ i  và g là độ 

mạnh liên kết ( 0)g   (xem Corson, 2009; 

Ermentrout & cs., 2009). 

Định nghĩa 1. Mạng lưới được mô phỏng bởi 

hệ phương trình (2) được xem là đạt được cộng 

hưởng đồng nhất nếu với mọi điều kiện ban đầu 

(0), (0), (0), 1,2,i i ix y z i   ta đều có: 

 1 2 1 2 1 2lim ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.
t

x t x t y t y t z t z t


       

2.1. Điều kiện đủ cho sự cộng hƣởng     

đồng nhất 

Đặt 2 1 2 1 2 1, ,X x x Y y y Z z z       và 

2 1.U x x   Khi đó, hệ phương trình vi phân đối 

với các biến , ,X Y Z  được cho bởi: 

3 21 3
( 2 ),

4 4

,

.

dX
Y Z X X aU U g

dt

dY
bXU Y

dt

dZ
rsX rZ

dt


     




  



 


   (3) 

Định lí 1. Nếu độ mạnh liên kết g  thỏa mãn 

điều kiện 
2 2

2

1 ( 2 )
max , ,

6 8 8(3 )

a b a
g

b 

 
  

 
 với 

2

3
0

b
   thì với mọi điều kiện ban đầu 

(0), (0), (0), 1,2,i i ix y z i   hệ phương trình (3) sẽ 

cộng hưởng đồng nhất. 

Chứng minh. Trong phần chứng minh này, 

dựa vào Lý thuyết ổn định Lyapunov và nguyên lí 

bất biến LaSalle (Aeyels, 1995), chúng tôi xây 

dựng một hàm Lyapunov thích hợp xác định âm, 

khi đó điểm (0,0,0) là điểm ổn định toàn cục.  

Chú ý rằng (0,0,0)  là điểm kì dị của hệ 

phương trình (3). Chúng tôi xây dựng hàm số 

Lyapunov như sau:  

2 2 21 1
( , , ) ,

2 2 2
E X Y Z X Y Z

rs


    

trong đó   là hằng số dương. Lấy đạo hàm theo t  

của hàm số Lyapunov trên, ta được: 

 
4 2

2 2

( , , )

,
4

dE X Y Z

dt

X Z
AX BXY Y

s




    

         (4) 

trong đó 23
2 , 1.

4
A U aU g B bU      

Có thể thấy rằng: 2 2 0AX BXY Y    nếu 

thỏa hai điều kiện sau đây: 

(i) Vì 23
2

4
A U aU g    nên nghiệm của 

phương trình 0A  là 
 2

1,2

2 6
,

3

a a g
U

 
  nếu 

2

.
6

a
g   Do đó, 0A nếu 

2

;
6

a
g   

(ii) Ta thấy: 

2

0
4

B
A    
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2 2 1
(3 ) 2( 2 ) 8 0.b U a b U g


        

Điều kiện này được thỏa nếu 
2

2

1 ( 2 )

8 8(3 )

b a
g

b 


 


 

và 
2

3
0 .

b
   

Khi đó, nếu chọn  

2 2

2

1 ( 2 )
max , ,

6 8 8(3 )

a b a
g

b 

 
  

 
 

với 
2

3
0

b
   thì 2 2 0.AX BXY Y    

Điều đó dẫn đến 
( , , )

0,
dE X Y Z

dt
  với mọi 

, , .X Y Z  Do đó, (0,0,0)  là nghiệm duy nhất của 

(3). Dựa vào Lý thuyết ổn định Lyapunov và 

nguyên lí bất biến LaSalle (Aeyels, 1995),  ta có 

(0,0,0) là điểm ổn định tiệm cận toàn cục. Định lí 

đã được chứng minh.                                       

Chú ý 1. Kết quả của Định lí 1 chính là điều 

kiện đủ cho sự cộng hưởng đồng nhất của hệ 

phương trình (2), nhưng chú ý rằng nó không phải 

là điều kiện cần. Nói cách khác, nếu độ mạnh liên 

kết trong mạng lưới đó không thỏa mãn Định lí 1 

thì không có nghĩa là hệ phương trình (2) không có 

sự cộng hưởng. Thật vậy, bằng phương pháp số 

chúng ta có thể kiểm tra được rằng với giá trị của 

độ mạnh liên kết không thỏa mãn điều kiện đủ ở 

Định lí 1, nhưng mạng lưới ở hệ phương trình (2) 

vẫn đạt được sự cộng hưởng (xem Hình 2(c)). 

2.2. Điều kiện cần cho sự cộng hƣởng   

đồng nhất 

Theo các nghiên cứu của Pecora & cs., 1998; 

Yanchuk & cs., 2000; Wolf & cs., 1985, thì điều 

kiện cần thiết cho mạng lưới các hệ phương trình vi 

phân đang xét đạt được sự cộng hưởng đồng nhất là 

số mũ Lyapunov xuyên ngang lớn nhất  nhận giá trị 

âm (xem Corson, 2009). Bằng phương pháp số, 

chúng tôi có thể tính được số mũ Lyapunov xuyên 

ngang lớn nhất được biểu diễn như trong Hình 1.  

Theo Hình 1, số mũ Lyapunov xuyên ngang lớn 

nhất nhận giá trị âm khi giá trị độ mạnh liên kết 

0.95.g   Nghĩa là, nếu giá trị của độ mạnh liên kết 

thỏa mãn điều kiện này thì hệ phương trình (2) sẽ 

đạt được sự cộng hưởng đồng nhất.  

 

Hình 1. Mối tƣơng quan giữa Số mũ Lyapunov xuyên 

ngang lớn nhất và độ mạnh liên kết. Sự cộng hƣởng 

xảy ra nếu 0.95,g   với 
1

3, 5, (1 5),
2

a b c      

0.008, 4, 3.25.r s I    

Chú ý rằng điều kiện cần tìm được ở trên 

không phải là điều kiện đủ cho sự cộng hưởng đang 

xét. Dựa theo kết quả nghiên cứu tìm được từ các 

bài báo của Pecora & cs., 1998; Yanchuk & cs., 

2000; Wolf & cs., 1985, thì sự không cộng hưởng 

cũng có thể xảy ra ngay cả khi số mũ Lyapunov 

xuyên ngang lớn nhất nhận giá trị âm. 

3. Mô phỏng số và thảo luận 

Để kiểm tra lại tính hiệu quả của các điều kiện 

cần và đủ tìm được ở trên, chúng tôi đã sử dụng 

phần mềm R và dùng thuật toán Runge-Kutta để 

lấy tích phân mạng lưới được mô phỏng bởi hệ 

phương trình (2) với các giá trị tham số được chọn 

như sau (Corson, 2009; Ermentrout & cs., 2009): 

1
3, 5, (1 5),

2

0.008, 4, 3.25.

a b c

r s I

    

  

 

cùng với các điều kiện ban đầu: 

 

 

1 1 1 2 2 2(0), (0), (0), (0), (0), (0)

0.1,0,0.1, 0.1,0.1,0 .

x y z x y z 


 

Theo Định nghĩa 1, ta gọi: 

1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x t x t y t y t z t z t      là sai số 

cộng hưởng đồng nhất của hệ phương trình (2). 

Theo Định nghĩa 1, nếu sai số cộng hưởng này tiến 

về 0 khi t  tiến đến vô cùng thì ta nói mạng lưới 

được mô phỏng bởi hệ phương trình (2) có sự cộng 

hưởng đồng nhất. Ngược lại, ta nói hệ phương trình 

(2) không có sự cộng hưởng đồng nhất xảy ra. 
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Hình 2. Sai số cộng hƣởng giữa hai tế bào trong 

mạng lƣới (2) theo thời gian tƣơng ứng với các giá trị 

khác nhau của độ mạnh liên kết. Hình 2(a), tƣơng 

ứng với 0.2,g   hiện tƣợng cộng hƣởng chƣa xảy ra 

vì sai số cộng hƣởng chƣa tiến về 0. Hình 2(b), với 

0.5,g  sai số cộng hƣởng vẫn chƣa tiến về 0 nên sự 

cộng hƣởng của mạng lƣới (2) chƣa vẫn xảy ra. Hình 

2(c), với 0.955,g  sai số cộng hƣởng đã tiến về 0 nên 

đã có sự cộng hƣởng xảy ra 

Hình 2 minh họa cho sai số cộng hưởng giữa 

hai tế bào trong mạng lưới (2) theo thời gian. Các 

hình được sắp xếp theo thứ tự từ trên xuống dưới  

tương ứng với các giá trị tăng dần của độ mạnh liên 

kết, cũng như giúp chúng ta thấy được khi nào có 

sự cộng hưởng xảy ra. Nói một cách khác, Hình 

2(a), 2(b), 2(c) mô phỏng cho sai số cộng hưởng 

theo thời gian giữa hai tế bào trong mạng lưới (2) 

tương ứng với các giá trị khác nhau của độ mạnh 

liên kết,  0,200000 .t  Có thể thấy rằng, ở Hình 

2(a), tương ứng với 0.2,g  hiện tượng cộng 

hưởng chưa xảy ra vì sai số cộng hưởng chưa tiến 

về 0.  Tương tự, ở Hình 2(b), với 0.5,g   chúng ta 

thấy sai số cộng hưởng vẫn chưa tiến về 0. Nói một 

cách khác, sự cộng hưởng của mạng lưới (2) chưa 

xảy ra. Điều này dễ hiểu vì với 0.2g   hoặc 

0.5g   thì cả hai điều kiện cần và đủ đều không 

thỏa mãn. Chú ý rằng điều kiện cần là 0.95,g   

còn điều kiện đủ là: 

2 2 2

2

1 ( 2 )
max , 1.5.

6 8 8(3 ) 6

a b a a
g

b 

 
    

 
 

Để hình dung một cách dễ hiểu hơn, ở Hình 3, 

chúng tôi mô phỏng các biến trạng thái của hệ 

phương trình (2) theo thời gian tương ứng với độ 

mạnh liên kết 0.2.g   Cụ thể, Hình 3(a) mô phỏng 

biến 1x  bằng đường đậm liền nét và biến 2x  bằng 

đường đứt nét (một cách tương ứng, 1y   và 2y  ở 

Hình 3(b); 1z   và 2z  ở Hình 3(c)). Chúng ta thấy 

rằng các đường liền nét và đứt nét không có hình 

dạng giống nhau khi thời gian tăng dần, nghĩa là 

không có sự cộng hưởng xảy ra ở mạng lưới (2). 

 

Hình 3. Các biến trạng thái của hệ phƣơng trình (2) 

theo thời gian tƣơng ứng với độ mạnh liên kết 

0.2.g   Hình 3(a) mô phỏng biến 
1x  bằng đƣờng 

đậm liền nét và biến 
2x  bằng đƣờng đứt nét (một 

cách tƣơng ứng, 
1y   và 

2y  ở Hình 3(b); 
1z   và 

2z  ở 

Hình 3(c)). Các đƣờng liền nét và đứt nét không có 

hình dạng giống nhau khi thời gian tăng dần, nghĩa 

là không có sự cộng hƣởng xảy ra ở mạng lƣới (2) 

Tuy nhiên, với giá trị của độ mạnh liên kết đủ 

lớn, chẳng hạn khi 0.955,g   thì điều kiện đủ không 

thỏa mãn, nhưng điều kiện cần thì thỏa mãn. Xem 

Hình 2(c), ta thấy sai số cộng hưởng tiến về 0 nên có 

sự cộng hưởng xảy ra trong hệ phương trình (2). 

Để hình dung một cách dễ hiểu hơn, ở Hình 4, 

chúng tôi mô phỏng các biến trạng thái của hệ 

phương trình (2) theo thời gian tương ứng với độ 

mạnh liên kết 0.955.g   Cụ thể, Hình 4(a) mô 

phỏng biến 1x  bằng đường đậm liền nét và biến 2x  

bằng đường đứt nét (một cách tương ứng, 1y  và 2y  

ở Hình 4(b); 1z  và 2z  ở Hình 4(c)). Chúng ta thấy 

rằng các đường liền nét và đứt nét đã có hình dạng 

giống nhau khi thời gian tăng dần, nghĩa là có sự 

cộng hưởng xảy ra ở mạng lưới (2). 
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Hình 4. Các biến của hệ phƣơng trình (2) theo thời 

gian tƣơng ứng với độ mạnh liên kết 0.955.g   Hình 

4(a) mô phỏng biến 
1x  bằng đƣờng đậm liền nét và 

biến 
2x  bằng đƣờng đứt nét (một cách tƣơng ứng, 

1y   

và 
2y  ở Hình 4(b); 

1z   và 
2z  ở Hình 4(c)). Các đƣờng 

liền nét và đứt nét đã có hình dạng giống nhau khi 

thời gian tăng dần, nghĩa là có sự cộng hƣởng xảy ra 

ở mạng lƣới (2) 

Nhận xét 1. Theo kết quả mô phỏng được trình 

bày bằng phương pháp số ở trên, chúng ta thấy có 

thể thấy rằng để sự cộng hưởng đồng nhất được xảy 

ra trong mạng lưới gồm hai hệ phương trình vi phân 

dạng Hindmarsh-Rose 3D với liên kết tuyến tính hai 

chiều thì giá trị của độ mạnh liên kết phải đủ lớn. 

4. Kết luận 

Nghiên cứu này đã đưa ra được kết quả đáng 

chú ý về sự cộng hưởng đồng nhất trong một mạng 

lưới gồm hai hệ phương trình vi phân dạng 

Hindmarsh-Rose 3D với liên kết tuyến tính hai 

chiều. Kết quả cho thấy sự cộng hưởng xảy ra khi 

độ mạnh liên kết đủ lớn. Cụ thể, bài báo đã nêu 

được điều kiện cần và đủ đối với độ mạnh liên kết 

để mạng lưới đang xét có thể đạt được sự cộng 

hưởng đồng nhất. Chúng ta biết rằng sự cộng 

hưởng trong mạng lưới các tế bào là một hiện 

tượng tự nhiên rất quan trọng và thường xảy ra 

trong não bộ con người, nó cũng đóng vai trò quan 

trọng trong việc truyền và nhận  thông tin. Nghiên 

cứu này cung cấp cho chúng ta một sự hiểu biết về 

hiện tượng cộng hưởng giữa hai tế bào với liên kết 

hai chiều theo kiểu điện học, đặc biệt kết quả 

nghiên cứu còn có thể phát triển lên bằng việc 

nghiên cứu sự cộng hưởng đồng nhất trong một 

mạng lưới gồm rất nhiều tế bào liên kết với nhau 

với những cấu trúc phức tạp hơn.  
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