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Tóm tắt  

Trong bài báo này, chúng tôi tính chỉ số chính quy của một lược đồ gồm  6 điểm béo Z 

= 3P1 + 2P2+ +2P6 trong không gian xạ ảnh 
3P . Với phương pháp đánh giá chặn trên và 

chặn dưới chúng tôi chỉ ra được giá trị của chỉ số chính quy cần tính. Kết quả của bài báo 

được trình bày qua Định lý 3.4. 

 Từ khóa: Chỉ số chính quy, hàm Hilbert, không gian xạ ảnh, lược đồ, tập điểm béo. 
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Abstract  

This paper computes the regularity index of a scheme Z = 3P1 + 2P2+ +2P6  

the set of six fat points in projective space P3
. With the method of evaluating the upper 

and lower bounds, it shows the value of the regularization index to be calculated. This 

result is presented in Theorem 3.4. 

Keywords: Fat points, Hilbert funtion, projective space, scheme, the regularity 
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1. Giới thiệu 

Cho :n n

k=  là một  không gian xạ ảnh n-chiều trên trường đóng đại số k và 

0 1[ , ,..., x ]nR k x x=  là vành đa thức n +1 t biến 
0 1, ,..., nx x x  với hệ số trên k. Cho  

1,..., nP P  là các điểm phân biệt trong n , ký hiệu 
i là iđêan nguyên tố thuần nhất xác 

định bởi iP , 1,...,i s= . Cho 
1,..., sm m là các số nguyên dương, iđêan 1

1

sm m

s
I =     

gồm các đa thức f R triệt tiêu tại iP  với số bội , 1,..., ;im i s =  ta ký hiệu Z là lược 

đồ chiều không xác định bởi I và gọi  

1 1 s sZ m P m P= + +  

là tập điểm béo trong n . 

Vành tọa độ thuần nhất của Z là : /A R I= .  Đây là vành phân bậc 
0t tA A=  

có số bội 
1

1
(A) : .

s
i

i

m n
e

n=

+ − 
=  

 
  Với mọi t ( là tập các số tự nhiên), phần phân bậc 

tA  là một k-không gian véc tơ hữu hạn chiều. Hàm số  

(t) dimZ k tH A=  

được gọi là hàm Hilbert của Z. 

Hàm Hilbert tăng chặt cho đến khi đạt được số bội e(A), taị đó nó dừng. Chỉ số 

chính quy của Z là số nguyên dương bé nhất sao cho (t) ( )ZH e A=  và nó được ký hiệu 

là reg(Z). Chỉ số chính quy reg(Z) bằng với chỉ số chính quy Castelnuovo – Mumford 

reg(A) của vành tọa độ A. 

Việc tính đúng giá trị của reg(Z) là khó, thay vì vậy người ta tìm chặn trên của 

nó. Đã có nhiều kết quả về chặn trên của reg(Z) có thể tìm thấy trong Ballico (2016), 

Catalisano (1993), Fatabi (2001), Nagel (2018), Phan (2000), Segre (1961). 

Cho tập điểm béo 1 1 s sZ m P m P= + +  trong n , đặt  

maxjT = {[ 1
2

ll

q

ii
m j

j

=
+ − ]|

1
,...,

qi iP P  nằm trên một j- phẳng}, 

 max | 1,..., .jT T j n= =  

Một tập điểm  1,..., sX P P=  được gọi là không suy biến nếu X  không nằm trên 

một siêu phẳng. Một tập điểm béo 1 1 s sZ m P m P= + +  được gọi là không suy biến nếu 

X  không suy biến. Năm 2016, Ballico & cs. (2016)  đã chứng minh được 

  reg(Z) T . 

cho tập  
1 1 3 3n nZ m P m P+ += + +  không suy biến trong n . Gần đây Nagel & cs. (2018) 

đã chứng minh được chặn trên đúng cho tập điểm béo tùy ý trong n  
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Nhắc lại rằng việc tính đúng giá trị của reg(Z) là rất khó. Vì vậy chỉ có vài kết 

quả được đăng trên các tạp chí uy tính như sau. 

Năm 1984, Davis & Geramita (1984) đã tính được giá trị của reg(Z) khi tập điểm 

nằm trên một đường thẳng với 

reg(Z)=
1 1sm m+ + − . 

Một đường cong hữu tỷ chuẩn  trong n là đường cong có phương trình tham số 

1 1

0 1 1, ,..., ,n n n n

n nx t x t u x tu x u− −

−= = = = . 

Cho một tập điểm béo 1 1 s sZ m P m P= + +  trong n ,  với 
1 2 .sm m m    

Năm 1993, Catalisano & cs. (1993) đã chỉ ra công thức tính reg(Z) trong hai trường 

hợp sau: 

Nếu 2s   và 1,..., PsP  nằm trên đường cong hữu tỷ chuẩn trong n  thì 

1 2

1

( ) max 1, ( 2) / n .
s

i

i

reg Z m m m n
=

  
= + − + −  

  
  

Nếu 
1 23,2 2,2 sn s n m m m   +      và 1,..., sP P  nằm ở vị trí tổng quát 

trong n  thì reg(Z)
1 2 1.m m= + −  

Năm 2012, Phan (2012) cũng đã tính được chỉ số chính quy reg(Z)=T cho tập 

s+2 điểm béo sao cho chúng không nằm trên một (s-1)-phẳng trong n với .s n  

Trong năm 2017, Phan & Tran (2017) đã tính được chỉ số chính quy reg(Z)=T cho tập 

s+3 điểm béo đồng bội, không nằm trên (r-1)-phẳng, 3s r + , trong n . 

Một tập điểm béo 1 1 s sZ m P m P= + + được gọi là hầu đồng bội nếu 

 1,im m m − , với mọi i = 1,…s. 

          Trong bài báo này, chúng tôi đi tính chỉ số chính quy reg(Z) cho  một lược đồ 

gồm 6 điểm hầu đồng bội 3P1 + 2P2+ +2P6 trong 
3

. Kết quả này là hoàn toàn mới 

và  được nêu trong Định lý 3.4. 

2. Các bổ đề cần dùng 

Trong quá trình chứng minh các kết quả chính, chúng tôi sử dụng các bổ đề sau. 

Bổ đề sau đây dùng để tính giá trị reg(Z) khi tập điểm nằm trên một đường thẳng. 

Bổ đề 2.1. (Davis & Geramita, 1984). Nếu 1 1 s sZ m P m P= + +  là một tập điểm 

béo tùy ý trong n , thì  

reg(Z) 
1 1sm m= + + −  

khi và chỉ khi các điểm 
1,..., sP P  nằm trên một đường thẳng. 

Cho tập các chỉ số {1,…,s} và    1,..., 1,...,ri i s  là tập chỉ số con của {1,…,s}. 
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Ta gọi 
1 1 r ri i i iY m P m P= + +  là tập điểm béo con của tập 

1 1 s sZ m P m P= + + . Bổ đề sau 

giúp ta so sánh chỉ số chính quy của một tập điểm béo con của tập điểm béo cho trước. 

Bổ đề 2.2. (Phan, 2012). Cho  1,..., sX P P=  là các điểm phân biệt trong n  và 

1,..., sm m  là các số nguyên dương. Đặt 1

1 .smm

sI =    Nếu  
1
,...,

ri iY P P= là một tập 

con của X và 1

1

i ir

r

m m

i iJ =   khi đó reg(R/J)   reg(R/I). 

Từ đây suy ra, nếu 1 1 s sZ m P m P= + +  là tập điểm béo xác định bởi iđêan I và 

1 1 r ri i i iU m P m P= + +  là tập điểm béo xác định bởi iđêan J, thì ta có reg(U)   reg(Z). 

Hai bổ đề tiếp theo cho phép ta tính chỉ số chính quy cho một tập điểm cho trước. 

Bổ đề 2.3. (Phan, 2017). Cho P1,…,Ps+2 là các điểm phân biệt không nằm trên (s-1)-

phẳng trong n , s n và m1,…,ms là các số nguyên dương. Đặt 21

1 2
smm

sI +

+=   , 

A=R/I. Thì, reg(A)=max{Tj|j=1,…,n}, 

Trong đó maxjT = {[ 1
2

l

q

il
m j

j

=
+ − ] | 

1
,...,

qi iP P  nằm trên một j-phẳng}, j=1,…,n. 

Bổ đề 2.4. (Phan & Tran, 2017). Cho  1 3,..., sX P P +=  là một tập các điểm phân 

biệt ở vị trí tổng quát trên s-phẳng, không nằm trên (s-1)-phẳng trong 
n

, s n ,  và 

im  là các số nguyên dương. Đặt 
1 1 3 3s sZ m P m P+ += + +  là tập điểm béo. Khi đó,  

reg(Z)  max | 1,..., njT j= =  

trong đó maxjT = {[ 1
2

l

q

il
m j

j

=
+ − ] | 

1
,...,

qi iP P  nằm trên một j-phẳng}, j=1,…,n. 

Bổ đề sau đây cho ta chặn trên cho tập n+3 điểm béo không suy biến trong n . 

Bổ đề 2.5. (Ballico & cs., 2016). Cho 
1 1 3 3n nZ m P m P+ += + +  là một tập n+3 

điểm béo không suy biến trong 
n

. Khi đó, reg(Z)  max | 1,..., njT j =  

trong đó maxjT = {[ 1
2

l

q

il
m j

j

=
+ − ] | 

1
,...,

qi iP P  nằm trên một j-phẳng}, j=1,…,n. 

3. Chỉ số chính quy của lược đồ 3P1 + 2P2+ +2P6 trong 3  

Để chứng minh các kết quả của bài báo này, chúng tôi bắt đầu từ nhận xét sau: 

Bổ đề 3.1. Cho  1 6,...,X P P=  là tập sáu điểm phân biệt không suy biến trong 

3
. sao cho không có năm điểm nào của X nằm trên 2-phẳng. Cho m1,…,m6 là số 

nguyên dương và tập điểm béo 
1 1 6 6Z m P m P= + + . 
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Đặt maxjT = {[ 1
2

l

q

il
m j

j

=
+ − ] | 

1
,...,

qi iP P  nằm trên một j-phẳng},và  

 max | 1,2,3jT T j= =  

Khi đó, nếu T=T1 hoặc T=T2 thì reg(Z) = T. 

Chứng minh. Xét hai trường hợp của T.  

• T=T1: Gọi d là đường thẳng đi qua các điểm 
1
,...,

ri iP P sao cho 

11 1
ri iT m m= + + − . Xét tập điểm béo 

1 1 r ri i i iY m P m P= + + , theo Bổ đề 2.2, ta có  

reg(Z)   reg(Y) =T1=T. 

Hơn nữa, theo Bổ đề 2.5, ta có reg (Z)T. Do đó reg(Z) = T. 

• T =T2: Gọi   là 2-phẳng đi qua các điểm 
1
,...,

si iP P sao  cho 1

2
2

si im m
T

+ + 
=  
 

, 

do không có năm điểm của X nằm trên 2-phẳng, nên 4s  . Xét tập điểm béo 

1 1 s si i i iU m P m P= + + , theo Bổ đề 2.3 ta có reg(U) = T2=T. 

Mặt khác theo Bổ đề 2.5, ta có reg(U) T. Do đó reg(Z) = T. 

Từ đó ta nhận được reg(Z) =T. 

Bổ đề 3.1 đã được chứng minh. 

Mệnh đề 3.2.  Cho  1 6,...,X P P=  là một tập 6 điểm phân biệt không suy biến, 

không ở vị trí tổng quát sao cho không có năm điểm nằm trên 2-phẳng trong không 

gian xạ ảnh 3 . Cho lược đồ sau 
1 2 3 63 2 2 2Z P P P P= + + + + . 

 Đặt maxjT = {[ 1
2

l

q

il
m j

j

=
+ − ] | 

1
,...,

qi iP P  nằm trên một j-phẳng}, 

với 3
li

m =  hoặc 2
li

m =  và  max | 1,2,3jT T j= =  

Khi đó ( )reg Z T= . 

Chứng minh. Với sáu điểm nằm trong không gian xạ ảnh 3 , ta luôn có 

3

3 5.2 3 2
4.

3
T

+ + − 
= = 
 

 

Do không có năm điểm nào của X nằm trên 2-phẳng nên không có bốn điểm 

của X nằm trên một đường thẳng. Ta có các khả năng sau: 

• Trường hợp 1: X có ba điểm nằm trên một đường thẳng. Gọi d là đường thẳng 

đi qua ba điểm của X. Khi đó ta có các khả năng sau: 

-  d đi qua P1 và Pi, Pj (i,j=2,…,6) thì 
1 6T = , 
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- d đi qua Pi, Pj, Pk (i,j,k=3,…,6) thì 
1 5T = . 

Do không có năm điểm của X nằm trên 2-phẳng nên 
2

3 3.2 2 2
4.

2
T

+ + − 
 = 
 

 

Do đó 1.T T=  

Theo Bổ đề 3.1 ta có ( )reg Z T= . 

• Trường hợp 2: X không có ba điểm nằm trên một đường thẳng nên 
1 4.T   

Do X không nằm ở vị trí tổng quát nên có bốn điểm nằm trên 2-phẳng. Khi đó  

2

4.2 2 2 3 3.2 2 2
4 4.

2 2
T

+ − + + −   
=   =   
   

 

Suy ra T = T2 = 4. 

Theo Bổ đề 3.1 ta có ( )reg Z T= . 

Mệnh đề 3.2 đã được chứng minh.                                                   

Từ Bổ đề 2.1 và Bổ đề 2.2 ta có nhận xét sau đây. 

Nhận xét. Cho  1 3,..., nX P P +=  là tập n+3 điểm phân biệt không suy biến n . 

Cho m1,…,mn+3  là số nguyên dương và tập điểm béo 
1 1 3 3n nZ m P m P+ += + + . 

Đặt maxjT = {[ 1
2

l

q

il
m j

j

=
+ − ] | 

1
,...,

qi iP P  nằm trên một j-phẳng}, 

và  max | 1,2,3jT T j= =  

Khi đó, nếu T=T1 thì reg(Z) = T. 

Thật vậy, giả sử 
1
,...,

ri iP P  là r điểm nằm trên đường thẳng sao cho  

11 1
ri iT T m m= = + + − . 

Khi đó, xét lược đồ 
1 1 r ri i i iU m P m P= + + . 

Theo Bổ đề 2.1 ta có reg(U) = T1 = T. 

Mặt khác, 
1
,...,

ri iP P  là một tập con của X nên U là một lược độ con của Z. Theo 

Bồ đề 2.2 và ta có ( ) ( )T reg U reg Z T=   . Vậy reg(Z) = T. 

Mệnh đề 3.3. Cho  1 6,...,X P P=  là tập 6 điểm phân biệt không suy biến, không 

ở vị trí tổng quát trong 3 . Cho lược đồ sau 
1 2 3 63 2 2 2Z P P P P= + + + + . 

 Đặt maxjT = {[ 1
2

l

q

il
m j

j

=
+ − ] | 

1
,...,

qi iP P  nằm trên một j-phẳng}, 
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với 3
li

m =  hoăc 2
li

m =  và  max | 1,2,3jT T j= =  

Khi đó ( )reg Z T= . 

Chứng minh: Với sáu điểm nằm trong không gian xạ ảnh 3 , ta luôn có 

3

3 5.2 3 2
4.

3
T

+ + − 
= = 
 

 

Nếu X không có 5 điểm nằm trên 2-phẳng α, theo Mệnh đề 3.2, ta có 

reg(Z) = T. 

Nếu X có 5 điểm nằm trên 2-phẳng α. Khi đó 

2

5.2 2 2 3 4.2 2 2
5 5

2 2
T

+ − + + −   
=   =   
   

, suy ra T2 =5.  

Trường hợp 1:  X có 4 điểm nằm trên một đường thẳng d. Khi đó ta có 

17 8T  ,  

Do đó T=max{T1, T2, T3} = T1. 

Theo Bổ đề 3.1 ta có ( )reg Z T= . 

Trường hợp 2:  X có ba điểm nằm trên một đường thẳng d. Ta có 2-phẳng α 

luôn chưa d. Khi đó 

 • Nếu d đi qua P1 thì T1 = 6. 

 • Nếu d không đi qua P1 thì T1 = 5. 

Suy ra T=max{T1, T2, T3} = T1. 

Theo Bổ đề 3.1 ta có ( )reg Z T= . 

Trường hợp 3:  X không có ba điểm nằm trên một đường thẳng d. Khi đó  

1 4.T   

Suy ra T=max{T1, T2, T3} = T2. 

Gọi Y={
1 2 3 4 5
, , , ,i i i i iP P P P P } là tập gồm 5 điểm nằm trên 2-phẳng α. Xét lược đồ 

con của Z sau 
1 1 5 5i i i iU m P m P= + +  với  2,3

li
m  , l=1,…,5. 

Đặt maxjt = {[ 1
2

l

q

il
m j

j

=
+ − ]|  

1
,...,

qi iP P  nằm trên một j-phẳng}, 

j=1,2 với 3
li

m =  hoặc 2
li

m =  

Do không có ba điểm nào của X nằm trên một đường thẳng nên trên α cũng 

không có ba điểm nằm trên một đường thẳng. Khi đó 
1 4t  , t2 = T2 = 5. 

Vì thế tập điểm Y nằm ở vị trí tổng quát trong   2
. 
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Theo Bổ đề 2.4 ta có 
2 2( ) .reg U t T T= = =  

Mặt khác, 
1
,...,

ri iP P  là một tập con của X nên Y là một lược độ con của Z. Theo 

Bồ đề 2.2 và ta có ( ) ( ) .T reg U reg Z T    

Vậy reg(Z) = T. 

Mệnh đề 3.3 được chứng minh.                                                                                                                         

Định lý 3.4.  Cho  1 6,...,X P P=  là tập 6 điểm phân biệt không suy biến, không 

trong 
3

. Cho lược đồ sau 
1 2 3 63 2 2 2Z P P P P= + + + + . 

Đặt maxjT = {[ 1
2

l

q

il
m j

j

=
+ − ] | 

1
,...,

qi iP P  nằm trên một j-phẳng}, 

với 3
li

m =  hoặc 2
li

m =  và  max | 1,2,3jT T j= =  

Khi đó ( )reg Z T= . 

Chứng minh. 

Trường hợp 1: Nếu X ở vị trí tổng quát trong P3, theo Bổ đề 2.4 ta có reg(Z) = T. 

Trường hợp 2: Nếu X không nằm ở vị trí tổng quát. 

     •  X không có 5 điểm nằm trên 2-phẳng. Theo Mệnh đề 3.2 ta có reg(Z) = T. 

     •  X có 5 điểm nằm trên 2-phẳng. Theo Mệnh đề 3.3 ta có reg(Z) = T. 

     Định lý 3.4 đã được chứng minh.                                                                             
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