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Tóm tắt 

Bài báo nhằm mục đích xây dựng mô hình lãi đôi cho thị trường tài chính (thị trường 

chứng khoán, phái sinh, trái phiếu,...) được thể hiện bởi bước đi ngẫu nhiên trong không gian 

một chiều và tìm qui luật xác suất cho mô hình đó bằng phương pháp moment như trong các 

bài báo của Depauw và Derrien (2009) và Lam (2014). Cụ thể, bài báo đã chứng minh được 

mô hình đang xét hội tụ theo phân phối chuẩn. Bài báo này có thể được xem là một cải tiến 

đáng kể từ các mô hình đã xét trong Lâm Hoàng Chương và Dương Thi Bé Ba (Lâm & Dương, 

2017) hay Lâm Hoàng Chương và cộng sự (Lâm & cs., 2021)..  

Từ khóa: Bước đi ngẫu nhiên, công thức Jacob-Bernoulli, phân phối chuẩn, toán tử Markov. 
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Abstract 

The article aims to develop a double profit model for financial markets (including the 

stock market, derivatives, bonds, etc.) represented by a random walk in one-dimensional 

space. It seeks to determine the probability law of this model using the moment method, as 

previously reported by Depauw and Derrien (2009) and Lam (2014). Specifically, the article 

proves that the examined model converges to a normal distribution. This study can be 

considered a significant improvement over the models analyzed in Lam Hoang Chuong and 

Duong Thi Be Ba (Lam & Duong, 2017), and Lam Hoang Chuong et al. (Lam et al., 2021). 
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1. Giới thiệu 

Trong thị trường tài chính, các nhà giao dịch quan tâm nhất là làm sinh sôi đồng tiền 

(vốn) mà họ đã bỏ ra ban đầu. Hiển nhiên khi thực hiện nhiều giao dịch sẽ có lúc thắng hoặc 

thua. Nhà đầu tư có thể kiếm được nhiều tiền mặt dù có thể số lần thua nhiều hơn số lần thắng. 

Trong giao dịch, thắng hay thua không quan trọng bằng tỉ lệ lợi nhuận/rủi ro khi thực hiện mỗi 

giao dịch. Do đó họ thường chọn các giao dịch sao cho có tỉ lệ lợi nhuận/rủi ro cao nhất có thể 

(2/1 hoặc 3/1 hoặc 5/1). Ở đây, chúng ta giả sử tỉ lệ lợi nhuận/rủi ro sau mỗi lần giao dịch là 

con số không đổi 2/1 với xác suất tương ứng như sau: 

+ Thua sẽ mất đi 1 đồng với xác suất 2/3. 

+ Thắng sẽ nhận thêm 2 đồng với xác suất 1/3. 

Mô hình này có thể tạm gọi là mô hình lãi đôi. Khi đó, với 𝑛 (𝑛 ∈ ℕ∗) lần thực hiện 

giao dịch, ta cần nghiên cứu xem lợi nhuận thu được trung bình là bao nhiêu? Nó có tuân theo 

quy luật xác suất nào không? Từ giả định trên ta đặt 𝑋0 = 0 là lợi nhuận ban đầu và 𝑋𝑛 là lợi 

nhuận có được sau lần thực hiện giao dịch thứ 𝑛. Khi đó (𝑋𝑛)𝑛≥0 là quá trình ngẫu nhiên với 

tập giá trị nguyên ℤ hay còn gọi là bước đi ngẫu nhiên trên không gian trạng thái rời rạc một 

nhiều. Giả sử sau lần giao dịch thứ 𝑛, lợi nhuận có được là  𝑋𝑛 = 𝑘 (𝑘 ∈ ℤ), xác suất chuyển 

tương ứng là: 

𝕡(𝑋𝑛+1 = 𝑘 − 1│𝑋𝑛 = 𝑘) =
2

3
, 

𝕡(𝑋𝑛+1 = 𝑘 + 2|𝑋𝑛 = 𝑘) =
1

3
. 

Đặt 𝒫𝑓(𝑋𝑛) = 𝔼[(𝑓(𝑋𝑛+1)|𝑋𝑛)] với 𝑓 là hàm đo được và bị chặn trên ℤ. Toán tử 𝒫 

còn được gọi là Toán tử Markov tương ứng với bước đi ngẫu nhiên ở trên. Bằng cách tính kỳ 

vọng của biến ngẫu nhiên phụ thuộc, công thức dưới đây hoàn toàn được xác định 

𝒫𝑓(𝑘) =
1

3
𝑓(𝑘 + 2) +

2

3
𝑓(𝑘 − 1). 

Từ đẳng thức này chúng ta sẽ giải đáp được vấn đề đặt ra ở trên. Cụ thể, chúng ta sẽ chứng 

minh được quá trình đang xét hội tụ theo phân phối chuẩn được thể hiện dưới dạng định lý sau  

Định lý 1.1 Cho (𝑋𝑛)𝑛≥0 là bước đi ngẫu nhiên đã giới thiệu ở trên. Khi đó,  

𝑋𝑛

√𝑛

       𝒟      
→     𝒩 (0,2) khi 𝑛 → ∞. 

Trong đó, 
       𝒟      
→      là ký hiệu cho sự hội tụ theo phân phối của các biến ngẫu nhiên và 𝒩 (0,2) 

là biến ngẫu nhiên có phân phối chuẩn với trung bình bằng 0 và phương sai bằng 2. 

Phần tiếp theo Mục 2 giới thiệu phương pháp nghiên cứu cũng như kỹ thuật dẫn đến 

việc chứng minh Định lý 1.1 ở Mục 3. Cuối cùng phần kết luận ở Mục 4. 
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2. Phương pháp nghiên cứu 

Có nhiều phương pháp khác nhau để nghiên cứu phân phối giới hạn của các biến ngẫu 

nhiên chẳng hạn như: phương pháp hàm đặc trưng (Brown, 1971), phương pháp toán tử 

(Trotter, 1959), phương pháp xấp xỉ martingale (Alili, 1999; Kozlov, 1985; Mathieu, 2008). 

Ở đây, chúng tôi sử dụng phương pháp moment như trong Lâm Hoàng Chương & cs (2021). 

Phương pháp này có thể được phát biểu dưới dạng bổ đề dưới đây được suy ra trực tiếp từ định 

lý 30.2 trong Billingsley (1995). 

Bổ đề 2.1 Cho (𝑍𝑛)𝑛≥1 là dãy các biến ngẫu nhiên có moment tại mọi bậc. Nếu với mọi 

𝑘 = 1,2,3,… ta có  

 lim
𝑛→∞

𝔼(𝑍𝑛
2𝑘−1) = 0, (1) 

và 

 lim
n→∞

𝔼(𝑍𝑛
2𝑘) =

(2𝑘)!

𝑘!2𝑘
𝜎2𝑘, (2) 

thì (𝑍𝑛)𝑛≥1 hội tụ theo phân phối đến 𝑍~𝒩(0, 𝜎2) khi 𝑛 → ∞. 

Chúng ta cần một số bổ đề dưới đây để hỗ trợ cho việc chứng minh ở phần 3. 

Bổ đề 2.2 Cho 𝑓(𝑚),𝑄(𝑚) là các đa thức được xác định trên ℤ và thỏa mãn 

 𝑓(𝑚 + 2) − 2𝑓(𝑚 + 1) + 𝑓(𝑚) = 𝑄(𝑚), (3) 

với 𝑓(0) = 0 và 𝑓(1) = 1. Khi đó, ta có hai đẳng thức sau 

 𝑓(𝑚 + 2) − 3𝑓(𝑚) + 2𝑓(𝑚 − 1) = 𝑄(𝑚) + 2𝑄(𝑚 − 1), (4) 

và 

𝑓(𝑚) =

{
 
 
 

 
 
 
𝑚 + ∑∑𝑄(𝑖)

ℓ

𝑖=0

𝑚−2

ℓ=0

               𝑛ế𝑢                𝑚 ≥ 2,

0                                             𝑛ế𝑢                𝑚 = 0,
1                                             𝑛ế𝑢                𝑚 = 1,

𝑚 +∑∑𝑄(−𝑖)

ℓ

𝑖=1

−𝑚

ℓ=1

                𝑛ế𝑢                𝑚 ≤ −1.

 

Chứng minh 

Bằng cách thay 𝑚 thành 𝑚 − 1 vào (3) ta được đẳng thức mới. Lấy (3) cộng với hai lần 

đẳng thức vừa có ta được (4). Bây giờ ta sẽ tìm nghiệm của (3) theo đa thức 𝑄(𝑚) bằng cách 

xét hai trường hợp sau: 

Trường hợp 1: 𝑚 ≥ 2. 

Sử dụng phương pháp đệ quy theo 𝑚 − 1,𝑚 − 2,… , 1, 0 từ (3) như đã làm trong Lâm 

Hoàng Chương và cộng sự (Lâm & cs., 2021) và rút gọn ta được 
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𝑓(𝑚 + 1) − 𝑓(𝑚) = 𝑓(1) − 𝑓(0) + ∑ 𝑄(𝑖)

𝑚−1

𝑖=0

. 

Thay điều kiện ban đầu 𝑓(0) = 0 và 𝑓(1) = 1 vào đẳng thức trên, ta được 

𝑓(𝑚 + 1) − 𝑓(𝑚) = 1 + ∑ 𝑄(𝑖)

𝑚−1

𝑖=0

. 

Tiếp tục đệ quy theo theo 𝑚 − 1,𝑚 − 2,… , 1 và thu gọn cùng với điều kiện 𝑓(1) = 1, ta được 

𝑓(𝑚) = 𝑚 + ∑∑𝑄(𝑖)

ℓ

𝑖=0

𝑚−2

ℓ=0

. 

Trường hợp 2: 𝑚 ≤ −1. 

Lập luận tương tự trường hợp 1 cùng với phương pháp đệ quy (3) theo −1,−2,… ,𝑚 ta được 

𝑓(𝑚) = 𝑚 +∑∑𝑄(−𝑖)

ℓ

𝑖=1

−𝑚

ℓ=1

. 

Như vậy, Bổ đề 2.2 đã được chứng minh. ∎ 

Bổ đề 2.3 Cho 𝑄(𝑚), 𝜑(𝑚) là các đa thức được xác định trên ℤ và thỏa mãn phương trình 

 𝑄(𝑚) + 2𝑄(𝑚 − 1) = 𝜑(𝑚). (5) 

Khi đó, phương trình (5) có nghiệm 𝑄(𝑚) =
1

2
∑ (−

1

2
)
𝑖
𝜑(𝑚 + 1 + 𝑖).∞

𝑖=0               (6) 

Chứng minh 

Bằng phép biến đổi tương đương từ (5), phương trình dưới đây được thành lập 

𝑄(𝑚 − 1) = (−
1

2
)𝑄(𝑚) +

1

2
𝜑(𝑚). 

Đệ quy phương trình này theo 𝑚+ 1,𝑚 + 2,… và kết hợp với điều kiện 𝑄(𝑚) là hàm 

đa thức, nghiệm của (5) được xác định bởi đẳng thức dưới đây 

𝑄(𝑚) =
1

2
∑(−

1

2
)
𝑖

𝜑(𝑚 + 1 + 𝑖).

∞

𝑖=0

 

Bổ đề 2.3 đã được chứng minh. ∎ 

Bổ đề ngay dưới đây được chứng minh trong tài liệu Graham & cs. (1994). 

Bổ đề 2.4 (Jacob-Bernoulli) Cho 𝑚, 𝑘 là các số nguyên dương. Khi đó, ta có tổng sau 

∑𝑖𝑘
𝑚

𝑖=1

=
1

𝑘 + 1
∑𝐶𝑘+1

𝑗
𝐵𝑗.𝑚

𝑘+1−𝑗,

𝑘

𝑗=0
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ở đó 𝐵𝑗 là hệ số Bernoulli với 𝐵0 = 1 và 𝐵𝑗 = ∑
1

𝑣+1
∑ (−1)𝑟𝐶𝑗

𝑟𝑟𝑗, 𝑗 = 1; 2;… .𝑣
𝑟=0

𝑗
𝑣=0  

Định nghĩa 2.1 (Hàm đa thức logarit) Chuỗi lũy thừa có dạng  

∑
𝑧𝑘

𝑘𝑠
= 𝑧 +

𝑧2

2𝑠
+
𝑧3

3𝑠
+⋯

∞

𝑘=1

, 

được gọi là hàm đa thức logarit hay chuỗi Dirichlet. Hàm đa thức này được ký hiệu là 𝐿𝑖𝑠(𝑧). 

Ta thấy rằng hàm đa thức logarit luôn xác định với |𝑧| < 1. 

Bổ đề 2.5 Chuỗi số sau luôn hội tụ 

∑𝜌𝑘(𝑘 + 1)𝑗 =
1

𝜌

∞

𝑘=0

𝐿𝑖−𝑗(𝜌), 

với mọi số thực 𝜌 ∈ (−1;  1). 

Tiếp theo dưới đây có thể được gọi là phần chính của bài báo này. 

4. Chứng minh Định lí 1.1 

Nhằm mục đích giúp bạn đọc dễ theo dõi, chúng tôi chia phần chứng minh Định lý 1.1 

thành các phần nhỏ hơn được gọi là các mệnh đề. Toán tử Markov cùng với kỳ vọng có điều 

kiện là hai công cụ hiệu quả trong việc nghiên cứu các moment của biến ngẫu nhiên. Để tìm 

được các moment của bước đi ngẫu nhiên đã xây dựng ở trên, một số phương trình dạng 

Poisson từ toán tử Markov 𝒫 cần được giải.   

Mệnh đề 3.1 Cho 𝑓0(𝑚) là hàm đa thức được xác định trên ℤ. Xét phương trình 

 𝒫𝑓0(𝑚) − 𝑓0(𝑚) = 0 (7) 

với 𝑓0(0) = 0, 𝑓0(1) = 1. Khi đó, phương trình (7) có nghiệm 𝑓0(𝑚) = 𝑚. 

Chứng minh 

Khai triển (7) và rút gọn, ta được 𝑓0(𝑚 + 2) − 3𝑓0(𝑚) + 2𝑓0(𝑚 − 1) = 0. 

Áp dụng các kết quả có được từ Bổ đề 2.2 và Bổ đề 2.3 vào phương trình trên, ta xác 

định được nghiệm của phương trình (7) dưới đây 

𝑓0(𝑚) =

{
 
 
 

 
 
 
𝑚 + ∑∑𝑄(𝑖)

ℓ

𝑖=0

𝑚−2

ℓ=0

               𝑛ế𝑢                𝑚 ≥ 2,

0                                             𝑛ế𝑢                𝑚 = 0,
1                                             𝑛ế𝑢                𝑚 = 1,

𝑚 +∑∑𝑄(−𝑖)

ℓ

𝑖=1

−𝑚

ℓ=1

                𝑛ế𝑢                𝑚 ≤ −1.

 

ở đó 𝑄0(𝑚) = 0, ∀𝑚 ∈ ℤ. Vậy, 𝑓0(𝑚) = 𝑚,∀𝑚 ∈ ℤ. Mệnh đề 3.1 đã được chứng minh. ∎ 
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Mệnh đề 3.2 Cho 𝑘 là số nguyên dương và 𝑓𝑘(𝑚) là hàm đa thức được xác định trên 

ℤ. Khi đó, với 𝑓𝑘(0) = 0, 𝑓𝑘(1) = 1, phương trình  

 𝒫𝑓𝑘(𝑚) − 𝑓𝑘(𝑚) = 𝑚
2𝑘−1 (8) 

có nghiệm  

𝑓𝑘(𝑚) = {

0                                                           𝑛ế𝑢                𝑚 = 0,
1                                                           𝑛ế𝑢                𝑚 = 1,
1

2𝑘(2𝑘 + 1)
𝑚2𝑘+1 + 𝑂(𝑚2𝑘)                  𝑛ế𝑢                𝑚 ∈ ℤ\{0; 1}.

 

ở đây, 𝑂(𝑚2𝑘) là ký hiệu cho đa thức bất kỳ có bậc 2𝑘. 

Chứng minh 

Khai triển (8), ta được 𝑓𝑘(𝑚 + 2) − 3𝑓𝑘(𝑚) + 2𝑓𝑘(𝑚 − 1) = 3𝑚
2𝑘−1. 

Áp dụng Bổ đề 2.2  phương trình trên trở thành 𝑄𝑘(𝑚) + 2𝑄𝑘(𝑚 − 1) = 3𝑚
2𝑘−1, (9) 

và 

𝑓𝑘(𝑚) =

{
 
 
 

 
 
 
𝑚 + ∑∑𝑄𝑘(𝑖)

ℓ

𝑖=0

𝑚−2

ℓ=0

               𝑛ế𝑢                𝑚 ≥ 2,

0                                             𝑛ế𝑢                𝑚 = 0,
1                                             𝑛ế𝑢                𝑚 = 1,

𝑚 +∑∑𝑄𝑘(−𝑖)

ℓ

𝑖=1

−𝑚

ℓ=1

                𝑛ế𝑢                𝑚 ≤ −1.

 

Tiếp tục áp dụng Bổ đề 2.3, phương trình (9) có nghiệm 

𝑄𝑘(𝑚) =
3

2
∑(−

1

2
)
𝑖

(𝑚 + 1 + 𝑖)2𝑘−1
∞

𝑖=0

. 

Khai triển nhị thức Newton bậc 2𝑘 − 1 và rút gọn đẳng thức trên, ta được 

𝑄𝑘(𝑚) =
3

2
∑ 𝐶2𝑘−1

𝑗
𝑚2𝑘−1−𝑗∑(−

1

2
)
𝑖

(𝑖 + 1)𝑗
∞

𝑖=0

2𝑘−1

𝑗=0

, 

hay 

𝑄𝑘(𝑚) = −3 ∑ 𝐶2𝑘−1
𝑗

𝐿𝑖−𝑗 (−
1

2
)𝑚2𝑘−1−𝑗

2𝑘−1

𝑗=0

, 

trong đó  

𝐿𝑖−𝑗 (−
1

2
) = (−

1

2
)∑(−

1

2
)
𝑖

(𝑖 + 1)𝑗
∞

𝑖=0
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được tìm thấy trong bổ đề 2.5. Ta thấy rằng 𝑄𝑘(𝑚) là đa thức có bậc (2k − 1) với hệ số cao 

nhất là 1 vì 𝐿𝑖0 (−
1

2
) = −

1

3
. Do đó, ta có thể viết đa thức này về dạng sau 

𝑄𝑘(𝑚) = 𝑚
2𝑘−1 + 𝑂(𝑚2𝑘−2). 

Tiếp theo các tổng ∑ ∑ 𝑄𝑘(𝑖)
ℓ
𝑖=0

𝑚−2
ℓ=0  và ∑ ∑ 𝑄𝑘(−𝑖)

ℓ
𝑖=1

−𝑚
ℓ=1  cần được tính. Áp dụng kết quả có 

được từ Bổ đề 2.4, các tổng này có thể được viết gọn thành 

∑∑𝑄𝑘(𝑖)

ℓ

𝑖=0

𝑚−2

ℓ=0

=
1

2𝑘(2𝑘 + 1)
𝑚2𝑘+1 + 𝑂(𝑚2𝑘), 𝑣ớ𝑖 𝑚 ≥ 2, 

∑∑𝑄𝑘(−𝑖)

ℓ

𝑖=1

−𝑚

ℓ=1

=
1

2𝑘(2𝑘 + 1)
𝑚2𝑘+1 + 𝑂(𝑚2𝑘), 𝑣ớ𝑖 𝑚 ≤ −1. 

Vậy, phương trình (8) có nghiệm 

𝑓𝑘(𝑚) = {

0                                                           𝑛ế𝑢                𝑚 = 0,
1                                                           𝑛ế𝑢                𝑚 = 1,
1

2𝑘(2𝑘 + 1)
𝑚2𝑘+1 + 𝑂(𝑚2𝑘)                  𝑛ế𝑢                𝑚 ∈ ℤ\{0; 1}.

 

Mệnh đề 3.2 đã được chứng minh. ∎ 

Mệnh đề 3.3 Cho 𝑘 là số nguyên dương và (𝑋𝑛)𝑛≥0 là bước đi ngẫu nhiên đang xét. 

Khi đó, ta có kết quả sau lim
𝑛→∞

𝔼 [(
𝑋𝑛

√𝑛
)
2𝑘−1

] = 0. 

Chứng minh 

Lấy kỳ vọng hai vế của đẳng thức (7) với biến 𝑋𝑛, 𝑛 ≥ 0 và sử dụng phương pháp đệ 

quy theo 𝑛, 𝑛 − 1,… ,1,0 cùng với điều kiện ban đầu 𝑋0 = 0, ta được kết quả dưới đây 

𝔼𝑓0(𝑋𝑛) = 0, 𝑛 ≥ 0. 

Áp dụng Mệnh đề 3.1 đẳng thức trên trở thành 𝔼(𝑋𝑛) = 0, 𝑛 ≥ 0. Do đó, 

lim
𝑛→+∞

𝔼(𝑋𝑛) = 0. Đến đây chúng tôi giả sử 𝔼(𝑋𝑛
2𝑘−1) = 0, 𝑘 ≥ 1. Từ phương trình (8), bằng 

việc lấy kỳ vọng vế theo vế, ta được 𝔼𝑓𝑘(𝑋𝑛+1) = 𝔼𝑓𝑘(𝑋𝑛) + 𝔼(𝑋𝑛
2𝑘−1) hay 𝔼𝑓𝑘(𝑋𝑛+1) =

𝔼𝑓𝑘(𝑋𝑛), 𝑛 ≥ 0. Suy ra 𝔼𝑓𝑘(𝑋𝑛) = 0, 𝑛 ≥ 0. 

Theo Mệnh đề 3.2, ta được lim
𝑛→+∞

𝑓𝑘(𝑋𝑛)

(√𝑛)
2𝑘+1 =

1

2𝑘(2𝑘+1)
lim
𝑛→+∞

(
𝑋𝑛

√𝑛
)
2𝑘+1

. 

Lấy kỳ vọng hai vế đẳng thức này và áp dụng 𝔼𝑓𝑘(𝑋𝑛) = 0, 𝑛 ≥ 0, ta được 

lim
𝑛→∞

𝔼 [(
𝑋𝑛

√𝑛
)
2𝑘+1

] = 0. Theo nguyên lý qui nạp, ta có điều phải chứng minh. ∎ 

Mệnh đề 3.4 Cho 𝑔(𝑚) là hàm đa thức được xác định trên ℤ. Khi đó, phương trình 

 𝒫𝑔0(𝑚) − 𝑔0(𝑚) = 1 (10) 



 

Tạp chí Khoa học Đại học Đồng Tháp, Tập 14, Số Đặc biệt 02S (2025): 1-12 

9 

 

với 𝑔0(0) = 0, 𝑔0(1) = 1, có nghiệm  

𝑔0(𝑚) =

{
 
 

 
 
0                                                           𝑛ế𝑢                𝑚 = 0,
1                                                           𝑛ế𝑢                𝑚 = 1,
1

2
(𝑚2 −𝑚 + 2)                                𝑛ế𝑢                𝑚 ≥ 2,

1

2
(𝑚2 +𝑚)                                           𝑛ế𝑢                𝑚 ≤ −1.

 

Chứng minh 

Việc chứng minh mệnh đề này cũng tương tự như Mệnh đề 3.1. Tuy nhiên ở đây, đa 

thức 𝑄0(𝑚) = 1, ∀𝑚 ∈ ℤ. Do đó, phương trình (10) có nghiệm 

𝑔0(𝑚) =

{
 
 

 
 

0                                                           𝑛ế𝑢                𝑚 = 0,
1                                                           𝑛ế𝑢                𝑚 = 1,
1

2
(𝑚2 −𝑚 + 2)                               𝑛ế𝑢                𝑚 ≥ 2,

        
1

2
(𝑚2 +𝑚)                                       𝑛ế𝑢                𝑚 ≤ −1.∎

 

Mệnh đề 3.5 Cho 𝑘 là số nguyên dương và 𝑔𝑘(𝑚) là hàm đa thức được xác định trên 

ℤ. Khi đó, phương trình 𝒫𝑔𝑘(𝑚) − 𝑔𝑘(𝑚) = 𝑚
2𝑘               (11) 

với 𝑔𝑘(0) = 0, 𝑔𝑘(1) = 1, có nghiệm  

𝑔𝑘(𝑚)

= {

0                                                                     𝑛ế𝑢                𝑚 = 0,
1                                                                      𝑛ế𝑢                𝑚 = 1,
1

(2𝑘 + 1)(2𝑘 + 2)
𝑚2𝑘+2 + 𝑂(𝑚2𝑘+1)             𝑛ế𝑢                𝑚 ∈ ℤ\{0; 1}.

 

Chứng minh 

Ý tưởng cho việc chứng minh mệnh đề này tương tự như Mệnh đề 3.2. Chúng ta bắt 

đầu bằng việc khai triển phương trình (11) về dạng tương đương sau 

 𝑔𝑘(𝑚 + 2) − 3𝑔𝑘(𝑚) + 2𝑔𝑘(𝑚 − 1) = 3𝑚
2𝑘. (12) 

Tiếp theo, bằng việc áp dụng kết quả có được trong Bổ đề 2.2 và Bổ đề 2.3, phương 

trình (12) có nghiệm 

𝑔𝑘(𝑚) =

{
 
 
 

 
 
 
𝑚 + ∑∑𝑄𝑘(𝑖)

ℓ

𝑖=0

𝑚−2

ℓ=0

               𝑛ế𝑢                𝑚 ≥ 2,

0                                               𝑛ế𝑢                𝑚 = 0,
1                                               𝑛ế𝑢                𝑚 = 1,

𝑚 +∑∑𝑄𝑘(−𝑖)

ℓ

𝑖=1

−𝑚

ℓ=1

                𝑛ế𝑢                𝑚 ≤ −1,

 

trong đó 𝑄𝑘(𝑚) =
3

2
∑ (−

1

2
)
𝑖
(𝑚 + 1 + 𝑖)2𝑘∞

𝑖=0 = 𝑚2𝑘 + 𝑂(𝑚2𝑘−1), 𝑘 ≥ 1. 
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Áp dụng Bổ đề 2.4, phương trình (11) có nghiệm 

𝑔𝑘(𝑚) = {

0                                                                     𝑛ế𝑢                𝑚 = 0,
1                                                                      𝑛ế𝑢                𝑚 = 1,

  
1

(2𝑘 + 1)(2𝑘 + 2)
𝑚2𝑘+2 + 𝑂(𝑚2𝑘+1)                 𝑛ế𝑢                𝑚 ∈ ℤ\{0; 1}.∎ 

 

Mệnh đề 3.6 Cho 𝑘 là số nguyên dương và (𝑋𝑛)𝑛≥0 là bước đi ngẫu nhiên đang xét. 

Khi đó, ta có kết quả sau 

lim
𝑛→+∞

𝔼 [(
𝑋𝑛

√𝑛
)
2𝑘

] =
(2𝑘)! (√2)

2𝑘

𝑘! 2𝑘
. 

Chứng minh 

Vì đây là một trong hai mệnh đề quan trọng và trực tiếp dẫn đến kết quả trong Định lý 

1.1 nên chúng tôi sẽ trình bày chi tiết hơn các mệnh đề còn lại với mục tiêu giúp bạn đọc dễ 

theo dõi. 

Lấy kỳ vọng vế theo vế của phương trình (10) với phần biến 𝑋𝑛, 𝑛 ≥ 0 và chuyển vế 

một biểu thức trong đó, ta được 𝔼𝑔0(𝑋𝑛+1) = 𝔼𝑔0(𝑋𝑛) + 1. 

Đệ quy phương trình này theo 𝑛, 𝑛 − 1,… ,1,0, suy ra được 𝔼𝑔0(𝑋𝑛) = 𝔼𝑔0(𝑋0) + 𝑛. 

Theo điều kiện ban đầu 𝑋0 = 0 và 𝑔0(0) = 0, đẳng thức dưới đây được xác định 

𝔼𝑔0(𝑋𝑛) = 𝑛. 

Kết hợp Mệnh đề 3.4, ta suy ra được 𝔼(𝑋𝑛
2) = 2𝑛 + 𝑂(𝑛0). 

Giả sử 𝔼(𝑋𝑛
2𝑘) =

(2𝑘)!

𝑘!
𝑛𝑘 + 𝑂(𝑛𝑘−1), 𝑘 ≥ 1.                           (13) 

Lấy kỳ vọng hai vế của phương trình (11) với phần biến 𝑋𝑛, 𝑛 ≥ 0, ta được đẳng thức 

dưới đây 

𝔼𝑔𝑘(𝑋𝑛+1) − 𝔼𝑔𝑘(𝑋𝑛) = 𝔼(𝑋𝑛
2𝑘). 

Tiếp tục đệ quy phương trình này theo 𝑛, 𝑛 − 1,… ,1,0, suy ra được 𝔼𝑔𝑘(𝑋𝑛) −

𝔼𝑔𝑘(𝑋0) = ∑ 𝔼(𝑋𝑖
2𝑘)𝑛−1

𝑖=0 . Theo điều kiện ban đầu 𝑋0 = 0 và 𝑔𝑘(0) = 0, đẳng thức dưới đây 

được xác định 

𝔼𝑔𝑘(𝑋𝑛) = ∑𝔼(𝑋𝑖
2𝑘)

𝑛−1

𝑖=0

. 

Áp dụng giả thiết (13) và thu gọn, ta được 

𝔼𝑔𝑘(𝑋𝑛) =
(2𝑘)!

(𝑘 + 1)!
𝑛𝑘+1 + 𝑂(𝑛𝑘). 

Áp dụng kết quả của Mệnh đề 3.5 suy ra được đẳng thức dưới đây 
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𝔼(𝑋𝑛
2𝑘+2) =

[2(𝑘 + 1)]!

(𝑘 + 1)!
𝑛𝑘+1 + 𝑂(𝑛𝑘). 

Theo nguyên lý quy nạp, ta được  

𝔼(𝑋𝑛
2𝑘) =

(2𝑘)!

𝑘!
𝑛𝑘 + 𝑂(𝑛𝑘−1), 𝑘 ≥ 1, 𝑛 ≥ 0. 

Do đó,  

lim
𝑛→+∞

𝔼 [(
𝑋𝑛

√𝑛
)
2𝑘

] =
(2𝑘)!

𝑘!
=
(2𝑘)! (√2)

2𝑘

𝑘! 2𝑘
. ∎ 

Các kết quả có được từ các Mệnh đề 3.3 và 3.6 đã thỏa mãn đầy đủ điều kiện của Bổ đề 

2.1. Từ đó, ta có thể kết luận (𝑋𝑛)𝑛≥0 hội tụ theo phân phối về 𝑍~𝒩(0,2) khi 𝑛 → ∞. Vậy, 

Định đý 1.1 đã được chứng minh hoàn toàn. ∎  

4. Kết luận 

Như vậy, vấn đề đã đặt ra ở phần một đã được giải đáp triệt để. Cụ thể, chúng tôi đã tìm 

ra luật phân phối giới hạn chính là phân phối chuẩn 𝒩 (0,2) và đã chứng minh được sự hội tụ 

này thông qua toán tử Markov trong phương trình Poisson. Các nhà giao dịch hoàn toàn có thể 

dựa vào kết quả này để kiểm tra xem chiến lược giao dịch mà họ đã đặt ra có hiệu quả hay 

không? Ví dụ như nếu chiến lược giao dịch thỏa mãn mô hình này thì lợi nhuận trung bình xấp 

xỉ bằng 0. Từ đó, họ có thể loại bỏ chiến lược ngay từ đầu mà không cần giao dịch và tìm kiếm 

chiến lược khác. Một câu hỏi có thể đặt ra tiếp theo là: Nếu xác suất chuyển trong mô hình 

trên khác với bộ số (
2

3
;
1

3
) thì bước đi ngẫu nhiên đó sẽ tuân theo luật phân phối nào khác và 

lợi nhuận trung bình có thể lớn hơn 0? Chúng tôi hy vọng sẽ sớm tìm ra lời giải đáp cho câu 

hỏi trên trong thời gian sớm nhất. 
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