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Tóm tắt  

Bài báo này nghiên cứu các công thức tính toán cho đạo hàm tiệm cận cấp hai tổng 

quát của ánh xạ nghiệm hữu hiệu và ánh xạ nhiễu của bài toán tối ưu vectơ phụ thuộc tham 

số. Dưới những điều kiện tự nhiên, chúng tôi nhận được các công thức tính toán cho đạo hàm 

tiệm cận cấp hai tổng quát của ánh xạ nghiệm hữu hiệu và ánh xạ nhiễu của bài toán tối ưu 

vectơ phụ thuộc tham số. 

Từ khóa: Bài toán tối ưu vectơ phụ thuộc tham số, đạo hàm tiệm cận cấp hai tổng quát, 

ánh xạ nhiễu và ánh xạ nghiệm hữu hiệu, độ nhạy. 
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Abstract 

This paper deals with generalized second-order asymptotic derivatives of frontier and 

solution maps in parametric vector optimization problems. Under some mild conditions, some 

formulas are obtained for computing generalized second-order asymptotic derivatives of 

frontier and solution maps, respectively.  
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1. Giới thiệu 

Tối ưu vectơ ra đời vào cuối thế kỷ 19 là một lĩnh vực được quan tâm nghiên cứu bởi 

nhiều nhà Toán học trong và ngoài nước (xem Bonnans và Shapiro (2000); Brecker và Kassay 

(1997); Khan và cs. (2015); Sawaragi và cs. (1985);  Sun và Li (2014); Tung (2017b) và danh 

mục các tài liệu trích dẫn trong đó). Đạo hàm và đối đạo hàm là một trong những công cụ hiệu 

quả để nghiên cứu bài toán tối ưu vectơ không trơn (xem Aubin và Frankowska (1990); Durea, 

M. (2004);  Khan và cs. (2015); Mordukhovich (2006)). Phân tích độ nhạy nghiệm của bài 

toán tối ưu vectơ có nghĩa là tính toán đạo hàm hoặc đối đạo hàm của ánh xạ nghiệm hữu hiệu 

hoặc hàm giá trị tối ưu của bài toán phụ thuộc tham số. Các nghiên cứu về độ nhạy nghiệm ở 

dạng cấp 1 đã được nghiên cứu từ những năm 1980 (xem Chuong và Yao (2010); Chuong 

(2013); Kuk và cs. (1996a, 1996b); Shi (1991, 1993); Tanino (1988a, 1988b)). Trong những 

năm gần đây các nhà Toán học quan tâm nhiều hơn đến việc nghiên cứu độ nhạy nghiệm ở 

dạng cấp 2 của bài toán tối ưu vectơ (xem Li và Zhai (2012); Sun (2014)). Các dạng đạo hàm 

của ánh xạ đa trị dễ dàng mở rộng từ cấp 1 sang cấp 2 hơn đối đạo hàm nên thu hút được nhiều 

nhà Toán học quan tâm nghiên cứu. Có rất nhiều dạng đạo hàm cấp hai của ánh xạ đa trị đang 

được đề nghị và áp dụng để nghiên cứu độ nhạy nghiệm của bài toán tối ưu. Mỗi loại đều có 

những điểm đặc biệt riêng nên rất khó để so sánh ưu nhược điểm của các loại đạo hàm này với 

nhau. Đạo hàm tiệm cận cấp hai là một trong những công cụ rất hữu ích để phân tích độ nhạy 

nghiệm của bài toán tối vectơ có tham số.  

Nón tiệm cận cấp hai đã được giới thiệu vào năm 1998 và là một công cụ hữu ích để 

nghiên cứu bài toán tối ưu vectơ (xem Penot (1998)). Từ đó, nón tiệm cận cấp hai được nhiều 

nhà Toán học sử dụng để nghiên cứu điều kiện tối ưu và độ nhạy nghiệm trong bài toán tối ưu 

vectơ; Kalashnikov và cs. (2006) đã giới thiệu đạo hàm tiệm cận cấp hai có đồ thị là nón tiệm 

cận cấp hai và sử dùng đạo hàm này đề nghiên cứu điều kiện tối ưu cấp hai cho bài toán tối ưu 

đa trị; Li và Zhai (2012) đã sử dụng đạo hàm tiệm cận cấp hai để nghiên cứu điều kiện tối ưu 

cấp hai cho bài toán bất đẳng thức biến phân.;  Li và cs. (2012) đã sử dụng đạo hàm tiệm cận 

cấp hai để nghiên cứu điều kiện tối ưu cấp hai cho bài toán tối ưu đa trị. Khan và Tammer 

(2013) đã sử dụng đạo hàm tiệm cận cấp hai để nghiên cứu điều kiện tối ưu cấp hai dạng 

Dubovitskkii-Milyutin cho bài toán tối ưu đa trị; Khanh và Tung (2016) đã sử dụng đạo hàm 

tiệm cận cấp hai để nghiên cứu điều kiện tối ưu cho các dạng nghiệm hữu hiệu của bài toán 

tối ưu đa trị với ràng buộc hỗn hợp; Tung (2017) đã giới thiệu một phiên bản mở rộng của đạo 

hàm tiệm cận cấp hai và sử dụng để làm điều kiện chuẩn tắc trong việc nghiên cứu độ nhạy 

nghiệm của bài toán tối ưu vectơ; Tung (2021) đã nghiên cứu điều kiện tối ưu cho bài toán tối 

ưu đa trị thông qua một dạng trên đạo hàm tiệm cận cấp hai của ánh xạ đa trị. 

Đạo hàm tiệm cận cấp hai tổng quát được giới thiệu trong bài báo của Khan và Tammer 

(2013) . Tuy nhiên theo hiểu biết của chúng tôi, các công thức tính toán đạo hàm tiệm cận cấp 

hai tổng quát của ánh xạ nghiệm hữu hiệu và ánh xạ nhiễu trong bài toán tối ưu phụ thuộc 

tham số chưa được nghiên cứu. 

Mặc dù, có một số phần giống nhau trong chứng minh giữa đạo hàm contingent cấp hai 

và đạo hàm tiệm cận cấp hai của ánh xạ đa trị như trong mục 3 và mục 4 trong bài báo của 

Tung (2021) với 2m = , nhưng việc khai triển rõ công thức tính toán đạo hàm tiệm cận cấp 

hai vẫn có ý nghĩa trong một số trường hợp. Chú ý rằng, bài báo này thu được các công thức 

tính toán của đạo hàm tiệm cận cấp hai tổng quát của ánh xạ nghiệm hữu hiệu và ánh xạ nhiễu 

trong bài toán tối ưu phụ thuộc tham số mà không cần sử dụng thêm những điều kiện phức tạp 

như trong bài báo của Tung (2021). 

2. Phương pháp nghiên cứu 

2.1. Giải tích đa trị 
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Trong bài báo này, nếu không có giả thiết gì thêm thì ta giả sử  ,P X  và Y  là các không 

gian Euclide n
. Không gian X  được xác định thứ tự bởi nón .Q X  Không gian Y  được 

xác định thứ tự bởi nón .K Y  Giả sử K Y  và Q X  là nón điểm, lồi, đóng với đỉnh tại 

gốc tọa độ. Chuẩn của tất cả các không gian Euclide được kí hiệu bởi . .  Gốc của các không 

gian Euclide được kí hiệu bởi 0.  Bao đóng và biên của tập A X  lần lượt được kí hiệu bởi 

cl A  and .A  Nón của tập A X  được kí hiệu bởi  0, .ka k a A ∣  chỉ tập số thực. 
+

 

chỉ tập số thực dương. 
−

 chỉ tập số thực âm. chỉ tập số tự nhiên.  

 Giả sử :G P Y  là một hàm đa trị. Miền hữu hiệu (hay miền xác định, miện hiệu 

quả), đồ thị, trên đồ thị của G  được định nghĩa bởi 

( ) 

( ) ( ) 

( ) ( ) 

dom : : ,

gph : , : ,

epi : , : dom , .

G p P G p

G p x P Y y G p

G p x P Y p G y G p K

=  

=   

=     +

 

Định nghĩa 2.1.1. (xem Khan và cs. (2015)) Đặt   là một tập con khác rỗng của .Y  Một 

phần tử y  được gọi là một điểm K − cực tiểu của ,  nếu ( ) ( )  0 .y K−  − =  Tập 

của tất cả các điểm K − cực tiểu của   là được kí hiệu bởi Min .K  

Định nghĩa 2.1.2. (xem Khan và cs. (2015)) Nón tiệm cận cấp hai của B Y  tại ( )y cl B  

tương ứng với hướng v Y  được định nghĩa bởi 

( )2 1
, , : : 0 , 0 , 0, , , .

2

n
A n n n n n n n

n

t
T B y v y Y t r y y n y t v t r y B

r

+ + 
=   → → →  →   + +  
 

 

Định nghĩa 2.1.3. (xem Khan và cs. (2015)) Đặt ( ), gph .p y G  Đạo hàm tiệm cận cấp hai 

của ánh xạ đa trị :G P Y  tại ( ),p y  theo hướng ( ),u v P Y   là ánh xạ đa trị  

( )2 , , , :AD G p y u v P Y  định nghĩa bởi 

( )( ) ( ) ( )2 , , , : : 0 , 0 , 0, , , ,

1 1
, .

2 2

n
A n n n n

n

n n n n n n n n

t
D G p y u v p y Y t r p y p y

r

n y t v t r y G p t u t r p

+ +
=   →  → →  →


 
  + +  + +  

 

 

Định nghĩa 2.1.4. (xem Khan và Tammer (2013)) Đặt ( ), gph .p y G  Trên đạo hàm tiệm cận 

cấp hai của ánh xạ :G P Y  tại ( ),p y  theo hướng ( ),u v P Y   là ánh xạ đa trị 

( )2 , , , :AGD G p y u v P Y  được định nghĩa như sau: ( )( )2dom , , , ,Ap D G K p y u v  +  

( )( ) ( )( )( )2 2 .min, , , : , , ,AG K AD G p y u v p D G K p y u v p= +  

Định nghĩa 2.1.5. (xem Aubin và Frankowska (1990); Bonnans và Shapiro (2000)) Đặt 

:f X Y→  là một hàm vectơ. Hàm f  được gọi là khả vi Fréchet cấp hai tại ,x X  nếu tồn 

tại hai toán tử tuyến tính liên tục ( ) :f x X Y →  và ( )2 : ,f x X X Y  →  thỏa mãn 
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( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )221
, ,

2
f x f x f x x x f x x x x x o x x= + − +  − − + −  

ở đây ( )2
o x x−  thỏa mãn 

( )2

2
0

o x x

x x

−
→

−
 khi .x x→ Kí hiệu ( )f x  và ( )2 f x  theo thứ 

tự là đạo hàm Fréchet cấp một và đạo hàm Fréchet cấp hai của f . Hàm f  được gọi là khả vi 

Fréchet cấp hai trên X  nếu f  là khả vi Fréchet tại điểm bất kỳ x X . Nếu ( )f x  và 

( )2 f x  là liên tục tại x  thì f  được  gọi là khả vi liên tục Fréchet differentiable cấp hai tại 

x . 

Định nghĩa 2.1.6. (xem Sawaragi và cs. (1985)) 

(i), Tập Y  được gọi là có tính chất domination nếu min .K K +  

(ii), Ta nói rằng tính chất domination xảy ra với :F P Y  xung quanh (hay trong lân cận) 

p P   nếu tồn tại một lân cận U  của p  
thỏa mãn 

( ) ( )min , .KF p F p K p U +    

2.2. Đạo hàm tiệm cận cấp hai tổng quát của ánh xạ nghiệm hữu hiệu 

Giả sử :f P X Y →  là một hàm vectơ và :C P X là một hàm đa trị, :F P Y  là 

một hàm đa trị xác định bởi 

( ) ( )( ) ( ) ( ) : , , : .F p f p C p f p x x C p= =   

Ta xét bài toán tối ưu vectơ có tham số được cho như sau 

 (PVO) min ( , ) : ( ) min ( ).p K Kf p x x C p F p =  

ở đây x  là biến chưa biết, p P  là tham số, f là hàm mục tiêu, C là ánh xạ tập ràng buộc và 

F  là ánh xạ tập chấp nhận được. 

Giả sử ánh xạ nhiễu : P Y  được cho bởi 

( ) ( ) ( )  ( ): min , : min ,K Kp f p x x C p F p=  =  

và ánh xạ nghiệm hữu hiệu (hay còn gọi là ánh xạ nghiệm hiệu quả) :H P X   được cho 

bởi 

( ) ( ) ( ) ( ) : : , .H p x C p f p x p=    

Trong phần này, chúng tôi giới thiệu công thức tính toán của trên đạo hàm tiệm cận cấp 

hai của ánh xạ nghiệm hữu hiệu .H  

Lấy ý tưởng từ định Định nghĩa 2.2 trong bài báo của Sun và Li (2014), chúng tối đề 

nghị định nghĩa sau đây. 

Định nghĩa 2.2.1. Giả :G P Y  là một ánh xạ đa trị, ( , ) gphp y G  và ( , ) .u v P Y   G

được gọi là compact theo hướng tiệm cận cấp hai tại ( , )p y  tương ứng với  ( , )u v  theo hướng 
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p P , nếu với tất cả dãy 0 , 0 , 0n
n n

n

t
t r

r

+ +→ → → và
np p→ , với mọi dãy { }ny với  

1 1
( )

2 2
n n n n n n n ny t v t r y G p t u t r p+ +  + + , có tồn tại một dãy con hội tụ của dãy { }ny .  

 Định nghĩa 2.2.1 là trường hợp đặc biệt của Định nghĩa 4 (ii) trong bài báo của Tung 

(2021) với với 2.m =  Ta có thể kiểm tra điều kiện compact theo hướng tiệm cận cấp hai xảy 

ra khi lấy 2m =  trong Mệnh Đề 1 (ii) trong bài báo của Tung (2021). 

Mệnh đề 2.2.1. Đặt ( ) g, php y G  và ( ),u v P Y  . Khi đó, ta có 

( )( ) ( )( )( )2 2, , , , , , , .AAD G p y u v p K D G K p y u v p p P+  +    

Chứng minh. Giả sử ( )( )2 , , ,Ay D G p y u v p K + . Thì, tồn tại ( )( )2 , , ,Ay D G p y u v p và 

k K  thỏa mãn y y k= + . Khi đó, tồn tại ( ) ( )0 , 0 , 0, , ,n
n n n n

n

t
t r p y p y

r

+ + → → →  →   với 

tất cả n , thỏa mãn
1 1

.
2 2

n n n n n n n ny t v t r y G p t u t r p
 

+ +  + + 
 

 Đặt ,n ny y k = +  ta có 

ny y k → +  và 
1 1

.
2 2

n n n n n n n ny t v t r y G p t u t r p K
 

+ +  + + + 
 

  Do đó, ta có 

( )( )( )2 , , , .Ay y k D G K p y u v p= +  +  Do đó, ta có  

                     ( )( ) ( )( )( )2 2, , , , , , , .AAD G p y u v p K D G K p y u v p p P+  +                            

Mệnh đề 2.2.2. Đặt ( ),p P x H p   và ( ) ( ), , , , .y f p x u w v P X Y=     Giả sử rằng f  là 

khả vi Fréchet cấp hai tại ( ) ( )( ), , , ,p x v f p x u w=  và ( )( ), .x f p x  là đơn ánh. Nếu C  là 

compact theo hướng tiệm cận cấp hai tại ( , )p y  tương ứng với  ( , )u v  theo hướng p P , thì 

ta có 

( )( ) ( )( ) ( )( ) 

( )( )( )

2 2

2

, , , : , , , , ,

, , , , .

A A

A

x D C p x u w p f p x p x D p y u v p Q

D H Q p x u w p p P

   + =

= +  
             

Chứng minh. Đặt ( )( ), , .y f p x p x=  Giả sử ( )( )2 , , ,Ax D C p x u w p  và  

( )( )2 , , , .Ay D p y u v p  Thì, ( ) 0 , 0 , h0 , p, gn
n n n n n

n

t
t r p y

r

+ + →  → →    thỏa mãn 

( ) ( ), ,n np y p y→   và 

1 1
.

2 2
n n n n n n n ny t v t r y p t u t r p

 
+ +  + + 

 
                        ( )1  

Do đó, tồn tại dãy  n n
x X  thỏa mãn 

1

2
n n n n nx C p t u t r p

 
 + + 

 
và 

1 1
, .

2 2
n n n n n n n n ny t v t r y f p t u t r p x

 
+ + = + + 

 
 Đặt : ,

1

2

n n
n

n n

x x t w
x

t r

− −
=  ta có 
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1 1
,

2 2
n n n n n n n n nx x t w t r x C p t u t r p

 
= + +  + + 

 
                       ( )2  

và 

1 1 1
,

2 2 2
n n n n n n n n n n n ny t v t r y f p t u t r p x t w t r x

 
+ + = + + + + 

 
               ( )3  

Từ (2) và giả thiết ta suy ra dãy  n
n

x  bị chặn. Không mất tính tổng quát, ta có thể giả sử 

rằng  .nx x→  Suy ra ( )( )2 , , , .Ax D C p x u w p  Hơn nữa, vì f  khả vi Fréchet cấp hai tại ( ),p x

, ta suy ra 

( )

2 2

2

1 1 1
, ( , ) ( , )( , ) ( , ) ,

2 2 2

1 1 1 1 1
( , ) , , ,

2 2 2 2 2

1 1
, .

2 2

n n n n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n

n n n n n n n n

f p t u t r p x t w t r x f p x t f p x u w t r f p x p x

t f p x u r p w r x u r p w r x

o t u t r p t w t r x

 
+ + + + = +  +  

 

    
+  + + + +    

    

  
 + + +    

                                                         

Từ đây kết hợp với (3), ( ),y f p x=  và ( )( ), , ,v f p x u w=  ta suy ra rằng 

( )( ) ( )2 1 1 1 1
, , , , , ,

2 2 2 2

n
n n n n n n n n n n n

n

t
y f p x p x f p x u r p w r x u r p w r x

r

    
=  +  + + + +    

    
 

2

1 1
,

2 2
.

1

2

n n n n n n n n

n n

o t u t r p t w t r x

t r

  
+ +     

+  

Cho n→ , ta nhận được ( )( ), , .ny f p x p x=   Kết hợp điều này với ( )( ), , ,y f p x p x=  ta 

có ( )( ) ( )( ), , , , .nf p x p x f p x p x =  Suy ra ( )( ) ( )( ), , .x xf p x x f p x x = Từ 

( )( ), .x f p x  là đơn ánh, ta suy ra .=x x  Kết hợp điều này với (1), (2) và (3), suy ra, tồn tại 

0 , 0 , 0n
n n

n

t
t r

r

+ +→ → →  và ( ) , gphn n n
p x H   thỏa mãn ( ) ( ), ,n np x p x→  và 

1 1
.

2 2
n n n n n n n nx t w t r x H p t u t r p

 
+ +  + + 

 
 

Nên, ta có ( )( )2 , , , .Ax D H p x u w p  Do đó, 

( )( ) ( )( ) ( )( )  ( )( )2 2 2, , , : , , , , , , , , , .A A Ax D C p x u w p f p x p x D p y u v p D H p x u w p p P     

Suy ra 
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( )( ) ( )( ) ( )( ) 

( )( )

2 2

2

, , , : , , , , ,

, , , , .

A A

A

x D C p x u w p f p x p x D p y u v p Q

D H p x u w p Q p P

   +

 +  
 

Từ Mệnh đề 2.2.1, ta suy ra ( )( ) ( )( )( )2 2, , , , , , .A AD H p x u w p Q D H Q p x u w p+  +  

Do đó, 

( )( ) ( )( ) ( )( ) 
( )( )( )

2 2

2

, , , : , , , , ,

, , , , .

A A

A

x D C p x u w p f p x p x D p y u v p Q

D H Q p x u w p Q p P

   +

 + +  
 

Tiếp theo, ta sẽ chứng minh 

( )( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

2

2 2

, , ,

, , , : , , , , , , .

A

A A

D H Q p x u w p

x D C p x u w p f p x p x D p y u v p Q p P

+

    +  
 

Thật vậy, đặt ( )( )( )2 , , , .Ax D H Q p x u w p +  Thì, tồn tại 0 , 0 , 0n
n n

n

t
t r

r

+ +→ → →  và 

( ) ,n n n
p x P X    thỏa mãn ( ) ( ), ,n np x p x→  và 

1 1
.

2 2
n n n n n n n nx t w t r x H p t u t r p Q

 
+ +  + + + 

 
                               (4) 

Do đó, tồn tại    
1

,
2

n n n n n nn n
x C p t u t r p Qq

 
 + +  

 
 và 

1 1
, ,

2 2
n n n n n n n n nf p t u t r p x p t u t r p

   
+ +  + +   

   
 

thỏa mãn
1

.
2

n n n n n nx t w t r x x q+ + = +  Đặt .
1

2

n n
n

n n

x x t w
x

t r

 − −
=  Ta có 

1 1
.

2 2
n n n n n n n n nx x t w t r x C p t u t r p  
= + +  + + 

 
 

Kết hợp điều này với giả thiết ta suy ra dãy  n
n

x  bị chặn.  Không mất tính tổng quát, ta có 

thể giả sử rằng nx x X →  . Do đó, tồn tại 0 , 0 , 0n
n n

n

t
t r

r

+ +→ → →  và ( ) ,n n n
p x P X    

thỏa mãn ( ) ( ), ,n np x p x→  và  

1 1
.

2 2
n n n n n n n nx t w t r x C p t u t r p

 
+ +  + + 

 
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Do đó, ( )( )2 , , , .Ax D C p x u w p  Từ 
1

2
n n n n n nx t w t r x x k+ + = +  và ,

1

2

n n
n

n n

x x t w
x

t r

 − −
=  ta được

2
.n

n n

n n

k
x x Q

t r

− =   Hơn nữa, vì Q  là nón đóng, suy ra .x x Q−   Do đó, ta chỉ cần chứng 

minh rằng ( )( ) ( )( )2, , , , , .Af p x p x D p x u w p   Đặt 

( )
1 1

, ,
2 2

: .
1

2

n n n n n n n n n

n

n n

f p t u t r p x t w t r x f p x t v

y

t r

 
+ + + + − − 

 
=           ( )5  

Thì, ta có 
1 1

.
2 2

n n n n n n n ny t w t r y p t w t r p
 

+ +  + + 
 

 Hơn nữa, vì f  khả vi Fréchet cấp hai 

tại ( ), ,p x  ta nhận được 

( ) ( )( ) ( )( )

( )2 2

2

1 1 1
, , , , , ,

2 2 2

1 1 1 1 1
, , , ,

2 2 2 2 2

1 1
, .

2 2

n n n n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n

n n n n n n n n

f p t u t r p x t w t r x f p x t f p x u w t r f p x p x

t f p x u r p w r x u r p w r x

o t u t r p t w t r x

 

 



 
+ + + + = +  +  

 

    
+  + + + +    

    

  
 + + +    

 

Từ điều này và (5), ( ),y f p x= , ta suy ra 

( ) ( )2 1 1 1 1
( , ) , , , , ,

2 2 2 2

n
n n n n n n n n n n n

n

t
y f p x p x f p x u r p w r x u r p w r x

r

      
=  +  + + + +    

    
 

2

1 1
,

2 2
.

1

2

n n n n n n n n

n n

o t u t r p t w t r x

t r


  

+ +     
+  

Cho ,n→  ta nhận được ( )( ), , .ny f p x p x=  Do đó, ta có  

( )( ) ( )( )2, , , , , .n Af p x p x D p x u w p   

Mệnh đề 2.2.2 được chứng minh.                    

 

Định lý 2.2.1. Đặt ( ) ( ) ( ), , , , , ,p P x H p y f p x u w v P X Y  =     và 

( )( ), , .v f p x u w=  Giả sử rằng các điều kiện sau xảy ra: 

(i) f  là khả vi Fréchet cấp hai tại ( ), ;p x  
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(ii) ( )( ), .x f p x  là đơn ánh; 

(iii) C  là compact theo hướng tiệm cận cấp hai tại ( , )p y  tương ứng với ( , )u v  theo hướng 

p P . 

Khi đó, với mọi p P , ta có 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) 2 2 2, , , , , .,mi :n , , , , ,AG K A AD H p x u w p x D C p x u w p f p x p x D p y u v p=   
 

Chứng minh.   

Từ định nghĩa của đạo hàm tiệm cận cấp hai tổng quát và Mệnh đề 2.2.2, ta có 

( )( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) 

2 2

2 2

2 2

, , , , , ,

, , , : , ,

.n

, , ,

, , , :

i

, , ,

mi

, ,

n

m n

mi

AG K AG

K A A

K A A

D H p x u w p D p x u w p

x D C p x u w p f p x p x D p y u v p Q

x D C p x u w p f p x p x D y

H

p u v p

Q=

=    +

 

+

=

 

Định lý 2.2.1 được chứng minh.        

2.3. Đạo hàm tiệm cận cấp hai tổng quát của ánh xạ nhiễu 

Trong phần này, chúng tôi sẽ đưa ra quy luật tính toán cho đạo hàm tiệm cận cấp hai 

tổng quát của ánh xạ nhiễu . 

Đầu tiên, chúng tôi giới thiệu một kết quả có ứng dụng trong phần sau. 

Mệnh đề 2.3.1. Đặt ( ) ( ), , , ,p P x C p u w v P X Y      và ( ), .y f p x=  Giả sử rằng f  

khả vi Fréchet cấp hai tại ( ),p x  với ( )( ), ,v f p x u w=  và C  là compact theo hướng tiệm 

cận cấp hai tại ( , )p y  tương ứng với ( , )u v  theo hướng p P . Khi đó, ta có 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )  ( )( )( )2 2, , : , , , , , , , , , .A Af p x p x p x T gphC p x u w K D F K p y u v p p P  + = +    

Chứng minh. Đặt ( )( ), , .y f p x p x=  Giả sử ( ) ( ) ( )( )2, gph , , , , .Ap x T C p x u w  Thì, tồn tại 

( ) 0 , 0 , 0, , gphn
n n n n n

n

t
t r p y C

r

+ +→ → →    thỏa mãn ( ) ( ), ,n np x p x→  và 

1 1
.

2 2
n n n n n n n nx t w t r x C p t u t r p

 
+ +  + + 

 
    

Điều này suy ra rằng 

1 1 1
, , .

2 2 2
n n n n n n n n n n n nf p t u t r p x t w t r x F p t u t r p n

   
+ + + +  + +     

   
 

Đặt 

( )
1 1

, ,
2 2

.
1

2

n n n n n n n n n

n

n n

f p t u t r p x t w t r x f p x t v

y

r t

 
+ + + + − − 

 
=                   (6) 
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Ta suy ra 
1 1

, .
2 2

n n n n n n n ny t v t r y F p t u t r p n
 

+ +  + +   
 

 Vì f  là khả vi Fréchet cấp hai 

tại ( ), ,p x  ta có 

( ) ( )( )

( )( ) ( )2 2

2

1 1
, , , ,

2 2

1 1 1 1 1 1
, , , , ,

2 2 2 2 2 2

1 1
, .

,

2 2

n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n n n n

n n n n n n n n

f p t u t r p x t w t r x f p x t f p x u w

t r f p x p x t f p x u r p w r x u r p w r x

o t u t r p t w t r x

 
+ + + + = + 

 

    
+ +  + + + +    

    

  
 + + +    







Điều này kết hợp với (6) và ( ), ,y f p x=  ta có 

( )( ) ( )2

2

1 1 1 1
, , , , , ,

2 2 2 2

1 1
,

2 2
.

1

2

n
n n n n n n n n n n n

n

n n n n n n n n

n n

t
y f p x p x f p x u r p w r x u r p w r x

r

o t u t r p t w t r x

t r

    
=  +  + + + +    

    

  
+ +     

+

 

Cho ,n→  ta nhận được ( )( ), , .y f p x p x=  Do đó, 

( )( ) ( )( )2, , , , , .Ay f p x p x D p yF u v p=   

Bởi vậy, 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )  ( )( )2 2, , : , , , , , , , , .A Af p x p x p x T gphC p x u w D p yF u v p    

Suy ra 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )  ( )( )2 2, , : , , , , , , , , .A Af p x p x p x T gphC p x u w K D p yF u v p K  +  +  

Từ Mệnh đề 2.2.1, ta có  ( )( ) ( )( )( )2 2, , , , , , .A AD F p y u v p K D F K p y u v p+  +  Do đó, ta có 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )  ( )( )( )2 2, , : , , , , , , , , .A Af p x p x p x T gphC p x u w K D F K p y u v p  +  +  

Tiếp theo, ta sẽ chứng minh 

( )( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) 2 2, , , , , : , , , , , .A AD F K p y u v p f p x p x p x T gphC p x u w K+    +  

Thật vậy, với mỗi ,p P  lấy bất kỳ ( )( )( )2 , , , .Ay D F K p y u v p +  Thì, tồn tại  

0 , 0 , 0n
n n

n

t
t r

r

+ +→ → →  và ( ) ,n n n
p y P Y    thỏa mãn ( ) ( ), ,n np y p y→  và 

1 1
.

2 2
n n n n n n n ny t v t r y F p t u t r p K

 
+ +  + + + 

 
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Thì, tồn tại    
1

,
2

n n n n n nn n
x C p t u t r p k K

 
 + +  

 
 thỏa mãn 

1 1
, .

2 2
n n n n n n n n n ny t v t r y f p t u t r p x k

 
+ + = + + + 

 
 

Đặt : .
1

2

n n
n

n n

x x t w
x

t r

 − −
=  Ta có 

1 1
.

2 2
n n n n n n n n nx x t w t r x C p t u t r p  
= + +  + + 

 
 Từ giả thiết, ta 

suy ra dãy  n n
x

 bị chặn. Không mất tính tổng quát, ta có thể giả sử rằng .nx x →  Do đó, ta 

có ( ) ( )( )2, gph ,( , ), , .Ap x T C p x u w   Từ 

2
.

1 1
,

2
n n n n n n n n n ny t v t r y f p t u t r p x k

 
+ + = + + + 

 
 

Ta suy ra 

1
,

2
.

n n n n n n

n
n

n n

f p t u t r p x y t v
k

y K
t t

 
+ + − − 

 
− =   Thì, từ ( ),y f p x=  và 

1

2
n n n n nx x t w t r x= + + , ta suy rằng 

( )
1 1

, ,
2 2

.
1 1

2 2

n n n n n n n n n

n
n

n n n n

f p t u t r p x t w t r x f p x t v
k

y K

t r t r

 
+ + + + − − 

 
− =   

Vì f  là khả vi Fréchet cấp hai tại ( ), ,p x  ta có 

( ) ( )( )

( )( ) ( )2 2

2

1 1
, , , ,

2 2

1 1 1 1 1 1
, , , , ,

2 2 2 2 2 2

1 1
, .

,

2 2

n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n n n n

n n n n n n n n

f p t u t r p x t w t r x f p x t f p x u w

t r f p x p x t f p x u r p w r x u r p w r x

o t u t r p t w t r x

 
+ + + + = + 

 

    
+ +  + + + +    

    

  
 + + +    







 
Cho n→  và từ ( )( ), ,v f p x u w= , ta có 

( )
( )( )

1 1
, ,

2 2
, , .

1

2

n n n n n n n n n

n

n n

f p t u t r p x t w t r x f p x t v

y y f p x p x

t r





 
+ + + + − − 

 
− → −  

Vì K  là nón đóng, ta có ( )( ), , .y f p x p x K−   Suy ra ( )( ), , .y f p x p x K +  

Mệnh đề 2.3.1 được chứng minh xong.        
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Định lý 2.3.1. Đặt ( ) ( ) ( ), , , , , ,p P x C p y f p x u w v P X Y  =     và ( )( ), , .v f p x u w=  

Giả sử các điều kiện sau đây xảy ra: 

(i) f  là khả vi Fréchet cấp hai tại ( ), ;p x  

(ii) Tính domination xảy ra đối với F  trong lân cận của ;p  

(iii) C  là compact theo hướng tiệm cận cấp hai tại ( , )p y  tương ứng với  ( , )u v  theo hướng 

p P . 

Khi đó, ta có 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) 2 2, , , , , : , gph , , , , , .minAG K AD p y u w p f p x p x p x T C p y u w p P=    

Chứng minh. Ta có ( ) ( )p F p  với tất cả p P  và tính domination xảy ra đối với F  

trong lân cận của ,p  tồn tại một lân cận U  cận của p  thỏa mãn 

( ) ( ) , .p K F p K p U+ = +    

Do đó, ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2gph , , , , gph , , , , ,A AT C p y u v T F C p y u w+ = +  suy ra, với mỗi ,p P  

( )( ) ( )( )2 2, , , , , , , .AG AGD F p y u v p D p y u v p p P=    

Từ định nghĩa của trên đạo hàm tiệm cận cấp hai và Mệnh đề 2.3.1, ta có 

( )( ) ( )( )( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( )( ) 

2 2

2

2

min

min

min .

,, , , , ,

, , : , gph , , , ,

, , : , gph , , , ,

AG K AG

K A

K A

D p y u w p D F K p y u w p

f p x p x p x T C p y u w

f p x p x p x T C u

F

y w

K

p

= +

=  +

=  

 

Do đó, ta có 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) 2 2, , , , , : , gph , , , , .minAG K AD p y u v p f p x p x p x T C p x u w=    

Định lý 2.3.1 được chứng minh xong.        
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