Tap chi Khoa hoc Pai hoc Pong Thép, Tdp 14, Sé Pdc biét 04S (2025): 453-466

TAP CHi KHOA HOC DAI HOC DONG THAP
Dong Thap University Journal of Science

S6 Dac biét Hoi nghj Khoa hoc tw nhién
Péng bang séng Clru Long [dn IV
ISSN 0866-7675 | e-ISSN 2815-567X

DOI: https://doi.org/10.52714/dthu.14.04S5.2025.1614

TON TAI NGHIEM CHO BAI TOAN TOI UU HAM KHOANG
VOI THU TU TU DIEN

Duwong Thi Kim Nhan, Tran Thi Nhw Y, Vé Thi Tric My,
Bui Ngoc Anh Thu va DPinh Ngoc Quy”

B mén Todn, Khoa Khoa hoc Tu nhién, Bai hoc Can Tho, Viét Nam
*Tac gid lién hé, Email: dnquy@ctu.edu.vn
Lich su bai bao
Ngay nhan: 28/6/2025; Ngay nhdn chinh swa: 16/8/2025; Ngay duyét dang: .../8/2025
Tém tit

Trong bai bao nay, chung toi cung cap hai khai niém nghiém cho bai todn 161 wu voi
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Abstract

In this paper, we provide two solution concepts for optimization problems with interval-
valued objective functions based on lexicographic ordering structures. These lexicographic
orderings are total orders, so they have many practical applications and significance. Under

these settings, we present results on the existence of solutions for the optimization problem of
interest.
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1. Gidi thiéu

Giai tich ham khoang déng vai tro quan trong trong nhiéu linh vuc ctia toan hoc tng
dung, dic biét trong linh viec mo hoa, théng ké ... (Moore, 1966). Nhu chiing ta da biét, thir tu
thong thuong " < " 1a mot th ty toan phan trén R, nghia 1a, d6i véi bét ky hai s thuc nao
trong R, ching ta ¢ thé xac dinh thir tw ciia chiing ma khong gap khé khan. Tuy nhién, d6i
v6i bat ky hai khoang déng nao trong R, khong co6 mét thir tu tw nhién giita tip hop tat ca cac
khoang dong trong R, va ching ta phai dinh nghia mot thir tu dé xac dinh th ty cua ching.
Ishibuchi & Tanka (1990) da gi6i thidu ciu trac sdp xép thir tir tung phan cho cac khoang. Véi

hai khoang dong A = [g, a] vaB = [Q, b] trong R thi A < Bnéuvachindua < bvaa < b.
Trén co s& 6, Wu (2007, 2008a, 2008b) da dé xuét cac diéu kién t6i uu dang Karush-Kuhn-
Tucker, dua ra cac dinh 1y d6i ngdu manh va yéu cho bai toan t6i uu ham khoang. Bén canh
d6, ban doc ¢6 thé tham khao thém nhiéu két qua vé didu kién ton tai nghiém cho bai toan t6i
vu ham khoang dwa trén thi tu timg phan giita cac khoang (Wolf, 2000; Stefanini, 2009;
Chalco-Cano & cs., 2013; Singh & cs., 2016; Zhang & cs., 2018; Ahmad & cs., 2019; Ghosh,
2017; Ghosh & cs., 2018; Ghosh & cs., 2019; Ghosh & cs., 2020a; Ghosh & cs., 2020b).

Céc cong trinh trudc ddy, nghién ciru vé bai toan tdi vu ham khoang cac tac gia chi yéu
tap trung vao thir tu timg phan, diéu nay c6 thé gay khé khin trong viéc so sanh cac khoang.
Cu thé, trong thuc té véi du bao ngudng nhiét do ciia ngay Thi Hai tir 20°C dén 33°C va ngay
Thir Ba tir 27°C dén 30°C thi dya trén th tu timg phan " < " d4 d& xuat thi ta khong thé dua
ra quyét dinh nén dugc chon ngay Thir Hai hay ngay Thir Ba dé di dd ngoai thi s& tot hon vi
hai khoang [20;33] va [27, 30] la khong so sanh duoc voi nhau. Chinh vi vay, viéc quan tam
va dé xuat cac thi ty toan phan dé sap xép cac khoang s& giup chung ta thuén loi hon trong
viéc loai bo sy khong 16 rang nay va dé dang dé dua ra quyét dinh phuong an ti wu. Didu nay
s& ¢6 tiém ning tmg dung rong rai hon trong thuc té.

Téi uu héa tur dién 1a mot dang ctia t6i uu héa da muc tiéu. Cu thé véi hai myc tiéu khac
nhau, nguoi ra quyet dinh c6 thé xép hang sao cho muc tiéu f; 1a quan trong nhit, muyc tiéu f,
la quan trong tlep theo hodc nguoc lai. Diéu nay tao ra mot thir ty tir dién tuong tu nhu cach
céc tir dugc sap xép trong tir dién - ban so sanh chir cai dau tién trudc, sau do6 dén chir cai thr
hai chi khi cac chir cai dau tién gidng nhau. Thir tu tir dién 1a mot thir ty toan phan nén co rat
nhiéu tng dung va ¥ nghia trong thuc té. Cu thé nhu trong phan b tai nguyén y té thi tinh
mang bénh nhin dugc dit 1én hang dau trude khi tiét kiém chi phi, trong chinh sach méi trudng
thi viéc dap mg ti€u chuan 6 nhiém duoc dit trudc hiéu qua kinh té... Trong bai bao nay,
chung t6i cung cap hai khai niém nghiém cho bai toan t6i wu hoa v6i ham muc tiéu co gia tri
khoang dya trén céu trac sap xép theo thtr ty tir dién. Dbi voi hai khai niém nghiém nay, hai
moi quan hé thr ty toan phan gilia hai khoang dong trong R s& dugc de xudt. Duéi cac thiét
1ap nay, chiing t6i dwa ra cac két qua vé sy ton tai nghiém cho bai toan tdi vu hoa véi ham myc
tiéu co gia tri khoang.

2. Kién thirc chuén bi

Trong bai bao nay, néu khong c6 gi dic biét, ching ta luén quy udc T 13 tap hop cac
khoang dong bi chan cta R:
T ={[a,bl:a < b;a,b € R}

Trong truong hop khodng suy bién chi c6 duy nhit mot phan tir, ky hiéu a = [a, a].

Cho hai khoang A = [a;a] € X, B = [b;b] € T va € R. Khi do, phép cong va phép
nhan v6 hudng trong T dugc dinh nghia boi:

A+B:=[a+b;a+b|

455



Tap chi Khoa hoc Pai hoc Pong Thép, Tap 14, S6 Ddc biét 04S (2025): 453-466

[Aa; /15] néul =0,
A= _ .
[Aa; AQ] néul < 0.
Trudc tién, chung ta nhéc lai cac dinh nghia vé tinh ntra lién tuc ctia ham thuc.
Dinh nghia 2.1. (Aubin & Ekeland, 1984) Cho (X, d) 1a khong gian métric va ham thyc f: X —
R. Khi @6 f duoc goi 1a nita lién tuc dudi (Isc) tai diém x, € X khi va chi khi
liminf f (x) = f(xg).
X—Xg

Ta n(')ivr::ing f thoa man mat tinh chéat nao d6 trén tip A € X néu f thoa man tinh chat
do6 tai moi diém cua A. Néu A = X thi ta bé qua cum tir “trén X trong cich phat biéu.

Mg¢énh dé 2.1. (Aubin & Ekeland, 1984) Cho X la khong gian metric va ham thyc f: X — R.
Khi d6 céc khang dinh sau la tuong duong:
(i) Ham f 1a ham ntra lién tuc dudi trén X;
(ii) Tap trén do thiepi f = {(x,a) € X X R | f(x) < a} la tip dong trong X X R;
(ii1) Tap muc dudileve,f = {x € X | f(x) < a} la tap dong trong X véi moi a € R.
Tiép theo chung ta s& nhic lai mé rong vé tinh nira lién tuc cho ham cé gia tri khoang.
Pinh nghia 2.2. (Zhang & Huang, 2022) Cho khoang A = [a;a] € ¥ vaB = [b;b] € T. Ta
x€ét quan h¢ gitra hai khoang trong ¥ dudi day:

A< Bnéuvachindua <bvaa<b.

Khi d6, d& dang kiém tra quan hé < 1a mot quan h¢ thi tu timg phén trong . Khi 4 nho
hon B theo thir ty < thi ta ¢6 thé ndéi B 16n hon A va ky hi¢ula B > A.

Pinh nghia 2.3. (Zhang & Huang, 2022) Cho (X, d) 1a khong gian métric va F: X — T 1a ham
c6 gia tri khoang. Khi do, ham F dugc goi la nira lién tuc dudi (Isc) trén X néu voi moi khoang
dong A € T thi tap muc dudi theo thir tw khoang {x € X : f(x) < A} 1a tap dong.

Ménh dé 2.2. (Zhang & Huang, 2022) Cho X 1a khong gian métric va ham c6 gi4 tri khoang
F:X - T voi F(x) = |f (), f(x)|, vx € X. Khi 6, F 1a nira lién tuc dusi trén X khi va chi
khi ca hai ham f va f déu 1a ham nira lién tyc dudi trén X.

Trong truong hop ham c6 gia tri khoang F suy bién thanh ham thyc (ham khoang c6
anh la khoang suy bién don phan tir) thi dinh nghia nira lién tuc dudi cua ham c6 gia tri khoang
trung v6i dinh nghia nira lién tuc dudi ciia ham thue.

Du¢i day la dinh Iy Weierstrass c6 dién, mot dinh 1y nén tang cho phép khao sat sy ton
tai nghiém cuia bai toan t6i vu ham thuc.

Pinh li 2.3. (Dinh li Weierstrass) Cho (X, d) 1a khong gian métric, D < X 1a tap compact va
f:D — R 1a ham thyc. Khi d6 néu f la ham ntra lién tuc dudi trén D thi tdp argmin f(x) la

X€D
compact khac rong, trong d6 argmin f(x) := {x € X: f(x) < f(x),Vx € D}.
X€D
Pinh Iy 2.4. (Piéu kién birc) Cho ham thyc f: R™ — R. Néu 1 f nira lién tuc dudi va thoa
man diéu kién buc (tic 1a ! Hrr:_ f(x) = 4+o0) thi tdp argmin f (x) 1a dong khac rdng.
X[|—=+0o xX€X

3. Thir tyr tir dién giira cic khoang
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Trong muc ndy chung ti gidi thiéu hai dinh nghia sip tht tu tir dién cho cac khoang
dong trong R.

Dinh nghia 3.1. Cho khoang A = [g; E] € T vakhoang B = [Q; E] € T. Ta xét quan hé thu
tu tir dién dudi giita hai khoang trong T dudi day:

<b
A<}, Bnéuvachinéu|(a=Dh.
{ <bh
M¢énh dé 3.1. Quan hé <!, 1a mot quan hé thir ty toan phan trong I.
Ching minh
Chting ta lan luogt kl}éo s;it céc tinh chét phan xa, bic cau, phan xtng va tinh toan phﬁn
cua quan hé thir tu dugc dé xuat.

e Quan h¢ <!, c6 tinh phan xa. That vay, xét khoang A = [a,a], ta co

a=a A< A
— _—— .
{aSa Slex

o Quan hé <, c6 tinh phan déi xtmg. That vay, xét hai khoing A = [¢;a] € T vaB =
[b; b] € T thoa A <l B va B <lo, A. Khi do, ta co:

([a<bhb
a=>b s
l 72 [a<b<a@s)
A<le"B:><'aSb:> a=b ~fe=b L _p
B<%ex‘4 _Q<Q {__—__ a=E
<b<a
{g=g asbs
la<a

o Quan h¢ <, c6 tinh bic cAu. Xét bakhoang A = [a;@| € T,B = [b;b] € TvaC =
[c;¢] € T thoa A <Ly, B va B iy, €. Khi do, ta co:

ra<b<c

a<b - -~

= = a=b<c

{g=2 T_ -

oy g a<b a<c

ARiex B as<h_ | ocp=co|a=coa<l, ¢
B<%exc b<c T {E<E -

b <c¢ — =

la<b<c

e Quan hé <}, c6 tinh toan phan. That vy, liy bat ky hai khoang 4 = [g;a] € T va

B = [Q; E] € T. Khi d6, do tinh chat toan phém cta tht tu trén R , v6i hai s6 thue a, btaco
cac truong hop sau:

+ Truomg hop a < b thitaco A <i,, B.

+ Truong hop a > b thita co B <l A.

+ Truong hop a = b: khi d6 do tinh chat toan phan cua thir ty trén R nén véi hai so
thuc @, btaconéua < b thisuyra A <!,, B, connéu b < @ thitaco B <!,, A.

Vay quan hé <!, dugc xét 1a mot quan hé thir ty toan phan. m
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Pinh nghia 3.2. Cho khoang A = [a;@| € T va B = [b; b] € T. Taxét quan h¢ thur tu tir dién
trén gitra hai khoang trong ¥ dudi day:

A <L, B néu va chi néu {

Béng 1ap luan tuong ty nhuy Ménh dé 3.1 ta c6 ménh dé dudi day.
M¢énh dé 3.2. Quan h¢ <%, 1a mot quan hé thir ty toan phan trong I.

Cho X la khong gian metric va F: X — T 1a ham c6 gia tri khoang. Ta khao sat cac bai
toan toi uu voi ham muc tiéu c6 gia tri khoang dudi day:

e (IOP1): Tim X € X sao cho néu
F(x) < F(x) thi F(x) = F(x).
e (IOP2): Timx € XsaochoVx € X
F(X) Siex F(x).
e (IOP3): Timx € X saochoVx € X
F(x) <iex F(x).

Lan lugt ky hiéu céc tap nghiém cla céc bai toan trén la S(F,<), S(F,<l,,) va
S(F,<[y). Trong truong hgp ham cé gid tri khoang F suy bién thanh ham thyc thi
S(F’\lex) S(F:\lex)— S(F,<).

M¢énh dé 3.3. Cho X 1a khong gian metric va F: X — T 1a ham c6 gia tri khoang. Khi do, ta
co:

(1) S(F' \lex) c S(F: <)
(i) S(F,<lex) € S(F, <.
Chirng minh
(1) Giastx € S(F,<[.,), ta s€ chung minh X € S(F, <). That vay, theo dinh nghia ta
co:
F(x) <l F(x),vx € X.
Diéu nay tuong dwong, véi moi x € X:
f@ < fx)
fG) =1, (3.1)
fx)=f)
Gia st ton tai x € X thoa F(x) < F(%), ta co:
fO) <@
f) < Gy

Két hop voi (3.1) ta duogc:
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fO)=f®)

fG) = f&x)

T d6 suy ra F(x) = F(x). Vay X € S(F, <) , kéo theo S(F,<},) © S(F,<).

(i) Giasir x € S(F,<}ey), ta s& chimg minh x € S(F, <). That vay theo dinh nghia
ta co:

F(%) <l F(x),Vx€X.
Diéu nay tuong dwong, véi moi x € X:
fG) <fx)
f@ =f@x) 62)
fG) < f(x)

Gia sir ton tai x € X thoa F(x) < F(X) ta co:
fO)<f(x)
fe) <fGy
Két hop voi (3.2) ta duoc:
fG)=fx)
feo =f@y
T d6 suy ra F(X) = F(x). Vay € S(F, <), kéo theo S(F,<l,,) € S(F,<). =

Cac tap nghiém S(F, <1,) va S(F, <}, ) 12 khong so sanh dugc véi nhau. Duéi day la
mot sO vi du cu theé chi ra di€u nay.

Vi du 3.1. Cho ham c6 gia tri khoang F: [—5,5] = T duoc xac dinh boi:

_ ([=lxl,.x*],  x€ {[-55]/{0}}
F) = { [0,1], x=0 '
)

51
\J

Hinh 1. P6 thi ham khoang ciia Vi du 3.1
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Khi d9, tinh toan truc tiép ta dugc S(F,<k,) = 0, S(F,<lx) = {=5,5} va S(F,<) =
[-5,5]/{0}.
Vi du 3.2. Cho ham c6 gia tri khoang F: [—5,5] = T dugc xéac dinh boi:

_ ([=Ixl,x%],x € {[-5,5]/{0}}
F) = { [-1,0],x = 0 '

A
y

&k
oy

4

-5y
Hinh 2. P6 thi ham khoang ciia Vi du 3.2
Khi d6, tinh toan tryc tiép ta dugc S(F,<¥,) = {0}, S(F,<lex) = {-5,5} va S(F,<) =
[-5,—1] U [1,5] U {0}.
Ménh dé 3.4. Cho X 1a khong gian metric va F: X — T 1a ham c6 gi4 tri khoang véi F(x) =
[f(x),j_”(x)] ,Vx € X. Khi d6, néu argmin f (x) = @ thi S(F,<%,) = 0.

xex
Chirng minh
Giast S(F,<%,) # @, 3Xx € S, suyra F(X) <%, F(x), Vx € D. Piéu nay tuong duong:
f@ <f@)
f@=f0,
£ < F0)

Noi cach khac ta ludn co f(x) < f(x), Vx € D, suyra X € argmin f (x). Didu nay mau thuin
x€eX

v&i gia thiét ban ddu argmin f(x) = @. Vay taco S(F,<%,) = 0. =
x€X

Bing viéc ching minh twong ty Ménh dé 3.4, ta c6 két qua dudi day.
M¢énh dé 3.5. Cho X 1a khong gian metric va F: X — T 1a ham c6 gi tri khoang véi F(x) =
[f(x),]_f(x)] ,Vx € X. Khi d6, néu argmin f(x) = @ thi S(F, <%ex) = Q.

xX€EX
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Duéi day la cac vi du chi ra chiéu ngugc lai ciia cac Ménh dé 3.4 va Ménh dé 3.5 1a
khong dung.
Vi du 3.3. (argmin f (x) # @ ma S(F,<%,) = @) Cho ham c6 gi4 trj khoang F: R — T dugc

XEX 5
x4c dinh boi F(x) = [e™,1], Vx € R.

0.8
0.8
0.4

0.2

-2 -1.5 -1 05 0 05 1 15

-0.2

Hinh 3. P6 thi ham khoang ciia Vi du 3.3

Tinh toén tryc tiép ta c6 argmin f(x) = R, trong khi S(F,<%,) = @.
XEX

Vidu 3.4. (argmin f(x) # @ ma S(F, <§ex) = @) Cho ham c6 gia tri khoang F: R - T duoc
xeD —

xéc dinh bsi F(x) = [0,e7*’], vx € R.

0.8
0.6
0.4

0.2

12 -1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1 12 14

-0.2
Hinh 4. Do thi ham khoing ciia Vi du 3.4

Tinh toén truc tiép ta c6 argmin f(x) = R, trong khi S(F, <},,) = 0).
xeD

4. Két qua ton tai nghiém cho bai toan tdi vu ham khoang

Trong myc nay chung ta dua ra cac két qué ton tai nghiém cho bai toan t6i vu ham
khoang voi thur ty tir dién trén va thur ty tir dién dudi cia cac khoang dugc dé xuat trong Muc
3.
Pinh ly 4.1. Cho (X, d) 1a khong gian metric compact va F: X — < 1a ham c6 gia tri khoang,
voi F(x) = [£(x), F(x)]. Khi d6, néu F 1a nira lién tue dui thi ca ba bai toan (IOP1)(I0P3)

deu c6 nghiém.
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Chirng minh
Xét bai toan (OP2). Theo gia thiét, F 1a ham khoang ntra lién tuc dudi trén X, nén theo Ménh
dé 2.2, ta c6 ca hai ham £ (x) va f (x) déu la cac ham nira lién tuc dudi trén X. Vi X 1a compact
va f(x) 1a ham nura lién tuc dudi trén X, nén theo Dinh Iy Weierstrass (Pinh 1y 2.3), ta c6 tép
nghiém arg rnEl)I(l f (x) 1a tap compact khic rong.
x —
bat Q := arg mel)r(l f (x). Vi Q 1a compact khac rdng va f(x) 1a ham ntra lién tyc dudi
xeX &
trén Q, nén theo Pinh 1y Weierstrass tap nghiém arg melg f (x) ciing 1a tap compact khac rong.
X
Lay X € arg rr‘1£1(r11 f (x). Ta chimg minh ¥ € S(F, %%ex), tuc la
X
F(x) <l F(x),Vx € X.
That vay, liy tuy ¥ x € X. Khi do, vi ¥ € arg rrgg f(x)nénx € O, thc X € arg l‘rél)r(lf (x). Suy
X X -
ra f(x) < f(x). Mat khac, néu f(x) = f(x), thi x € argmei)r(lf(x), tic x € Q. Do X €
— — P P x P
arg meigf (x) nén f(x) < f(x). Vay, vdi moi x € X ta luon co:
X
fGO < f)
f@ =f@)
fG® <f)

Nén x € S(F,<!,,). Ttc bai toan (IOP2) c6 nghiém.
Xét bai toan (OP3). Theo gia thiét, F 1a ham khoang ntra lién tuc duéi trén X, nén theo Ménh
dé 2.2, ta c6 ca hai ham f(x) va f (x) déu la cac ham nira lién tuc dudi trén X. Vi X 12 compact
va f(x) 1a ham nira lién tuc dudi trén X, nén theo Dinh Iy Weierstrass, ta ¢6 tap nghiém
arg mel)r(l f (x) 1a tap compact khac rong.
X
bat Q := arg H‘lel)l;lf (x). Vi Q la compact khac réng va f(x) 1a ham nua lién tuc dudi
x L

trén Q, nén theo Pinh 1y Weierstrass tap nghiém arg I;lelg £ (x) 14 tap compact khac rong.
Liy X € arg I;Crlelgz (x). Ta chimg minh x € S(F,<},), tic la
F(x) <%, F(x),Vx €X.
That vay, lay tiy ¥ x € X. Vi X € arg r;g}r}f (x) nén j_f(f) < j_f(x) . Mt khéc, néu ]_’(x) =

f () thi x € arg mei)r(lj_c(x), tac la x € . Dya vao x € arg l’nelgl‘zlf (x) nén f(x) < f(x). Vay
X X — — —

vOoi moi x € X ta ludn co:

f_(x) < f_(x)

{ﬂ@=ﬂn
fGO < f(x)

Suy ra X € S(F, <[.,). Tuc bai toan (IOP3) c6 nghiém.
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ViS(F, <o) € S(F,<) vaS(F,<,) © S(F,<) nén kéo theo S(F,<) # @. Tt bai
toan (IOP1) c6 nghiém. m

Duéi day 1a cac vi du chi ra sy cdt yéu ctia gia thiét compact ctia tap X va tinh ntra lién
tuc dudi cia ham khoang F.
Vi du 4.1. Xét cac ham c6 gia tri khoang F: R —>71 duogc cho trong Vi du 3.3 va Vi du 3.4.
Khi do, ta c6 F 1a ham khoang nira lién tuc dudi (k€ ca lién tyc) trén R. Tuy nhién trong truong
hop nay, R khong compact (vi R chi dong nhung khong bi chan) nén moi gia thiét ctia Pinh
Iy 4.1 déu théa man trir gia thiét X compact. Tinh toan truc tiép d€ thdy S(F,<ley) =
S(F,<lby)=S(F,)=0
Vi du 4.2. Cho ham c6 gia tri khoang F: (0,1] —» ¥ dugc xac dinh boi:

F(x) = [x,x + 1],vx € (0,1].

Khi d6, ta c6 F 12 ham khoang nira lién tuc dudi (ké ca lién tuc) trén R. Tuy nhién trong trudng
hop nay, (0,1] khong compact (vi (0,1] 1a bi chin nhung khéng dong) nén moi gia thict cua
Dinh 1y 4.1 déu thoa man trir gia thiét X compact. Tinh todn truc tiép dé thay S(F,<l.,) =
S(F;\lex) - S(FI <) = @
Vi du 4.3. Cho ham c6 gia tri khoang F: [0,1] = T dugc xac dinh boi F(x) = [x,x + 1],Vx €
(0,1] va F(1) = {2}. Khi d6, ta c6 X = [0,1] 1a tap compact. Tuy nhién, ham khoang F khong
ntra lién tuc dudi tai 0 nén moi gia thiét cia Pinh 1y 4.1 d€u thda man trir gia thict nira lién tuc
duéi cia ham muc tiéu. Tinh todn truc tiép dé thay S(F, <l,,) = S(F,<}t,) = S(F,<) =0

Duéi day, chiing ta s& dua ra cac két qua ton tai nghiém cho bai toan t6i ru ham khoang
cho truong hop tap rang budc khong compact trong khong gian hitu han chiéu.
Pinh 1§ 4.2. Cho F: R™ - T la ham ¢6 gid tri khoang, voi F(x) = £ (x), £ (x) |- Khi do, néu
F 12 ham nira lién tuc du6i va ham f thoa diéu kién burc thi bai toan (IOP2) c¢6 nghiém.

Chirng minh
Theo gia thiét, F 1a ham khoang ntra lién tuc dudi, nén theo Ménh dé 2.2, ta ¢6 ca hai ham
f(x) va f(x) déu 1a cac ham nira lién tuc dudi. Vi f 1a ham ntra lién tuc dudi va thoa diéu
kién bic nén theo Pinh 1y 2.4, ta c6 tap nghiém arg II}El)I(l f (x) 1a tap khac rong. Mat khac,
XEX =

nhén xét rang:

| A | 1
arg,{‘gﬁ&i(") = ﬂ{x eR™f(x) < xleannf(x) +E}'
n=1

Do f 1a ham nua lién tuc du6i nén tap mirc dudi {x € R™: f(x) < xieann flx)+ %} dong, kéo
theo arg I;lel)r(l f (x) 1a tép dong. Bén canh do, tir tinh buc suy ra tép arg 1;161)1(1 f (x) cling bi chan.
Duya vao tinh dong va bi chin trong khong gian hitu han chiéu nén arg I;IEI)I(I i (x) 1a tap
compact.

bat Q := arg ;‘Iél]}&rrll f (x). Vi Q 1a compact khac rdng va f(x) 1a ham ntra lién tuc dudi

trén Q, nén theo Pinh 1y Weierstrass tdp nghiém arg rnelg j_f (x) ciing 1a tap compact khac rong.
X

Liy X € arg mElgf (x). Ta chimg minh x € S(F, <,y ), tirc 1a
X
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F(x) <l F(x),vx € X.
That vay, lay tiy y x € X. Khi do, vi x € argrrggf(x) nén X € Q, tiic X € arg rrelﬁgn f ().
, X X n-__
Suy ra f(x) < f(x). Mat khac, néu f(x) = f(x), thi x € arg rrell%&n fx),ttcx €. Dox €
— — — — X n_

arg rrlelgf (x) nén ]_‘(E) < ]_f(x). Vay, voi moi x € X ta ludn co:
X

fG) < f(x)
fG) =)
fG) < f(x

Nén x € S(F,<l,,). Ttc bai toan (IOP2) c6 nghiém. m

Bing 14p luan twong tw nhu chimg minh cia Pinh 1y 4.2, ta ciing c6 két qua ton tai
nghiém cho bai toan (IOP3) trong trudng hop tap rang budc khong compact trong khong gian
hiru han chiéu dua vao dieu kién btic cho 4nh xa bién trén ctia ham khoang F.
Pinh 1§ 4.3. Cho F: R™ — T la ham ¢6 gia tri khoang, voi F(x) = |£ (x), F (x) |- Khi dé, néu
F 1a ham nira lién tuc dudi va ham ]_‘ thoa diéu kién burc thi bai toan (IOP3) ¢6 nghiém.

H¢ qui 4.4. Cho F: R™ - T 1a ham c6 gia trj khoang, voi F(x) = [£(x), f(x)]. Khi do, néu
F 13 ham nira lién tyc duéi va ham f thoa diéu kién buc thi ca ba bai toan (IOP1), (IOP2) va
(IOP3) déu c6 nghiém.
Chirng minh

Véimoi x € R™, tacd f(x) < f(x), nén tir gia thiét ham f thoa diéu kién buc ta suy ra ham
j_r ciing thoa diéu kién birc. Do d6 4p dung Dinh 1y 4.2 va Dinh ly 4.3 ta suy ra hai bai toan
(IOP2) va (I0OP3) c¢6 nghiém. Dua vao Ménh d€ 3.3, kéo theo bai toan (IOP3) cling c6 nghiém.
|

Nhin xét 4.4. Diéu kién buic ciia anh xa bién trong Pinh 1y 4.2 va Dinh 1y 4.3 1a ¢6t yéu. That
vay, trong Vidu 3.3 ta cling co tdp S (F , %%ex) = @. Nguyén nhan 1a moi gia thiét ctia Dinh Iy

4.2 déu thoa man trir gia thiét didu kién buc cia ham ham f vi I |llim e=x" =0, Tuong tu,
- X||—=>+00

trong Vi du 3.4 ta ciing c6 tap S(F, <!,) = @. Nguyén nhan 1a moi gia thiét cia Dinh 1y 4.3
déu thoa man trir gia thiét ham £ thoa didu kién birc.

Duéi day 1a vi du chi ra su tién lgi cua Pinh 1y 4.2, Din}l 1y 4.3 va Hé qua 4.4 so véi
Dinh ly 4.1 trong viéc chi ra sy ton tai nghiém cua cdc bai toan toi wu ham khoang trong khong
gian hitu han chiéu.
Vi du 4.4. Cho ham c6 gia tri khoang F: R — I dugc xac dinh boi:

F(x) = [x%,x?+1],Vx € R.

Khi d6, ta c6 F 1a ham khoang nira lién tuc dudi (ké ca lién tuc) trén R. Trong truong hop nay,
R khong compact nén Dinh ly 4.1 khong ap dung dugc. Tuy nhién, trong vi du nay, moi gia
thi€t trong Pinh 1y 4.2, DPinh 4.3 va Hé qua 4.4 déu thoa man. D6 d6, suy ra ca ba tdp nghiém
S(F,=lex), S(F,<L,), S(F,<) déu khic rdng. Tinh toan truc tiép ta co S(F, <l ) =
S(F,<i,,) = S(F,<)={0}.
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Hinh 5. D6 thi ham khodng ciia Vi du 4.3

5. Két luan

Trong bai bao ndy, chung toi dua ra cac két qua ton tai nghiém cho bai toan ti wu ham
khoang voi thtr tu dugc khao sat 1a thir tu tir dién trén va dudi cia cac khoang. Day la cac tha
ty ¢6 tinh toan phan nén co6 rat nhiéu lgi thé trong rng dung. Cac két qua dua ra la mai. Nhicu
vi du cu thé dugc dua ra d€ so sanh va minh hoa cho cac két qua thu duoc.

Loi cam on: Dé tai nay duoc tai trg boi Pai hoc Can Tho, Mi s6: TSV2025-09.
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