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Tóm tắt 

Trong bài báo này, chúng tôi cung cấp hai khái niệm nghiệm cho bài toán tối ưu với 

hàm mục tiêu có giá trị khoảng dựa trên cấu trúc sắp xếp theo thứ tự từ điển. Đây là các thứ 

tự toàn phần để sắp xếp các khoảng nên kỳ vọng sẽ có nhiều ứng dụng và ý nghĩa trong thực 

tế. Dưới các thiết lập này, chúng tôi đưa ra các kết quả về sự tồn tại nghiệm cho bài toán tối 

ưu hàm khoảng được quan tâm. 

Từ khóa: hàm có giá trị khoảng, thứ tự từ điển, tối ưu hàm khoảng. 
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Abstract 

In this paper, we provide two solution concepts for optimization problems with interval-

valued objective functions based on lexicographic ordering structures. These lexicographic 

orderings are total orders, so they have many practical applications and significance. Under 

these settings, we present results on the existence of solutions for the optimization problem of 

interest. 
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1. Giới thiệu 

Giải tích hàm khoảng đóng vai trò quan trọng trong nhiều lĩnh vực của toán học ứng 

dụng, đặc biệt trong lĩnh vực mờ hóa, thống kê ... (Moore, 1966). Như chúng ta đã biết, thứ tự 

thông thường " ≤ " là một thứ tự toàn phần trên ℝ, nghĩa là, đối với bất kỳ hai số thực nào 

trong ℝ, chúng ta có thể xác định thứ tự của chúng mà không gặp khó khăn. Tuy nhiên, đối 

với bất kỳ hai khoảng đóng nào trong ℝ, không có một thứ tự tự nhiên giữa tập hợp tất cả các 

khoảng đóng trong ℝ, và chúng ta phải định nghĩa một thứ tự để xác định thứ tự của chúng. 

Ishibuchi & Tanka (1990) đã giới thiệu cấu trúc sắp xếp thứ tự từng phần cho các khoảng. Với 

hai khoảng đóng 𝐴 = [𝑎; 𝑎]  và 𝐵 = [𝑏; 𝑏] trong ℝ thì 𝐴 ≼ 𝐵 nếu và chỉ nếu 𝑎 ≤ 𝑏 và 𝑎 ≤ 𝑏. 

Trên cơ sở đó, Wu (2007, 2008a, 2008b) đã đề xuất các điều kiện tối ưu dạng Karush-Kuhn-

Tucker, đưa ra các định lý đối ngẫu mạnh và yếu cho bài toán tối ưu hàm khoảng. Bên cạnh 

đó, bạn đọc có thể tham khảo thêm nhiều kết quả về điều kiện tồn tại nghiệm cho bài toán tối 

ưu hàm khoảng dựa trên thứ tự từng phần giữa các khoảng (Wolf, 2000; Stefanini, 2009; 

Chalco-Cano & cs., 2013;  Singh & cs., 2016; Zhang & cs., 2018; Ahmad & cs., 2019; Ghosh, 

2017; Ghosh & cs., 2018; Ghosh & cs., 2019; Ghosh & cs., 2020a; Ghosh & cs., 2020b).  

Các công trình trước đây, nghiên cứu về bài toán tối ưu hàm khoảng các tác giả chủ yếu 

tập trung vào thứ tự từng phần, điều này có thể gây khó khăn trong việc so sánh các khoảng. 

Cụ thể, trong thực tế với dự báo ngưỡng nhiệt độ của ngày Thứ Hai từ 200𝐶 đến 330𝐶 và ngày 

Thứ Ba từ 270𝐶 đến 300𝐶 thì dựa trên thứ tự từng phần " ≼ " đã đề xuất thì ta không thể đưa 

ra quyết định nên được chọn ngày Thứ Hai hay ngày Thứ Ba để đi dã ngoại thì sẽ tốt hơn vì 

hai khoảng [20; 33] và [27,30] là không so sánh được với nhau. Chính vì vậy, việc quan tâm 

và đề xuất các thứ tự toàn phần để sắp xếp các khoảng sẽ giúp chúng ta thuận lợi hơn trong 

việc loại bỏ sự không rõ ràng này và dễ dàng để đưa ra quyết định phương án tối ưu. Điều này 

sẽ có tiềm năng ứng dụng rộng rãi hơn trong thực tế. 

Tối ưu hóa từ điển là một dạng của tối ưu hóa đa mục tiêu. Cụ thể với hai mục tiêu khác 

nhau, người ra quyết định có thể xếp hạng sao cho mục tiêu 𝑓1 là quan trọng nhất, mục tiêu 𝑓2  

là quan trọng tiếp theo hoặc ngược lại. Điều này tạo ra một thứ tự từ điển tương tự như cách 

các từ được sắp xếp trong từ điển - bạn so sánh chữ cái đầu tiên trước, sau đó đến chữ cái thứ 

hai chỉ khi các chữ cái đầu tiên giống nhau. Thứ tự từ điển là một thứ tự toàn phần nên có rất 

nhiều ứng dụng và ý nghĩa trong thực tế. Cụ thể như trong phân bổ tài nguyên y tế  thì tính 

mạng bệnh nhân được đặt lên hàng đầu trước khi tiết kiệm chi phí, trong chính sách môi trường 

thì việc đáp ứng tiêu chuẩn ô nhiễm được đặt trước hiệu quả kinh tế… Trong bài báo này, 

chúng tôi cung cấp hai khái niệm nghiệm cho bài toán tối ưu hóa với hàm mục tiêu có giá trị 

khoảng dựa trên cấu trúc sắp xếp theo thứ tự từ điển. Đối với hai khái niệm nghiệm này, hai 

mối quan hệ thứ tự toàn phần giữa hai khoảng đóng trong ℝ sẽ được đề xuất. Dưới các thiết 

lập này, chúng tôi đưa ra các kết quả về sự tồn tại nghiệm cho bài toán tối ưu hóa với hàm mục 

tiêu có giá trị khoảng. 

2. Kiến thức chuẩn bị  

Trong bài báo này, nếu không có gì đặc biệt, chúng ta luôn quy ước 𝔗 là tập hợp các 

khoảng đóng bị chặn của ℝ: 

𝔗 = {[𝑎, 𝑏]: 𝑎 ≤ 𝑏; 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ}. 

Trong trường hợp khoảng suy biến chỉ có duy nhất một phần tử, ký hiệu 𝑎 = [𝑎, 𝑎].  

Cho hai khoảng 𝐴 = [𝑎; 𝑎] ∈ 𝔗, 𝐵 = [𝑏; 𝑏] ∈ 𝔗  và ∈ ℝ . Khi đó, phép cộng và phép 

nhân vô hướng trong 𝔗 được định nghĩa bởi:  

𝐴 + 𝐵:= [𝑎 + 𝑏; 𝑎 + 𝑏]. 
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𝜆𝐴:= {
[𝜆𝑎; 𝜆𝑎]   nếu 𝜆 ≥ 0,

[𝜆𝑎; 𝜆𝑎]   nếu 𝜆 < 0.
 

Trước tiên, chúng ta nhắc lại các định nghĩa về tính nửa liên tục của hàm thực.  

Định nghĩa 2.1. (Aubin & Ekeland, 1984) Cho (𝑋, 𝑑) là không gian mêtric và hàm thực 𝑓: 𝑋 →
ℝ. Khi đó 𝑓 được gọi là nửa liên tục dưới (lsc) tại điểm 𝑥0 ∈ 𝑋 khi và chỉ khi 

liminf
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(𝑥0). 

Ta nói rằng 𝑓 thỏa mãn một tính chất nào đó trên tập 𝐴 ⊆ 𝑋 nếu 𝑓 thỏa mãn tính chất 

đó tại mọi điểm của 𝐴. Nếu 𝐴 = 𝑋 thì ta bỏ qua cụm từ “trên 𝑋” trong cách phát biểu. 

Mệnh đề 2.1. (Aubin & Ekeland, 1984) Cho 𝑋 là không gian metric và hàm thực 𝑓: 𝑋 → ℝ. 

Khi đó các khẳng định sau là tương đương: 

(i) Hàm 𝑓 là hàm nửa liên tục dưới trên 𝑋; 

(ii) Tập trên đồ thị epi 𝑓 = {(𝑥, 𝑎) ∈ 𝑋 × ℝ ∣ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑎} là tập đóng trong 𝑋 × ℝ; 

(iii) Tập mức dưới lev≤𝑎𝑓 = {𝑥 ∈ 𝑋 ∣ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑎} là tập đóng trong 𝑋 với mọi 𝑎 ∈ ℝ. 

Tiếp theo chúng ta sẽ nhắc lại mở rộng về tính nửa liên tục cho hàm có giá trị khoảng. 

Định nghĩa 2.2. (Zhang & Huang, 2022) Cho khoảng 𝐴 = [𝑎; 𝑎] ∈ 𝔗  và 𝐵 = [𝑏; 𝑏] ∈ 𝔗. Ta 

xét quan hệ giữa hai khoảng trong 𝔗 dưới đây:  

𝐴 ≼ 𝐵 nếu và chỉ nếu 𝑎 ≤ 𝑏 và 𝑎 ≤ 𝑏. 

Khi đó, dễ dàng kiểm tra quan hệ ≼ là một quan hệ thứ tự từng phần trong 𝔗. Khi 𝐴 nhỏ 

hơn 𝐵 theo thứ tự ≼ thì ta có thể nói 𝐵 lớn hơn 𝐴 và ký hiệu là 𝐵 ≽ 𝐴.  

Định nghĩa 2.3. (Zhang & Huang, 2022) Cho (𝑋, 𝑑) là không gian mêtric và 𝐹: 𝑋 → 𝔗 là hàm 

có giá trị khoảng. Khi đó, hàm 𝐹 được gọi là nửa liên tục dưới (lsc) trên 𝑋 nếu với mọi khoảng 

đóng 𝐴 ∈ 𝔗 thì tập mức dưới theo thứ tự khoảng {𝑥 ∈ 𝑋 ∶  𝑓(𝑥) ≼ 𝐴} là tập đóng. 

Mệnh đề 2.2. (Zhang & Huang, 2022) Cho 𝑋 là không gian mêtric và hàm có giá trị khoảng 

𝐹:𝑋 → 𝔗  với 𝐹(𝑥) = [𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥)] , ∀𝑥 ∈ 𝑋. Khi đó, 𝐹 là nửa liên tục dưới trên 𝑋 khi và chỉ 

khi cả hai hàm 𝑓 và 𝑓 đều là hàm nửa liên tục dưới trên 𝑋. 

Trong trường hợp hàm có giá trị khoảng 𝐹 suy biến thành hàm thực (hàm khoảng có 

ảnh là khoảng suy biến đơn phần tử) thì định nghĩa nửa liên tục dưới của hàm có giá trị khoảng 

trùng với định nghĩa nửa liên tục dưới của hàm thực.  

Dưới đây là định lý Weierstrass cổ điển, một định lý nền tảng cho phép khảo sát sự tồn 

tại nghiệm của bài toán tối ưu hàm thực. 

Định lí 2.3. (Định lí Weierstrass) Cho (𝑋, 𝑑) là không gian mêtric, 𝐷 ⊂ 𝑋 là tập compact và 

𝑓: 𝐷 → ℝ là hàm thực. Khi đó nếu 𝑓 là hàm nửa liên tục dưới trên 𝐷 thì tập argmin
𝑥∈𝐷

𝑓(𝑥) là 

compact khác rỗng, trong đó argmin
𝑥∈𝐷

𝑓(𝑥) ≔ {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝐷}. 

Định lý 2.4. (Điều kiện bức) Cho hàm thực 𝑓:ℝ𝑛 → ℝ. Nếu là 𝑓 nửa liên tục dưới và thỏa 

mãn điều kiện bức (tức là lim
||𝑥||→+∞

𝑓(𝑥) = +∞ ) thì tập argmin
𝑥∈𝑋

𝑓(𝑥) là đóng khác rỗng. 

3. Thứ tự từ điển giữa các khoảng 
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Trong mục này chúng tôi giới thiệu hai định nghĩa sắp thứ tự từ điển cho các khoảng 

đóng trong ℝ. 

Định nghĩa 3.1. Cho khoảng 𝐴 = [𝑎; 𝑎] ∈ 𝔗  và khoảng 𝐵 = [𝑏; 𝑏] ∈ 𝔗. Ta xét quan hệ thứ 

tự từ điển dưới giữa hai khoảng trong 𝔗 dưới đây:  

𝐴 ≼𝑙𝑒𝑥
𝑙 𝐵 nếu và chỉ nếu [

𝑎 < 𝑏

{
𝑎 = 𝑏

 𝑎 ≤ 𝑏

. 

Mệnh đề 3.1. Quan hệ ≼𝑙𝑒𝑥
𝑙  là một quan hệ thứ tự toàn phần trong 𝔗.  

Chứng minh 

Chúng ta lần lượt khảo sát các tính chất phản xạ, bắc cầu, phản xứng và tính toàn phần 

của quan hệ thứ tự được đề xuất. 

• Quan hệ ≼𝑙𝑒𝑥
𝑙  có tính phản xạ. Thật vậy, xét khoảng 𝐴 = [𝑎, 𝑎], ta có 

{
𝑎 = 𝑎

𝑎 ≤ 𝑎
⟹ 𝐴 ≼𝑙𝑒𝑥 𝐴. 

• Quan hệ ≼𝑙𝑒𝑥 có tính phản đối xứng. Thật vậy, xét hai khoảng 𝐴 = [𝑎; 𝑎] ∈ 𝔗  và 𝐵 =

[𝑏; 𝑏] ∈ 𝔗 thỏa 𝐴 ≼𝑙𝑒𝑥
𝑙 𝐵 𝑣à 𝐵 ≼𝑙𝑒𝑥

𝑙 𝐴. Khi đó, ta có: 

{
𝐴 ≼𝑙𝑒𝑥

𝑙 𝐵

𝐵 ≼𝑙𝑒𝑥
𝑙 𝐴

 ⇒

{
  
 

  
 
[

𝑎 < 𝑏

{
𝑎 = 𝑏

𝑎 ≤ 𝑏

[

𝑏 < 𝑎

{
𝑏 = 𝑎

𝑎 ≤ 𝑎

⟹ [

𝑎 < 𝑏 < 𝑎 (vô lý)

{
𝑎 = 𝑏

𝑎 ≤ 𝑏 ≤ 𝑎
            

⟹ {
𝑎 = 𝑏

𝑎 = 𝑏
⟹ 𝐴 = 𝐵. 

• Quan hệ ≼𝑙𝑒𝑥
𝑙  có tính bắc cầu. Xét ba khoảng 𝐴 = [𝑎; 𝑎] ∈ 𝔗 , 𝐵 = [𝑏; 𝑏] ∈ 𝔗 và 𝐶 =

[𝑐; 𝑐] ∈ 𝔗 thỏa 𝐴 ≼𝑙𝑒𝑥
𝑙 𝐵 và 𝐵 ≼𝑙𝑒𝑥

𝑙 𝐶. Khi đó, ta có:  

{
𝐴 ≼𝑙𝑒𝑥

𝑙 𝐵

𝐵 ≼𝑙𝑒𝑥
𝑙 𝐶

 ⇒

{
  
 

  
 
[

𝑎 < 𝑏

{
𝑎 = 𝑏

𝑎 ≤ 𝑏

[

𝑏 < 𝑐

{
𝑏 = 𝑐

𝑏 ≤ 𝑐

⟹

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑎 < 𝑏 < 𝑐

{
𝑎 = 𝑏 < 𝑐

𝑎 ≤ 𝑏

{
𝑎 < 𝑏 = 𝑐

𝑏 ≤ 𝑐

{
𝑎 = 𝑏 = 𝑐

𝑎 ≤ 𝑏 ≤ 𝑐

⟹ [

𝑎 < 𝑐

{
𝑎 = 𝑐

𝑎 ≤ 𝑐
⟹ 𝐴 ≼𝑙𝑒𝑥

𝑙 𝐶. 

• Quan hệ ≼𝑙𝑒𝑥
𝑙  có tính toàn phần. Thật vậy, lấy bất kỳ hai khoảng 𝐴 = [𝑎; 𝑎] ∈ 𝔗  và 

𝐵 = [𝑏; 𝑏] ∈ 𝔗. Khi đó, do tính chất toàn phần của thứ tự trên ℝ , với hai số thực 𝑎, 𝑏 ta có 

các trường hợp sau: 

+ Trường hợp 𝑎 < 𝑏 thì ta có 𝐴 ≼𝑙𝑒𝑥
𝑙 𝐵. 

+ Trường hợp 𝑎 > 𝑏 thì ta có 𝐵 ≼𝑙𝑒𝑥
𝑙 𝐴. 

+ Trường hợp 𝑎 = 𝑏: khi đó do tính chất toàn phần của thứ tự trên ℝ  nên với hai số 

thực 𝑎, 𝑏 ta có nếu 𝑎 ≤ 𝑏 thì suy ra 𝐴 ≼𝑙𝑒𝑥
𝑙 𝐵, còn nếu  𝑏 < 𝑎 thì ta có 𝐵 ≼𝑙𝑒𝑥

𝑙 𝐴. 

Vậy quan hệ ≼𝑙𝑒𝑥
𝑙  được xét là một quan hệ thứ tự toàn phần.    ∎ 
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Định nghĩa 3.2. Cho khoảng 𝐴 = [𝑎; 𝑎] ∈ 𝔗  và 𝐵 = [𝑏; 𝑏] ∈ 𝔗. Ta xét quan hệ thứ tự từ điển 

trên giữa hai khoảng trong 𝔗 dưới đây:  

𝐴 ≼𝑙𝑒𝑥
𝑢 𝐵 nếu và chỉ nếu [

𝑎 < 𝑏

{
𝑎 = 𝑏
 𝑎 < 𝑏

. 

Bằng lập luận tương tự như Mệnh đề 3.1 ta có mệnh đề dưới dây. 

Mệnh đề 3.2. Quan hệ ≼𝑙𝑒𝑥
𝑢  là một quan hệ thứ tự toàn phần trong 𝔗.  

Cho 𝑋 là không gian metric và 𝐹: 𝑋 → 𝔗 là hàm có giá trị khoảng. Ta khảo sát các bài 

toán tối ưu với hàm mục tiêu có giá trị khoảng dưới đây: 

• (IOP1): Tìm 𝑥 ∈ 𝑋 sao cho nếu  

𝐹(𝑥) ≼ 𝐹(𝑥) thì 𝐹(𝑥) = 𝐹(𝑥). 

• (IOP2): Tìm 𝑥 ∈ 𝑋 sao cho ∀𝑥 ∈ 𝑋 

     𝐹(𝑥 )  ≼𝑙𝑒𝑥
𝑙 𝐹(𝑥 ). 

• (IOP3): Tìm 𝑥 ∈ 𝑋 sao cho ∀𝑥 ∈ 𝑋 

     𝐹(𝑥 )  ≼𝑙𝑒𝑥
𝑢 𝐹(𝑥 ). 

Lần lượt ký hiệu các tập nghiệm của các bài toán trên là 𝑆(𝐹,≼), 𝑆(𝐹,≼𝑙𝑒𝑥
𝑙 ) và 

𝑆(𝐹,≼𝑙𝑒𝑥
𝑢 ). Trong trường hợp hàm có giá trị khoảng 𝐹 suy biến thành hàm thực thì 

𝑆(𝐹,≼𝑙𝑒𝑥
𝑙 ) = 𝑆(𝐹, ≼𝑙𝑒𝑥

𝑢 ) =  𝑆(𝐹,≼). 

Mệnh đề 3.3. Cho 𝑋 là không gian metric và 𝐹:𝑋 → 𝔗 là hàm có giá trị khoảng.  Khi đó, ta 

có:  

(i) 𝑆(𝐹,≼𝑙𝑒𝑥
𝑢 ) ⊂  𝑆(𝐹,≼). 

(ii) 𝑆(𝐹,≼𝑙𝑒𝑥
𝑙 ) ⊂  𝑆(𝐹, ≼). 

Chứng minh 

(i) Giả sử 𝑥̅ ∈ 𝑆(𝐹,≼𝑙𝑒𝑥
𝑢 ), ta sẽ chứng minh 𝑥̅ ∈ 𝑆(𝐹,≼). Thật vậy, theo định nghĩa ta 

có: 

𝐹(𝑥̅) ≤𝑙𝑒𝑥
𝑢 𝐹(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝑋. 

Điều này tương đương, với mọi 𝑥 ∈ 𝑋: 

                                           

[
 
 
 
 𝑓(𝑥) < 𝑓(𝑥)

{
𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥)

 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥)
 

.          (3.1) 

Giả sử tồn tại 𝑥 ∈ 𝑋 thoả  𝐹(𝑥) ≼ 𝐹(𝑥), ta có: 

{

𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥)

 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥)
 

. 

Kết hợp với (3.1) ta được:  



 

Tạp chí Khoa học Đại học Đồng Tháp, Tập 14, Số Đặc biệt 04S (2025): 453-466 

459 

 

{

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥)

 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥)
 

. 

Từ đó suy ra 𝐹(𝑥) = 𝐹(𝑥). Vậy 𝑥̅ ∈ 𝑆(𝐹, ≼) , kéo theo 𝑆(𝐹,≼𝑙𝑒𝑥
𝑢 ) ⊂  𝑆(𝐹,≼). 

(ii) Giả sử  𝑥̅ ∈ 𝑆(𝐹,≼𝑙𝑒𝑥
𝑙 ), ta sẽ chứng minh  𝑥̅ ∈ 𝑆(𝐹,≼). Thật vậy theo định nghĩa 

ta có: 

𝐹(𝑥̅)  ≤𝑙𝑒𝑥
𝑙  𝐹(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝑋. 

Điều này tương đương, với mọi 𝑥 ∈ 𝑋:  

 

[
 
 
 
 
𝑓(𝑥) < 𝑓(𝑥)

{

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥)

 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥)
 

.         (3.2) 

Giả sử tồn tại 𝑥 ∈ 𝑋 thoả 𝐹(𝑥) ≼ 𝐹(𝑥)  ta có: 

{

𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥)

 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥)
 

. 

Kết hợp với (3.2) ta được:  

{

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥)

 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥)
 

. 

Từ đó suy ra 𝐹(𝑥) = 𝐹(𝑥). Vậy 𝑥̅ ∈ 𝑆(𝐹, ≼), kéo theo 𝑆(𝐹,≼𝑙𝑒𝑥
𝑙 ) ⊂  𝑆(𝐹,≼).      ∎ 

Các tập nghiệm 𝑆(𝐹,≼𝑙𝑒𝑥
𝑢 ) và 𝑆(𝐹,≼𝑙𝑒𝑥

𝑙 ) là không so sánh được với nhau. Dưới đây là 

một số ví dụ cụ thể chỉ ra điều này. 

Ví dụ 3.1. Cho hàm có giá trị khoảng 𝐹: [−5,5] → 𝔗 được xác định bởi: 

𝐹(𝑥)  =  {
[−|𝑥|, 𝑥2] , 𝑥 ∈  {[−5,5]/ {0} }  
[0,1],                 𝑥 =  0                      

. 

 

Hình 1. Đồ thị hàm khoảng của Ví dụ 3.1 



 

Tạp chí Khoa học Đại học Đồng Tháp, Tập 14, Số Đặc biệt 04S (2025): 453-466 

460 

 

Khi đó, tính toán trực tiếp ta được 𝑆(𝐹,≼𝑙𝑒𝑥
𝑢 )  =  ∅, 𝑆(𝐹,≼𝑙𝑒𝑥

𝑙 ) =  {−5, 5} và  𝑆(𝐹, ≼) =

 [−5,5]/{0}. 

Ví dụ 3.2. Cho hàm có giá trị khoảng 𝐹: [−5,5] → 𝔗 được xác định bởi: 

𝐹(𝑥)  =  {
[−|𝑥|, 𝑥2, ] , 𝑥 ∈  {[−5,5]/ {0} }  

[−1,0] , 𝑥 =  0
. 

 

Hình 2. Đồ thị hàm khoảng của Ví dụ 3.2 

Khi đó, tính toán trực tiếp ta được 𝑆(𝐹,≼𝑙𝑒𝑥
𝑢 )  =  {0}, 𝑆(𝐹,≼𝑙𝑒𝑥

𝑙 ) =  {−5, 5} và  𝑆(𝐹, ≼) =

 [−5,−1] ∪ [1,5] ∪ {0}. 

Mệnh đề 3.4. Cho 𝑋 là không gian metric và 𝐹:𝑋 → 𝔗 là hàm có giá trị khoảng với 𝐹(𝑥) =

[𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥)] , ∀𝑥 ∈ 𝑋. Khi đó, nếu argmin
𝑥∈𝑋

𝑓(𝑥) = ∅ thì 𝑆(𝐹,≼𝑙𝑒𝑥
𝑢 )  = ∅. 

Chứng minh 

Giả sử 𝑆(𝐹, ≼𝑙𝑒𝑥
𝑢 ) ≠ ∅ , ∃𝑥 ∈ 𝑆𝑢  suy ra  𝐹(𝑥) ≼𝑙𝑒𝑥

𝑢 𝐹(𝑥),  ∀𝑥 ∈ 𝐷. Điều này tương đương: 

[
 
 
 
 𝑓(𝑥) < 𝑓(𝑥)

{
𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥)

 𝑓 (𝑥) ≤ 𝑓(𝑥)
 

. 

Nói cách khác ta luôn có  𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝐷, suy ra  𝑥̅ ∈ argmin
𝑥∈𝑋

𝑓(𝑥). Điều này mâu thuẫn 

với giả thiết ban đầu argmin
𝑥∈𝑋

𝑓(𝑥) = ∅. Vậy ta có 𝑆(𝐹,≼𝑙𝑒𝑥
𝑢 ) = ∅.     ∎ 

Bằng việc chứng minh tương tự Mệnh đề 3.4, ta có kết quả dưới đây. 

Mệnh đề 3.5. Cho 𝑋 là không gian metric và 𝐹:𝑋 → 𝔗 là hàm có giá trị khoảng với 𝐹(𝑥) =

[𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥)] , ∀𝑥 ∈ 𝑋. Khi đó, nếu argmin
𝑥∈𝑋

𝑓(𝑥) = ∅  thì 𝑆(𝐹,≼𝑙𝑒𝑥
𝑙 ) =  ∅. 
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Dưới đây là các ví dụ chỉ ra chiều ngược lại của các Mệnh đề 3.4 và Mệnh đề 3.5 là 

không đúng. 

Ví dụ 3.3. (argmin
𝑥∈𝑋

𝑓(𝑥) ≠ ∅ mà 𝑆(𝐹,≼𝑙𝑒𝑥
𝑢 ) = ∅) Cho hàm có giá trị khoảng 𝐹:ℝ → 𝔗 được 

xác định bởi 𝐹(𝑥) = [𝑒−𝑥
2
, 1], ∀𝑥 ∈ ℝ.  

 

Hình 3. Đồ thị hàm khoảng của Ví dụ 3.3 

Tính toán trực tiếp ta có argmin
𝑥∈𝑋

𝑓(𝑥) = ℝ, trong khi 𝑆(𝐹,≼𝑙𝑒𝑥
𝑢 ) =  ∅. 

Ví dụ 3.4. (argmin
𝑥∈𝐷

𝑓(𝑥) ≠ ∅ mà 𝑆(𝐹,≼𝑙𝑒𝑥
𝑙 ) =  ∅) Cho hàm có giá trị khoảng 𝐹:ℝ → 𝔗 được 

xác định bởi 𝐹(𝑥) = [0, 𝑒−𝑥
2
], ∀𝑥 ∈ ℝ.  

 

Hình 4. Đồ thị hàm khoảng của Ví dụ 3.4 

Tính toán trực tiếp ta có argmin
𝑥∈𝐷

𝑓(𝑥) = ℝ, trong khi 𝑆(𝐹,≼𝑙𝑒𝑥
𝑙 ) =  ∅). 

4. Kết quả tồn tại nghiệm cho bài toán tối ưu hàm khoảng 

Trong mục này chúng ta đưa ra các kết quả tồn tại nghiệm cho bài toán tối ưu hàm 

khoảng với thứ tự từ điển trên và thứ tự từ điển dưới của các khoảng được đề xuất trong Mục 

3. 

Định lý 4.1.  Cho (𝑋, 𝑑) là không gian metric compact và 𝐹:𝑋 →  𝔗 là hàm có giá trị khoảng, 

với 𝐹(𝑥) = [𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥)]. Khi đó, nếu 𝐹 là nửa liên tục dưới thì cả ba bài toán (IOP1)-(IOP3) 

đều có nghiệm. 
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Chứng minh 

Xét bài toán (OP2). Theo giả thiết, 𝐹 là hàm khoảng nửa liên tục dưới trên 𝑋, nên theo Mệnh 

đề 2.2, ta có cả hai hàm 𝑓(𝑥) và 𝑓(𝑥) đều là các hàm nửa liên tục dưới trên 𝑋. Vì 𝑋 là compact 

và 𝑓(𝑥) là hàm nửa liên tục dưới trên 𝑋, nên theo Định lý Weierstrass (Định lý 2.3), ta có tập 

nghiệm argmin
𝑥∈𝑋

𝑓 (𝑥) là tập compact khác rỗng. 

Đặt Ω ≔ argmin
𝑥∈𝑋

𝑓 (𝑥). Vì Ω là compact khác rỗng và 𝑓(𝑥) là hàm nửa liên tục dưới 

trên Ω, nên theo Định lý Weierstrass tập nghiệm argmin
𝑥∈Ω

𝑓 (𝑥) cũng là tập compact khác rỗng.  

Lấy 𝑥̅ ∈ argmin
𝑥∈Ω

𝑓 (𝑥). Ta chứng minh 𝑥̅ ∈ 𝑆(𝐹,≼𝑙𝑒𝑥
𝑙 ), tức là  

𝐹(𝑥̅ )  ≤𝑙𝑒𝑥
𝑙 𝐹(𝑥 ), ∀𝑥 ∈ 𝑋. 

Thật vậy, lấy tùy ý 𝑥 ∈ 𝑋. Khi đó, vì 𝑥̅ ∈ argmin
𝑥∈Ω

𝑓 (𝑥) nên 𝑥̅ ∈ Ω, tức 𝑥̅ ∈ argmin
𝑥∈𝑋

𝑓 (𝑥). Suy 

ra 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥). Mặt khác, nếu 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥), thì 𝑥 ∈ argmin
𝑥∈𝑋

𝑓 (𝑥), tức 𝑥 ∈ Ω. Do 𝑥̅ ∈

argmin
𝑥∈Ω

𝑓 (𝑥) nên  𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥). Vậy, với mọi 𝑥 ∈ 𝑋 ta luôn có: 

[
 
 
 
 
𝑓(𝑥) < 𝑓(𝑥)  

{

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥)

 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥)
 

. 

Nên 𝑥̅ ∈ 𝑆(𝐹,≼𝑙𝑒𝑥
𝑙 ). Tức bài toán (IOP2) có nghiệm. 

Xét bài toán (OP3). Theo giả thiết, 𝐹 là hàm khoảng nửa liên tục dưới trên 𝑋, nên theo Mệnh 

đề 2.2, ta có cả hai hàm 𝑓(𝑥) và 𝑓(𝑥) đều là các hàm nửa liên tục dưới trên 𝑋. Vì 𝑋 là compact 

và 𝑓(𝑥) là hàm nửa liên tục dưới trên 𝑋, nên theo Định lý Weierstrass, ta có tập nghiệm 

argmin
𝑥∈𝑋

𝑓 (𝑥) là tập compact khác rỗng.  

Đặt Ω ≔ argmin
𝑥∈𝑋

𝑓 (𝑥). Vì Ω là compact khác rỗng và 𝑓(𝑥) là hàm nửa liên tục dưới 

trên Ω, nên theo Định lý Weierstrass tập nghiệm argmin
𝑥∈Ω

𝑓 (𝑥) là tập compact khác rỗng. 

Lấy 𝑥̅ ∈ argmin
𝑥∈Ω

𝑓 (𝑥). Ta chứng minh 𝑥̅ ∈ 𝑆(𝐹,≼𝑙𝑒𝑥
𝑢 ), tức là  

𝐹(𝑥̅ )  ≤𝑙𝑒𝑥
𝑢 𝐹(𝑥 ), ∀𝑥 ∈ 𝑋. 

Thật vậy, lấy tùy ý 𝑥 ∈ X. Vì 𝑥̅ ∈ argmin
𝑥∈𝑋

𝑓 (𝑥)  nên  𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥) . Mặt khác, nếu 𝑓(𝑥) =

𝑓(𝑥) thì 𝑥 ∈ argmin
𝑥∈𝑋

𝑓 (𝑥), tức là 𝑥 ∈ Ω . Dựa vào 𝑥̅ ∈ argmin
𝑥∈Ω

𝑓 (𝑥) nên 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥). Vậy 

với mọi 𝑥 ∈ 𝑋 ta luôn có: 

[

𝑓(𝑥) < 𝑓(𝑥)

{
𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥)

𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥)

. 

Suy ra 𝑥̅ ∈ 𝑆(𝐹,≼𝑙𝑒𝑥
𝑢 ). Tức bài toán (IOP3) có nghiệm. 
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Vì 𝑆(𝐹,≼𝑙𝑒𝑥
𝑙 ) ⊂  𝑆(𝐹,≼) và 𝑆(𝐹,≼𝑙𝑒𝑥

𝑢 ) ⊂  𝑆(𝐹,≼) nên kéo theo 𝑆(𝐹,≼) ≠ ∅. Tức bài 

toán (IOP1) có nghiệm.      ∎ 

Dưới đây là các ví dụ chỉ ra sự cốt yếu của giả thiết compact của tập 𝑋 và tính nửa liên 

tục dưới của hàm khoảng 𝐹. 

Ví dụ 4.1. Xét các hàm có giá trị khoảng 𝐹:ℝ → 𝔗 được cho trong Ví dụ 3.3 và Ví dụ 3.4. 

Khi đó, ta có 𝐹 là hàm khoảng nửa liên tục dưới (kể cả liên tục) trên ℝ. Tuy nhiên trong trường 

hợp này, ℝ không compact (vì ℝ chỉ đóng nhưng không bị chặn) nên mọi giả thiết của Định 

lý 4.1 đều thỏa mãn trừ giả thiết 𝑋 compact. Tính toán trực tiếp dễ thấy 𝑆(𝐹,≼𝑙𝑒𝑥
𝑙 ) =

𝑆(𝐹,≼𝑙𝑒𝑥
𝑢 ) =  𝑆(𝐹, ≼) = ∅. 

Ví dụ 4.2. Cho hàm có giá trị khoảng 𝐹: (0,1] → 𝔗 được xác định bởi: 

𝐹(𝑥) = [𝑥, 𝑥 + 1], ∀𝑥 ∈ (0,1]. 

Khi đó, ta có 𝐹 là hàm khoảng nửa liên tục dưới (kể cả liên tục) trên ℝ. Tuy nhiên trong trường 

hợp này, (0,1] không compact (vì (0,1] là bị chặn nhưng không đóng) nên mọi giả thiết của 

Định lý 4.1 đều thỏa mãn trừ giả thiết 𝑋 compact. Tính toán trực tiếp dễ thấy 𝑆(𝐹,≼𝑙𝑒𝑥
𝑙 ) =

𝑆(𝐹,≼𝑙𝑒𝑥
𝑢 ) =  𝑆(𝐹, ≼) = ∅. 

Ví dụ 4.3. Cho hàm có giá trị khoảng 𝐹: [0,1] → 𝔗 được xác định bởi 𝐹(𝑥) = [𝑥, 𝑥 + 1], ∀𝑥 ∈
(0,1] và 𝐹(1) = {2}. Khi đó, ta có 𝑋 = [0,1] là tập compact. Tuy nhiên, hàm khoảng 𝐹 không 

nửa liên tục dưới tại 0 nên mọi giả thiết của Định lý 4.1 đều thỏa mãn trừ giả thiết nửa liên tục 

dưới của hàm mục tiêu. Tính toán trực tiếp dễ thấy 𝑆(𝐹,≼𝑙𝑒𝑥
𝑙 ) = 𝑆(𝐹,≼𝑙𝑒𝑥

𝑢 ) =  𝑆(𝐹,≼) = ∅. 

Dưới đây, chúng ta sẽ đưa ra các kết quả tồn tại nghiệm cho bài toán tối ưu hàm khoảng 

cho trường hợp tập ràng buộc không compact trong không gian hữu hạn chiều. 

Định lý 4.2.  Cho 𝐹:ℝ𝑛 →  𝔗 là hàm có giá trị khoảng, với 𝐹(𝑥) = [𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥)]. Khi đó, nếu 

𝐹 là hàm nửa liên tục dưới và hàm 𝑓 thỏa điều kiện bức thì bài toán (IOP2) có nghiệm. 

Chứng minh 

Theo giả thiết, 𝐹 là hàm khoảng nửa liên tục dưới, nên theo Mệnh đề 2.2, ta có cả hai hàm 

𝑓(𝑥) và 𝑓(𝑥) đều là các hàm nửa liên tục dưới. Vì 𝑓 là hàm nửa liên tục dưới và thỏa điều 

kiện bức nên theo Định lý 2.4, ta có tập nghiệm argmin
𝑥∈𝑋

𝑓 (𝑥) là tập khác rỗng. Mặt khác, 

nhận xét rằng: 

arg min
𝑥∈ℝ𝑛

𝑓 (𝑥) =⋂{𝑥 ∈ ℝ𝑛: 𝑓(𝑥) ≤ inf
𝑥∈ℝ𝑛

𝑓(𝑥) +
1

𝑛
}

+∞

𝑛=1

. 

Do 𝑓 là hàm nửa liên tục dưới nên tập mức dưới {𝑥 ∈ ℝ𝑛: 𝑓(𝑥) ≤ inf
𝑥∈ℝ𝑛

𝑓(𝑥) +
1

𝑛
} đóng, kéo 

theo argmin
𝑥∈𝑋

𝑓 (𝑥) là tập đóng. Bên cạnh đó, từ tính bức suy ra tập argmin
𝑥∈𝑋

𝑓 (𝑥) cũng bị chặn. 

Dựa vào tính đóng và bị chặn trong không gian hữu hạn chiều nên  argmin
𝑥∈𝑋

𝑓 (𝑥) là tập 

compact. 

Đặt Ω ≔ arg min
𝑥∈ℝ𝑛

𝑓 (𝑥). Vì Ω là compact khác rỗng và 𝑓(𝑥) là hàm nửa liên tục dưới 

trên Ω, nên theo Định lý Weierstrass tập nghiệm argmin
𝑥∈Ω

𝑓 (𝑥) cũng là tập compact khác rỗng.  

Lấy 𝑥̅ ∈ argmin
𝑥∈Ω

𝑓 (𝑥). Ta chứng minh 𝑥̅ ∈ 𝑆(𝐹,≼𝑙𝑒𝑥
𝑙 ), tức là  
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𝐹(𝑥̅ )  ≤𝑙𝑒𝑥
𝑙 𝐹(𝑥 ), ∀𝑥 ∈ 𝑋. 

Thật vậy, lấy tùy ý 𝑥 ∈ 𝑋. Khi đó, vì 𝑥̅ ∈ argmin
𝑥∈Ω

𝑓 (𝑥) nên 𝑥̅ ∈ Ω, tức 𝑥̅ ∈ arg min
𝑥∈ℝ𝑛

𝑓 (𝑥). 

Suy ra 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥). Mặt khác, nếu 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥), thì 𝑥 ∈ arg min
𝑥∈ℝ𝑛

𝑓 (𝑥), tức 𝑥 ∈ Ω. Do 𝑥̅ ∈

argmin
𝑥∈Ω

𝑓 (𝑥) nên  𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥). Vậy, với mọi 𝑥 ∈ 𝑋 ta luôn có: 

[
 
 
 
 
𝑓(𝑥) < 𝑓(𝑥)  

{

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥)

 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥)
 

. 

Nên 𝑥̅ ∈ 𝑆(𝐹,≼𝑙𝑒𝑥
𝑙 ). Tức bài toán (IOP2) có nghiệm.      ∎ 

Bằng lập luận tương tự như chứng minh của Định lý 4.2, ta cũng có kết quả tồn tại 

nghiệm cho bài toán (IOP3) trong trường hợp tập ràng buộc không compact trong không gian 

hữu hạn chiều dựa vào điều kiện bức cho ánh xạ biên trên của hàm khoảng 𝐹. 

Định lý 4.3.  Cho 𝐹:ℝ𝑛 →  𝔗 là hàm có giá trị khoảng, với 𝐹(𝑥) = [𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥)]. Khi đó, nếu 

𝐹 là hàm nửa liên tục dưới và hàm 𝑓 thỏa điều kiện bức thì bài toán (IOP3) có nghiệm. 

Hệ quả 4.4.  Cho 𝐹:ℝ𝑛 →  𝔗 là hàm có giá trị khoảng, với 𝐹(𝑥) = [𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥)]. Khi đó, nếu 

𝐹 là hàm nửa liên tục dưới và hàm 𝑓 thỏa điều kiện bức thì cả ba bài toán (IOP1), (IOP2) và 

(IOP3) đều có nghiệm. 

Chứng minh 

Với mọi 𝑥 ∈ ℝ𝑛, ta có  𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥), nên từ giả thiết hàm 𝑓 thỏa điều kiện bức ta suy ra hàm 

𝑓 cũng thỏa điều kiện bức. Do đó áp dụng Định lý 4.2 và Định lý 4.3 ta suy ra hai bài toán 

(IOP2) và (IOP3) có nghiệm. Dựa vào Mệnh đề 3.3, kéo theo bài toán (IOP3) cũng có nghiệm.      

∎ 

Nhận xét 4.4. Điều kiện bức của ánh xạ biên trong Định lý 4.2 và Định lý 4.3 là cốt yếu. Thật 

vậy, trong Ví dụ 3.3 ta cũng có tập 𝑆(𝐹,≼𝑙𝑒𝑥
𝑙 ) = ∅. Nguyên nhân là mọi giả thiết của Định lý 

4.2 đều thỏa mãn trừ giả thiết điều kiện bức của hàm hàm 𝑓 vì lim
||𝑥||→+∞ 

𝑒−𝑥
2
= 0. Tương tự, 

trong Ví dụ 3.4 ta cũng có tập 𝑆(𝐹,≼𝑙𝑒𝑥
𝑢 ) = ∅. Nguyên nhân là mọi giả thiết của Định lý 4.3 

đều thỏa mãn trừ giả thiết hàm 𝑓 thỏa điều kiện bức. 

Dưới đây là ví dụ chỉ ra sự tiện lợi của Định lý 4.2, Định lý 4.3 và Hệ quả 4.4 so với 

Định lý 4.1 trong việc chỉ ra sự tồn tại nghiệm của các bài toán tối ưu hàm khoảng trong không 

gian hữu hạn chiều. 

Ví dụ 4.4. Cho hàm có giá trị khoảng 𝐹:ℝ → 𝔗 được xác định bởi: 

𝐹(𝑥) = [𝑥2, 𝑥2 + 1], ∀𝑥 ∈ ℝ. 

Khi đó, ta có 𝐹 là hàm khoảng nửa liên tục dưới (kể cả liên tục) trên ℝ. Trong trường hợp này, 

ℝ không compact nên Định lý 4.1 không áp dụng được. Tuy nhiên, trong ví dụ này, mọi giả 

thiết trong Định lý 4.2,  Định 4.3 và Hệ quả 4.4 đều thỏa mãn. Dó đó, suy ra cả ba tập nghiệm 

𝑆(𝐹,≼𝑙𝑒𝑥
𝑙 ),  𝑆(𝐹,≼𝑙𝑒𝑥

𝑢 ), 𝑆(𝐹, ≼) đều khác rỗng. Tính toán trực tiếp ta có 𝑆(𝐹,≼𝑙𝑒𝑥
𝑙 ) =

𝑆(𝐹,≼𝑙𝑒𝑥
𝑢 ) =   𝑆(𝐹, ≼) = {0}. 
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Hình 5. Đồ thị hàm khoảng của Ví dụ 4.3 

5. Kết luận  

Trong bài báo này, chúng tôi đưa ra các kết quả tồn tại nghiệm cho bài toán tối ưu hàm 

khoảng với thứ tự được khảo sát là thứ tự từ điển trên và dưới của các khoảng. Đây là các thứ 

tự có tính toàn phần nên có rất nhiều lợi thế trong ứng dụng. Các kết quả đưa ra là mới. Nhiều 

ví dụ cụ thể được đưa ra để so sánh và minh họa cho các kết quả thu được. 

Lời cảm ơn: Đề tài này được tài trợ bởi Đại học Cần Thơ, Mã số: TSV2025-09. 
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