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Tóm tắt 

Mục tiêu chính của bài báo là tìm ra mối liên hệ giữa các nghiệm của một lớp phương 

trình vi phân ngẫu nhiên trong trường hợp có lực ngoài tác động và không có lực ngoài tác 

động. Ý tưởng quan trọng nhất ở đây là chuyển đổi phương trình vi phân ngẫu nhiên về phương 

trình vi phân thường để dễ dàng khảo sát tính chất nghiệm hơn. Từ đó kết hợp với công thức 

Itô để đánh giá giới hạn của các moment bậc 1 và bậc 2 của quá trình khuếch tán từ phương 

trình vi phân ngẫu nhiên đang xét. 

Từ khóa:  moment, quá trình khuếch tán, toán tử cực vi. 
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Abstract 

The main purpose of this paper is to explore the relationship between the solutions of a 

class of stochastic differential equations in the cases with and without external forces. The 

central idea is to transform the stochastic differential equations into ordinary differential 

equations in order to simplify the analysis of their solution properties. This transformation is 

then combined with Itô's formula to estimate the bounds of the first and second moments of the 

diffusion process described by the considered stochastic differential equations. 
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1. Giới thiệu 

Xét sự chuyển động của một chất điểm trong không gian một chiều với 𝑋𝑡 là vị trí của 

chất điểm ở thời điểm 𝑡 (𝑡 ≥ 0). Khi đó (𝑋𝑡)𝑡≥0 là một quá trình ngẫu nhiên với không gian 

trạng thái và thời gian liên tục. Nó còn được gọi là quá trình khuếch tán trong không gian ℝ,  
với ℝ là ký hiệu của tập số thực. Trong nghiên cứu này ta giả sử vị trí ban đầu của chất điểm 

là 𝑋0 = 𝑥. 

Về mặt toán học, quá trình (𝑋𝑡)𝑡≥0 được đặc trưng bởi trình vi phân ngẫu nhiên như sau 

𝑑𝑋𝑡 = 𝜎(𝑋𝑡)𝑑𝐵𝑡 + 𝑎(𝑋𝑡)𝑑𝑡,                                                      (1) 

trong đó (𝐵𝑡)𝑡≥0 là chuyển động Brown, 𝜎(𝑥) và 𝑎(𝑥) lần lượt được gọi là hệ số khuếch tán 

và hệ số trượt. Một trong những vấn đề được quan tâm đó là sự tồn tại nghiệm của phương 

trình (1) cùng với tính chất nghiệm của nó. Người ta đã chỉ ra rằng nếu các hệ số 𝜎(𝑥) và 

𝑎(𝑥) liên tục Lipschitz thì phương trình vi phân đã cho tồn tại nghiệm và nghiệm này là nghiệm 

duy nhất (Ikeda & Watanabe, 1981; Oksendal, 2013). Tuy nhiên, đó chỉ là điều kiện cần vì dù 

cho điều kiện trên không thỏa thì phương trình (1) vẫn có nghiệm trong một số trường hợp 

đặc biệt đã được chỉ ra trong tài liệu Ba & Nhan (2024). Trong nghiên cứu này chúng tôi tập 

trung vào vấn đề thứ hai, đó là tính chất nghiệm của phương trình (1). Chi tiết hơn, chúng tôi 

xét phương trình (1) với các hệ số 𝜎(𝑥) và 𝑎(𝑥) là các hàm thỏa mãn tính liên tục Lipschitz 

để đảm bảo sự tồn tại và duy nhất nghiệm. Sau đó, chúng tôi sẽ đưa ra những kết luận về tính 

chất nghiệm của chúng. 

Chúng ta bắt đầu bằng việc xét phương trình vi phân ngẫu nhiên có dạng 

𝑑𝑋𝑡 = √1 +
1

𝑋𝑡
2 + 1

𝑑𝐵𝑡 + [𝛾 (1 +
1

𝑋𝑡
2 + 1

) − 
𝑋𝑡

(𝑋𝑡
2 + 1)

2] 𝑑𝑡,              

trong đó (𝐵𝑡)𝑡≥0 là chuyển động Brown và 𝛾 là một hằng số thực. Trong mô hình này 𝛾 được 

xem như là lực ngoài tác động vào sự chuyển động của chất điểm. Trường hợp đặc biệt nếu 𝛾 =
0 thì xem như mô hình không có lực ngoài tác động. Các hệ số 𝜎(𝑥) và 𝑎(𝑥) lần lượt được xác 

định bởi 

𝜎2(𝑥) = 1 +
1

𝑥2 + 1
;                                    

𝑎(𝑥) = 𝛾 (1 +
1

𝑥2 + 1
) −  

𝑥

(𝑥2 + 1)2
.

 

Dễ dàng thấy rằng đây là các hàm thỏa điều kiện liên tục Lipschitz và do đó phương trình (1) 

tồn tại nghiệm và nghiệm đó là duy nhất. Trong phần này ta sẽ giới thiệu toán tử cực vi ℒ𝛾  liên 

quan đến quá trình (𝑋𝑡)𝑡≥0 được cho bởi biểu thức 

ℒ𝛾𝑓(𝑥) = [𝛾 (1 +
1

𝑥2+1
) −  

𝑥

(𝑥2+1)2] 𝑓 ′(𝑥)  +
1

2
 (1 +

1

𝑥2+1
) 𝑓 ′′(𝑥),         (2) 

trong đó 𝑓(𝑥) là một hàm thực, khả vi cấp hai trên ℝ. Trong trường hợp mô hình không có lực 

ngoài tác động thì toán tử cực vi ℒ liên quan đến quá trình (𝑋𝑡)𝑡≥0 được cho bởi biểu thức 

ℒ𝑓(𝑥) = − 
𝑥

(𝑥2+1)2 𝑓 ′(𝑥)  +
1

2
 (1 +

1

𝑥2+1
) 𝑓 ′′(𝑥).                       (3) 

Bằng cách sử dụng phương pháp moment được giới thiệu trong Billingsley (1995) liên quan 

đến hội tụ theo phân phối, Chương và cs (2021) đã chỉ ra sự tồn tại của một dạng luật yếu số 

lớn cho một lớp quá trình khuếch tán có tính chất tương tự. Trong nghiên cứu này chúng ta sẽ 

chỉ ra mối liên hệ giữa nghiệm của phương trình vi phân ngẫu nhiên có lực ngoài tác động và 
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không có lực ngoài tác động. Ta có định lý chính như sau 

Định lý 1.1. Với quá trình khuếch tán (𝑋𝑡)𝑡≥0 thỏa phương trình (2) và (3) thì các đẳng thức 

sau được thỏa mãn 

𝑑

𝑑𝛾
[ lim

𝑡→∞
𝐄𝛾 (

𝑋𝑡

𝑡
)]|

𝛾=0
= lim

𝑡→∞
𝐄 (

𝑋𝑡

𝑡
)

2
= 1,                                 (4) 

trong đó 𝑬𝛾 và 𝑬 lần lượt được ký hiệu cho toán tử kỳ vọng trong mô hình có lực ngoài tác động 

và không có lực ngoài tác động.  

Đẳng thức (4) còn được gọi là mối liên hệ Einstein cho chuyển động ngẫu nhiên của chất 

điểm, một khái niệm trong lý thuyết động lực học được giới thiệu lần đầu trong tài liệu Einstein 

(1956) và đã được rất nhiều nhà toán học cũng như vật lý quan tâm nghiên cứu (xem thêm ở các 

tài liệu Gantert & cs., 2012; Lam & Depauw, 2016). 

Cấu trúc của bài báo được sắp xếp như sau: Mục 2 nhắc lại công thức Ito và một số tính 

chất nghiệm của phương trình vi phân thường liên kết với toán tử cực vi của quá trình khuếch 

tán. Mục 3 sẽ xem xét tính chất nghiệm của phương trình (2) cho mô hình với lực ngoài tác động. 

Tương tự Mục 4 sẽ xem xét tính chất nghiệm của phương trình (3) cho mô hình không lực ngoài 

tác động. Cuối cùng là phần kết luận ở Mục 5. 

2. Phương pháp nghiên cứu 

Khi đề cập đến phương trình vi phân ngẫu nhiên thì người ta thường nhắc đến công thức 

quan trọng trong Itô (1951), còn được gọi là công thức Itô, được phát biểu lại dưới dạng tính chất 

như sau: 

Tính chất 2.1. Giả sử 𝑋𝑡 là nghiệm của phương trình vi phân ngẫu nhiên (1). Khi đó với 

mọi hàm ℎ(𝑥) khả vi cấp hai thì phương trình vi phân ngẫu nhiên sau được thỏa 

𝑑ℎ(𝑋𝑡) = ℎ′(𝑋𝑡)𝜎(𝑋𝑡)𝑑𝐵𝑡 + [ℎ′(𝑋𝑡)𝑎(𝑋𝑡) +
1

2
ℎ′′(𝑋𝑡)𝜎2(𝑋𝑡)] 𝑑𝑡.                (5) 

Vận dụng tính chất này cùng với định nghĩa của toán tử cực vi ℒ𝛾 ta có một số nhận định 

sau: nếu hàm số ℎ(𝑥) thỏa phương trình vi phân thường 

ℒ𝛾ℎ(𝑥) = 1 

thì ta có 

𝑑ℎ(𝑋𝑡) = ℎ′(𝑋𝑡)𝜎(𝑋𝑡)𝑑𝐵𝑡 + 1𝑑𝑡. 

Từ đó dẫn đến  

𝐄[ℎ(𝑋𝑡)] = 𝑡, 

với mọi 𝑡 ≥ 0. Hơn thế nữa, nếu có hàm 𝑙(𝑥) thỏa phương trình vi phân thường 

ℒ𝛾𝑙(𝑥) = ℎ(𝑥) 

thì ta có 

𝑑𝑙(𝑋𝑡) = 𝑙 ′(𝑋𝑡)𝜎(𝑋𝑡)𝑑𝐵𝑡 + ℎ(𝑋𝑡)𝑑𝑡. 

Tương tự, ta cũng có kết quả là 𝐄[𝑙(𝑋𝑡)] =
𝑡2

2
, 

với mọi 𝑡 ≥ 0. Các tính chất này sẽ được làm rõ trong các chứng minh ở Mục 3 và Mục 4. 

Cuối cùng, Định lý 1.1 sẽ được chứng minh bằng cách kết hợp các Mệnh đề 3.1 và 4.1 trong 

phần tiếp theo. 
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3. Quá trình khuếch tán khi có lực tác động ngoài 

Trong phần ta xét mô hình với lực ngoài tác động 𝛾 ≠ 0. Ta có mệnh đề sau liên quan 

đến giới hạn của moment bậc 1 của quá trình khuếch tán như sau 

Mệnh đề 3.1. Với quá trình khuếch tán (𝑋𝑡)𝑡≥0 thỏa phương trình (2) thì 

lim
𝑡→∞

𝐄𝛾 (
𝑋𝑡

𝑡
) = 𝛾.                                                       (6) 

Chứng minh. Không mất tính tổng quát, ta có thể giả sử 𝑋0 = 0. Ta xét phương trình 

vi phân cấp hai 

ℒ𝛾𝑔1(𝑥) = 1,                                                            (7) 

với điều kiện 𝑔1(0) = 0. Phương trình (7) tương đương với phương trình 

[𝛾 (1 +
1

𝑥2 + 1
) − 

𝑥

(𝑥2 + 1)2] 𝑔1′(𝑥)  +
1

2
 (1 +

1

𝑥2 + 1
) 𝑔1′′(𝑥) = 1.                           (8) 

Tiến hành giải phương trình (8) ta được một nghiệm là  

𝑔1(𝑥) = 2 ∫
𝑣2 + 1

𝑣2 + 2

𝑥

0

×
1

𝑒2𝛾𝑣
∫ 𝑒2𝛾𝑢

𝑣

−∞

𝑑𝑢𝑑𝑣

=
1

𝛾
(𝑥 − ∫

1

𝑣2 + 2

𝑥

0

𝑑𝑣).                      

 

Khi đó ta có 

lim
𝑥→±∞

𝑔1(𝑥)

𝑥
=

1

𝛾
−

1

𝛾
lim

𝑥→±∞

1

𝑥
∫

1

𝑣2 + 2

𝑥

0

𝑑𝑣

=
1

𝛾
−

1

𝛾
lim

𝑥→±∞

1

𝑥2 + 2
                

=
1

𝛾
                                               

 

bằng cách áp dụng quy tắc L’Hopital cho giới hạn của hàm dưới tích phân. Khi đó, với mọi 

𝜀 > 0, tồn tại một số 𝑁(𝜀) > 0 sao cho với mọi |𝑥| > 𝑁(𝜀) ta có 

|
𝑔1(𝑥)

𝑥
× 𝛾 − 1| < 𝜀.                                                              (9) 

Mặt khác, theo công thức Itô (5) ta có 

𝑑𝑔1(𝑋𝑡) = (
1

𝛾
−

1

𝑋𝑡
2 + 2

) √1 +
1

𝑋𝑡
2 + 1

𝑑𝐵𝑡 + 𝑑𝑡.                       (10) 

Từ đó dẫn đến 

𝑔1(𝑋𝑡) = 𝑔1(𝑋0) + ∫ (
1

𝛾
−

1

𝑋𝑠
2 + 2

) √1 +
1

𝑋𝑠
2 + 1

𝑑𝐵𝑠 + ∫ 𝑑𝑠
𝑡

0

𝑡

0

= ∫ (
1

𝛾
−

1

𝑋𝑠
2 + 2

) √1 +
1

𝑋𝑠
2 + 1

𝑑𝐵𝑠 + 𝑡.
𝑡

0
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Lấy kỳ vọng hai vế ta được 

𝐄[𝑔1(𝑋𝑡)] = 𝑡,                                                                          (11) 

với mọi 𝑡 ≥ 0. Ta có đẳng thức sau 

|𝐄 [
𝑋𝑡

𝑡
− 𝛾]| = |𝐄 [

𝑋𝑡

𝑡
− 𝛾 ×

𝑔1(𝑋𝑡)

𝑡
]|.                                           (12) 

Nếu giá trị của 𝑋𝑡 bị chặn bởi 𝑁(𝜀), tức là |𝑋𝑡  | ≤ 𝑁(𝜀), thì giá trị của 𝑓(𝑋𝑡) cũng bị chặn bởi 

hằng số 𝐶(𝑁(𝜀)). Từ đó dẫn đến  

|𝑋𝑡 − 𝛾 × 𝑔1(𝑋𝑡)| ≤ 𝑁(𝜀) + |𝛾|𝐶(𝑁(𝜀)). 

Do đó, vế phải của (12) tiến về 0 khi 𝑡 dần ra vô cùng. Ngược lại, nếu |𝑋𝑡  | > 𝑁(𝜀) thì vế phải 

của (12) bị chặn bởi  

𝐄 [|
𝑋𝑡

𝑡
| × |1 − 𝛾 ×

𝑔1(𝑋𝑡)

𝑡
 |] < 𝜀√𝐄 (

𝑋𝑡
𝟐

𝒕𝟐 ) .                                       (13) 

Bất đẳng thức sau cùng được suy ra từ (9) và từ bất đẳng thức Cauchy-Schwartz cho biến ngẫu 

nhiên. Đến đây, để có kết quả như trong (6) ta cần chỉ ra rằng biểu thức dưới căn bậc hai trong 

(13) bị chặn. 

 Lặp lại các bước như trên, ta lại xét phương trình vi phân cấp hai 

ℒ𝛾𝑔2(𝑥) =  𝑔1(𝑥)                                                   (14) 

với điều kiện 𝑔2(0) = 0. Phương trình (14) tương đương với phương trình 

[𝛾 (1 +
1

𝑥2+1
) −  

𝑥

(𝑥2+1)2] 𝑔2 ′(𝑥)  +
1

2
 (1 +

1

𝑥2+1
) 𝑔2′′(𝑥) =

1

𝛾
(𝑥 − ∫

1

𝑣2+2

𝑥

0
𝑑𝑣).       (15)     

Tiến hành giải phương trình (15) ta được nghiệm là  

𝑔2(𝑥) =
1

2𝛾2
(𝑥2 − 2𝑥) −

1

2𝛾2
ln(𝑥2 + 2) +

1

𝛾
∫

1

𝑣2 + 2

𝑥

0

𝑑𝑣 − 𝛽(𝑥), 

trong đó 

𝛽(𝑥) =
2

𝛾
∫

𝑣2 + 1

𝑣2 + 2

𝑥

0

×
1

𝑒2𝛾𝑣
∫ 𝑒2𝛾𝑢

𝑣

−∞

∫
1

𝑠2 + 2

𝑢

0

𝑑𝑠𝑑𝑢𝑑𝑣. 

Vì giá trị của tích phân ∫
1

𝑠2+2

𝑢

0
𝑑𝑠 bị chặn bởi hằng số dương 𝐷 nên  

0 ≤ |𝛽(𝑥)| ≤ 𝐷 × |
2

𝛾
∫

𝑣2 + 1

𝑣2 + 2

𝑥

0

×
1

𝑒2𝛾𝑣
∫ 𝑒2𝛾𝑢

𝑣

−∞

𝑑𝑢𝑑𝑣| = 𝐷 ×
1

|𝛾|
|𝑔1(𝑥)|. 

Kết hợp với tính chất lim
𝑥→±∞

𝑔1(𝑥)/𝑥 = 1/𝛾 ta được kết quả là lim
𝑥→±∞

𝛽(𝑥)/𝑥2 = 0. Từ đó dẫn 

đến giới hạn sau 

lim
𝑥→±∞

𝑔2(𝑥)

𝑥2
=

1

2𝛾2
− lim

𝑥→±∞
[

1

𝛾2𝑥
−

1

2𝛾2𝑥2
ln(𝑥2 + 2) +

1

𝛾𝑥2
∫

1

𝑣2 + 2

𝑥

0

𝑑𝑣]          

=
1

2𝛾2
                                                                                                                   

 

bằng cách áp dụng quy tắc L’Hopital cho giới hạn của hàm sau cùng. Khi đó, với mọi 𝜀 > 0, 
tồn tại một số 𝑀(𝜀) > 0 sao cho với mọi |𝑥| > 𝑀(𝜀) ta có 
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|
𝑥2

𝑔2(𝑥)
− 2𝛾2| < 𝜀.                                                     (16) 

Mặt khác, theo công thức Itô (5) ta có 

𝑑𝑔2(𝑋𝑡) = 𝑔2′ (𝑋𝑡)√1 +
1

𝑋𝑡
2 + 1

𝑑𝐵𝑡 + 𝑔1(𝑋𝑠)𝑑𝑡.                        

Từ đó dẫn đến 

𝑔2(𝑋𝑡) = 𝑔2(𝑋0) + ∫ 𝑔2′ (𝑋𝑡)√1 +
1

𝑋𝑠
2 + 1

𝑑𝐵𝑠 + ∫ 𝑔1(𝑋𝑠)𝑑𝑠
𝑡

0

𝑡

0

        

= ∫ 𝑔2′ (𝑋𝑡)√1 +
1

𝑋𝑠
2 + 1

𝑑𝐵𝑠 + ∫ 𝑔1(𝑋𝑠)𝑑𝑠
𝑡

0

.
𝑡

0

                          

 

Lấy kỳ vọng hai vế ta được 

𝐄[𝑔2(𝑋𝑡)] = ∫ 𝑠 𝑑𝑠
𝑡

0

=
𝑡2

2
,                                                                          

với mọi 𝑡 ≥ 0. Ta có đẳng thức sau 

|𝐄 [
𝑋𝑡

𝟐

𝑡2
− 𝛾2]| = |𝐄 [

𝑋𝑡

𝑡2
− 𝛾2 ×

2𝑔2(𝑋𝑡)

𝑡2 ]|.                                  (17) 

Nếu giá trị của 𝑋𝑡 bị chặn bởi 𝑁(𝜀), tức là |𝑋𝑡  | ≤ 𝑀(𝜀), thì giá trị của 𝑔2(𝑋𝑡) cũng bị chặn 

bởi hằng số 𝐶(𝑀(𝜀)). Từ đó dẫn đến  

|𝑋𝑡 − 𝛾2𝑔2(𝑋𝑡)| ≤ 𝑀(𝜀) + 𝛾2𝐶(𝑁(𝜀)). 

Do đó, vế phải của (17) tiến về 0 khi 𝑡 dần ra vô cùng. Ngược lại, nếu |𝑋𝑡  | > 𝑀(𝜀) thì vế phải 

của (17) bị chặn bởi 

𝐄 [
𝑔2(𝑋𝑡)

𝑡2 × |
𝑋𝑡

𝟐

𝑔2(𝑋𝑡)
− 2𝛾2 |] < 𝜀. 

Bất đẳng thức sau cùng được suy ra từ (16) và hàm 𝑔2(𝑥) ≥ 0 với mọi 𝑥 ∈ ℝ. Cho 𝜀 dần về 0 

ta được 

lim
𝑡→∞

𝐄𝛾 (
𝑋𝑡

𝑡
)

2

= 𝛾2                                                  (18) 

hay tương đương với 𝐄𝛾(𝑋𝑡/𝑡)2 bị chặn. Như vậy Mệnh đề 3.1 đã được chứng minh. 

4. Quá trình khuếch tán không có lực tác động ngoài 

Ta xét mô hình không lực ngoài tác động 𝛾 = 0. Các bước xây dựng bài toán và chứng 

minh tương tự phần trước nhưng được điều chỉnh lại một cách thích hợp. Ta có mệnh đề sau 

liên quan đến giới hạn của moment bậc 2 của quá trình khuếch tán như sau 

Mệnh đề 4.1. Với quá trình khuếch tán (𝑋𝑡)𝑡≥0 thỏa phương trình (3) thì 

lim
𝑡→∞

𝐄 (
𝑋𝑡

𝑡
)

2

= 1.                                                       (19) 
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Chứng minh. Không mất tính tổng quát, ta có thể giả sử 𝑋0 = 0. Ta xét phương trình 

vi phân cấp hai 

ℒ𝑔(𝑥) = 1,                                                            (20) 

với điều kiện 𝑔(0) = 0. Phương trình (20) tương đương với phương trình 

− 
𝑥

(𝑥2 + 1)2
𝑔 ′(𝑥)  +

1

2
(1 +

1

𝑥2 + 1
) 𝑔 ′′(𝑥) = 1.                           (21) 

Tiến hành giải phương trình (21) ta được một nghiệm là  

𝑔(𝑥) = 𝑥2 − ln(𝑥2 + 2) + ln2. 

Khi đó ta có 

lim
𝑥→±∞

𝑔(𝑥)

𝑥2
= 1 − lim

𝑥→±∞

ln(𝑥2 + 2) − ln2

𝑥2

= 1 − lim
𝑥→±∞

1

ln(𝑥2 + 2)
           

= 1                                               

 

bằng cách áp dụng quy tắc L’Hopital. Khi đó, với mọi 𝜀 > 0, tồn tại một số 𝐾(𝜀) > 0 sao cho 

với mọi |𝑥| > 𝐾(𝜀) ta có 

|
𝑥

𝑔(𝑥)
− 1| < 𝜀.                                                              (22) 

Mặt khác, theo công thức Itô (5) ta có 

𝑑𝑔(𝑋𝑡) = (2𝑋𝑡 −
2𝑋𝑡

ln(𝑋𝑡
𝟐 + 𝟏)

) √1 +
1

𝑋𝑡
2 + 1

𝑑𝐵𝑡 + 𝑑𝑡.                       (23) 

Từ đó dẫn đến 

 𝑔(𝑋𝑡) = 𝑔(𝑋0) + ∫ (2𝑋𝑠 −
2𝑋𝑠

ln(𝑋𝑠
2 + 1)

) √1 +
1

𝑋𝑠
2 + 1

𝑑𝐵𝑠 + ∫ 𝑑𝑠
𝑡

0

𝑡

0

= ∫ (2𝑋𝑠 −
2𝑋𝑠

ln(𝑋𝑠
2 + 1)

) √1 +
1

𝑋𝑠
2 + 1

𝑑𝐵𝑠 + 𝑡.
𝑡

0

                          

 

Lấy kỳ vọng hai vế ta được 

𝐄[𝑔(𝑋𝑡)] = 𝑡,                                                                          (24) 

với mọi 𝑡 ≥ 0.  Ta có đẳng thức sau 

|𝐄 [
𝑋𝑡

𝟐

𝑡
− 1]| = |𝐄 [

𝑋𝑡
𝟐

𝑡
−

𝑔(𝑋𝑡)

𝑡
]|.                                                   (25) 

Nếu giá trị của 𝑋𝑡 bị chặn bởi 𝐾(𝜀), tức là |𝑋𝑡  | ≤ 𝐾(𝜀), thì giá trị của 𝑔(𝑋𝑡) cũng bị chặn bởi 

hằng số 𝐶(𝐾(𝜀)). Từ đó dẫn đến  

|𝑋𝑡
𝟐 − 𝑔(𝑋𝑡)| ≤ 𝑁2(𝜀) + 𝐶(𝐾(𝜀)). 

Do đó, vế phải của (25) tiến về 0 khi 𝑡 dần ra vô cùng. Ngược lại, nếu |𝑋𝑡  | > 𝐾(𝜀) thì vế phải 

của (25) bị chặn bởi 
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𝐄 [
𝑔(𝑋𝑡)

𝑡
× |

𝑋𝑡
𝟐

𝑔(𝑋𝑡)
−  1 |] < 𝜀. 

Bất đẳng thức sau được suy ra từ (22) và hàm 𝑔(𝑥) ≥ 0 với mọi 𝑥 ∈ ℝ. Cho 𝜀 dần về 0 ta được 

vế phải của (25) hội tụ về 0. Như vậy Mệnh đề 4.1 đã được chứng minh. 

5. Kết luận 

Bài báo đã khảo sát tính chất nghiệm của một lớp phương trình vi phân ngẫu nhiên trong 

các trường hợp có lực ngoài tác động và không có lực ngoài tác động. Bằng cách vận dụng 

toán tử cực vi và công thức Itô để thiết lập các moment bậc 1 và bậc 2 của quá trình khuếch 

tán rồi từ đó chỉ ra được mối liên hệ giữa chúng. Kết quả chỉ ra được trong bài báo cho trường 

hợp các hệ số khuếch tán và hệ số trượt là các hàm số đặc biệt cụ thể. Vấn đề quan trọng cần 

nghiên cứu tiếp theo là các điều kiện cho các hệ số này để đảm bảo các kết quả được trình bày 

vẫn còn đúng.  
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