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Tóm tắt 

Trong bài viết này, chúng tôi mở rộng Mệnh đề 11.1 (Lam, 2001) để đặc trưng lớp các 

nửa vành sJ -nửa đơn. Sử dụng các kết quả thu được, chúng tôi nghiên cứu thêm các tính 

chất của các nửa vành sJ -nửa đơn. Cuối cùng, chúng tôi đưa ra một số ví dụ về nửa vành 

sJ -nửa đơn nhằm minh họa cho các kết quả này. 

Từ khóa: Js-căn của nửa vành, Nửa môđun đơn, Nửa vành Js-nửa đơn. 
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Abstract 

In this paper, we extend Proposition 11.1 (Lam, 2001) to characterize the class of sJ -

semisimple semirings. By applying the obtained results, we investigate the properties of sJ -

semisimple semirings in relationship to simple semimodules. Finally, we provide some 

examples of sJ -semisimple semirings to illustrate these results. 
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1.  Giới thiệu 

Năm 1945, Jacobson đề xuất khái niệm căn cho các vành kết hợp là tổng của tất cả 

các iđêan phải tựa chính quy phải (Jacobson, 1945). Sau đó, ông sử dụng khái niệm môđun 

đơn (môđun khác môđun không và chỉ có hai môđun con là môđun không và chính nó) để 

đặc trưng cho căn Jacobson của vành. Từ đó, căn Jacobson trở thành một công cụ hiệu quả 

để nghiên cứu cấu trúc vành. Môđun đơn, căn Jacobson và các vấn đề liên quan đến lý thuyết 

vành đã được trình bày tương đối đầy đủ và có hệ thống trong các tài liệu của Lam (2001) và 

Gardner-Wiegandt (2004). 

Khái niệm nửa vành được Vandiver giới thiệu lần đầu tiên vào năm 1934 (Vandiver, 

1934), là tổng quát hóa khái niệm vành kết hợp theo nghĩa không đòi hỏi tính đối xứng của 

phép cộng. Ngày nay, nửa vành được phát triển cả về phương diện lý thuyết lẫn ứng dụng. 

Các tính chất, ứng dụng của nửa vành, nửa môđun và các vấn đề liên quan đã được trình bày 

tương đối đầy đủ trong tài liệu của Golan (1999). 

Năm 1951, Bourne (1951) đề xuất khái niệm căn Jacobson của các nửa vành (một 

dạng tổng quát hóa căn Jacobson trong lý thuyết vành) là tổng tất cả các iđêan phải nửa 

chính quy phải. Sau đó, Iizuka (1959) đã sử dụng lớp các nửa môđun bất khả quy (tổng quát 

hóa khái niệm môđun đơn trong lý thuyết vành) để đặc trưng căn Jacobson của các nửa vành 

và đã thu được nhiều kết quả quan trọng. Ngoài ra, Lattore (1965) cũng nghiên cứu các tính 

chất của căn Jacobson của các nửa vành. 

Năm 2014, Katsov và Nam (2014) đã đề xuất khái niệm nửa môđun đơn (nửa môđun 

khác không mà chỉ có hai môđun con tầm thường và hai tương đẳng tầm thường) là tổng 

quát hóa của môđun đơn trên vành và khái niệm 
sJ -căn của các nửa vành cũng là một dạng 

tổng quát hóa căn Jacobson trong lý thuyết vành. Cũng giống như căn Jacobson của vành, 

khái niệm 
sJ -căn của nửa vành đã trở thành một công cụ hiệu quả để nghiên cứu cấu trúc 

nửa vành. 

Năm 2017, Mai và Tuyen (2017) đã chứng minh được sự tồn tại của nửa môđun đơn 

trên nửa vành cộng lũy đẳng và nghiên cứu 
sJ -căn của một số lớp các nửa vành nửa đơn, 

nửa vành cộng pi-chính quy, nửa vành Artin phản bị chặn. Ngoài ra, Mai và Tuyen (2016) đã 

nghiên cứu lớp các V-nửa vành 
sJ -nửa đơn. 

Trong Mệnh đề 11.1 (Lam, 2001) đã sử dụng khái niệm môđun đơn để đặc trưng cho 

lớp các vành J -nửa đơn và nhận được nhiều kết quả quan trọng trong lý thuyết vành. Trong 

bài báo này, chúng tôi mở rộng khái niệm môđun đơn trong Mệnh đề 11.1 (Lam, 2001) cho 

khái niệm nửa môđun đơn để đặc trưng lớp các nửa vành 
sJ -nửa đơn và sử dụng kết quả thu 

được để nghiên cứu lớp các nửa vành 
sJ -nửa đơn. 

2.  Kiến thức chuẩn bị 

Một tập hợp S  khác rỗng được trang bị hai phép toán cộng " "+  và nhân " "  được gọi 

là nửa vành nếu thỏa mãn các điều kiện sau: 

(1) ( , )S +  là một vị nhóm với phần tử không là 0 ;S
 

(2) ( , )S   là một nửa nhóm; 
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(3) Với mọi 
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 1 2 3 1 3 2 3, , :  s ( )  và ( ) ;s s s S s s s s s s s s s s s s s + = + + = +  

(4) Với mọi :  0 0 0 . = =S S Ss S s s  

Một nửa vành S  được gọi là nửa vành giao hoán nếu ( , )S   là nửa nhóm giao hoán. 

Một nửa vành S  được gọi là nửa vành có đơn vị nếu ( , )S   là vị nhóm với phần tử đơn vị 

khác phần tử không, ký hiệu phần tử đơn vị là 1 .S
 Một nửa vành S  giao hoán có đơn vị 

được gọi là nửa trường nếu ( \{0}, ,1 ) SS  là một nhóm. Một nửa vành S  được gọi là phi khả 

đối nếu 
1 2 0s s+ =  kéo theo 

1 2 0s s= =  với mọi 
1 2, .s s S  Một nửa vành S  được gọi là 

nguyên nếu 
1 2 0s s =  kéo theo 

1 0s =  hoặc 
2 0s =  với mọi 

1 2, .s s S  Nếu nửa vành S  vừa là 

nguyên vừa là phi khả đối thì S  được gọi là nguyên phi khả đối.  

Một tập con I  khác rỗng của nửa vành S  được gọi là iđêan trái (phải) của S  nếu 

0 S I  và ,   ( )+   a b I sa I as I với mọi , ,  S. a b I s   

Cho S  và R  là các nửa vành. Một ánh xạ :  S R →  được gọi là đồng cấu nửa vành 

nếu thỏa mãn các điều kiện sau: với mọi 
1 2,s s S  

(1) (0 ) 0 ;S R =   

(2) 
1 2 1 2( ) ( ) ( );s s s s  + = +  

(3) 
1 2 1 2( ) ( ) ( ).s s s s  =  

Một đồng cấu nửa vành   được gọi là đơn cấu nửa vành (tương ứng toàn cấu nửa 

vành, đẳng cấu nửa vành) nếu   là đơn ánh (tương ứng toàn ánh, song ánh). Một toàn cấu 

nửa vành   được gọi là nửa đẳng cấu nửa vành nếu  ( ) {  ( ) 0 } 0 . =  = =R SKer s S s  

Cho S  là một nửa vành và ( , ,0 )MM +  là một vị nhóm. Trên M  được trang bị một 

phép nhân vô hướng S M M →  (tức là với mọi ,  s S m M   thì ).sm M  Khi đó M  

được gọi là S -nửa môđun trái nếu thỏa mãn các điều kiện sau: với mọi 
1 2, , ,s s s S

1 2, ,m m m M  

(1) 
1 2 1 2( ) ( );s s m s s m=  

(2) 
1 2 1 2( ) ;s m m sm sm+ = +  

(3) 
1 2 1 2( ) ;s s m s m s m+ = +  

(4) 0 0 0 .M S Ms m= =  

Cho S  là một nửa vành và M  là một S -nửa môđun trái. Tập con khác rỗng 

(0: ) {  0 }=  = MM s S sM  là một iđêan của S  được gọi là linh hóa tử của ,M  nếu 

(0: ) {0 }= SM  thì M  được gọi là trung thành. Một tập con N  khác rỗng của ,M được gọi 

là nửa môđun con của M  nếu 
1 2 ,  n n sn N+   với mọi 

1 2, , ,  n n n N s S  . Nếu  0 MM  

thì M luôn có ít nhất hai nửa môđun con khác nhau là  0 và ,M  hai nửa môđun con này 

được gọi là tầm thường của .M  Nếu  0 MM  và M  chỉ có hai nửa môđun con tầm 
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thường thì M  được gọi là cực tiểu. Một quan hệ tương đương   trên M  được gọi là tương 

đẳng trên M  nếu ( ', '),  ( , )x x y y sx sy + +   với mọi ( , ),( ', ') ,  s .x y x y S   Nếu 

 0 MM  thì M luôn có ít nhất hai tương đẳng khác nhau là {( , )  }M m m m M =   được 

gọi là tương đẳng đường chéo và 2M M M=   được gọi là tương đẳng phổ dụng, hai tương 

đẳng này được gọi là tầm thường trên .M  

Cho S  là một nửa vành và M  là một S -nửa môđun trái. M  được gọi là đơn  nếu 

thỏa mãn các điều kiện sau: 

(1)  0 ; MSM  

(2) M  là cực tiểu; 

(3) M  chỉ có hai tương đẳng tầm thường. 

M  được gọi là S -nửa môđun trái nửa đơn nếu M  là tổng trực tiếp của các S -nửa 

môđun trái đơn. Vậy nếu M  là S -nửa môđun trái đơn thì M  là S -nửa môđun trái nửa đơn.  

Ví dụ 2.1. Nửa trường Boolean {0,1}=  (Golan, 1999) là  -nửa môđun trái đơn. 

Chứng minh.  Nửa trường Boolean   là một  -nửa môđun trái với phép nhân vô hướng 

được xác định bởi phép nhân trên chính nó. Ta có  0  vì 1.1 1=  (1). Vì {0,1}=  chỉ 

có hai phần tử nên   là cực tiểu (2). Giả sử   là một tương đẳng bất kì khác tương đẳng 

đường chéo  (0,0),  (1,1) =  
trên  . Khi đó tồn tại (1,0)  kéo theo (0,1)  hoặc

(0,1)   kéo theo (1,0) .  Suy ra   2(0,0),(1,1),(1,0),(0,1) . = =   
Vậy   chỉ có hai 

tương đẳng tầm thường (3). Từ (1), (2) và (3) suy ra   là  -nửa môđun trái đơn. 

Ví dụ 2.2. Nửa trường các số thực không âm 
+  là một 

+ -nửa môđun trái cực tiểu 

nhưng không đơn. 

Chứng minh.  Nửa trường các số thực không âm 
+  là một 

+ -nửa môđun trái với phép 

nhân vô hướng được xác định bởi phép nhân trên chính nó. Giả sử N  là một nửa môđun con 

khác không của .+  Khi đó tồn tại 0 . x N  Với mọi y +  ta có
 

1 11 ( ) ( ) ,y y y x x yx x N− −= = =   

do đó .N+   Mà N +   nên .N +=   Vậy 
+  là cực tiểu.  

Xét quan hệ tương đương   trên 
+

 
được xác định bởi: 

 {( , )   , 0} (0,0) .x y x y + +=    
 

Chứng minh   là tương đẳng trên .+  
Với mọi ( , ),( ', ') ,  ,x y x y r +   khi đó 

chỉ xảy ra 2 trường hợp sau: 

+ Trường hợp 1: 0x y= = . Khi đó 0rx ry= = . Suy ra ( , ) .rx ry   

+ Nếu ' ' 0x y= = . Khi đó ' ' 0x x y y+ = + = . Suy ra ( ', ')x x y y + +  . 
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+ Nếu ', ' 0x y  . Khi đó ' 0, ' 0x x y y+  +  . Suy ra ( ', ')x x y y + +  . 

+ Trường hợp 2: 0x   và 0y  . Khi đó ', ' 0x x y y+ +  . Suy ra ( ', ') .x x y y + +   

+ Nếu 0r = . Khi đó 0rx ry= = . Suy ra ( , )rx ry  . 

+ Nếu 0r  . Khi đó , 0rx ry  . Suy ra ( , )rx ry  . 

Suy ra   là một tương đẳng trên .+  Vì (1,2) p  nên   không  là tương đẳng 

đường chéo và (0,1)   nên   không là tương đẳng phổ dụng. Suy ra   là tương đẳng 

không tầm thường. Vậy 
+  không đơn. 

3.  Lớp nửa vành sJ -nửa đơn 

Mệnh đề 11.1 (Lam, 2001) đã phát biểu “Một vành R là nửa đơn nếu và chỉ nếu R có 

một môđun trái nửa đơn trung thành .M ” 

Trong phần này, chúng tôi cung cấp một đặc trưng cho lớp các nửa vành 
sJ -nửa đơn 

(Định lí 3.2). Đây là một kết quả mở rộng cho Mệnh đề 11.1 (Lam, 2001). Chúng tôi sử dụng 

kết quả thu được để nghiên cứu lớp các nửa vành 
sJ -nửa đơn. 

Định nghĩa 3.1. Cho S  là một nửa vành. Iđêan  

( ) {(0: )  }sJ S M M=   

của S  được gọi là sJ -căn của nửa vành ,S  trong đó   là lớp tất cả các S -nửa môđun trái 

đơn. Quy ước nếu =  thì ( ) .sJ S S=  Nếu ( ) {0 }= SsJ S  thì S  được gọi là sJ -nửa đơn. 

Định lí 3.2. Một nửa vành S  là sJ -nửa đơn nếu và chỉ nếu S  có một S -nửa môđun 

trái nửa đơn trung thành .M  

Chứng minh. ( )  Giả sử nửa vành S  là sJ -nửa đơn. Gọi   là lớp tất cả các S -nửa môđun 

trái đơn. Ký hiệu ,
N

M N


=  suy ra M  là một S -nửa môđun trái nửa đơn. Khi đó linh 

hóa tử của M   

(0 : ) {  0 } {  0 , }

           {(0 : )  } ( ) {0 }.

=  = =  =  

=  = =

M M

s S

M r S rM r S rN N

N N J S
 

Vậy M  là một S -nửa môđun trái nửa đơn trung thành. 

( )  Giả sử S  là một nửa vành và S  có một S -nửa môđun trái nửa đơn trung thành 

.M  Vì M  là một S -nửa môđun trái nửa đơn nên M  là tổng trực tiếp của một họ { }i i IM 
 

các S -nửa môđun trái đơn. Gọi   là lớp tất cả các S -nửa môđun trái đơn. Khi đó 

{ } ,i i IM    và do đó: 

{(0: )  } (0: ).i I iN N M   (1) 
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Mặt khác, lập luận tương tự trong chứng minh điều kiện cần, (0: ) (0: ).i I iM M =

Hơn nữa, do tính trung thành của M  nên  

(0: ) (0: ) {0 }. = = i I i SM M  (2) 

Từ (1) và (2) ta được ( ) {(0: )  } (0: ) (0: ) {0 }.=   = =s i I i SJ S N N M M  

Vậy S  là nửa vành sJ -nửa đơn.                                                                                    

Nhận xét 3.3. Trong Mệnh đề 11.1 (Lam, 2001), Lam đã cung cấp một đặc trưng cho 

lớp các vành J -nửa đơn. Trong Định lí 3.2, chúng tôi đã mở rộng kết quả của Lam cho lớp 

các nửa vành sJ -nửa đơn. Tiếp theo, chúng tôi sử dụng kết quả mở rộng này để nghiên cứu 

một số tính chất khác của lớp các nửa vành sJ -nửa đơn.  

Bổ đề 3.4. Cho S  và R  là các nửa vành, và :  S R →  là một toàn cấu nửa vành. Khi 

đó, nếu M  là R - nửa môđun trái nửa đơn thì M  cũng là S -nửa môđun trái nửa đơn. 

Chứng minh.  Giả sử M  là R - nửa môđun trái nửa đơn. Khi đó M  là tổng trực tiếp của một 

họ { }i i IM 
 các R -nửa môđun trái đơn. Chúng ta sẽ chứng minh 

iM  cũng là S -nửa môđun 

trái đơn với mọi .i I  Dễ dàng kiểm tra 
iM  là một S -nửa môđun trái với phép nhân vô 

hướng được xác định bởi: với mọi ,  is S m M     

( ) .sm s m=  

Do   là toàn cấu, suy ra ( ) .i i iSM S M RM= =  Vì 0iRM   nên 0.iSM   (1) 

Giả sử N  là một nửa môđun con khác không của S -nửa môđun trái .iM  Chúng ta sẽ 

chứng minh N  cũng là nửa môđun con khác không của R -nửa môđun trái .iM  Thật vậy, 

với mọi ,  , r R n N  do   là toàn cấu nên tồn tại s S  sao cho ( ) .s r =  Khi đó,  

( ) .rn s n sn N= =   

Suy ra N  cũng là nửa môđun con khác không của R -nửa môđun trái .iM  Vì 
iM  là 

R -nửa môđun trái cực tiểu nên .iN M=  Vậy 
iM  cũng là S -nửa môđun trái cực tiểu. (2) 

Giả sử   là một tương đẳng khác tương đẳng đường chéo của S -nửa môđun trái .iM  

Chúng ta sẽ chứng minh   cũng là một tương đẳng khác tương đẳng đường chéo của R -

nửa môđun trái .iM  Thật vậy, với mọi ,  ( , ),(x',y') , r R x y  hiển nhiên 

( x', y y') ,+ + x  

Mặt khác, do   là toàn cấu, suy ra tồn tại s S  sao cho ( ) .s r =  Khi đó 

( , ) ( ( ) , ( ) ) ( , ) .rx ry s x s y sx sy  = =   
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Suy ra   là một tương đẳng khác tương đẳng đường chéo của R -nửa môđun trái .iM  

Vì R -nửa môđun trái 
iM  chỉ có hai tương đẳng tầm thường nên 2. = iM  Vậy trên S -nửa 

môđun trái 
iM  chỉ có hai tương đẳng tầm thường. (3) 

Từ (1), (2) và (3) suy ra
iM  là một S -nửa môđun trái đơn. Khi đó M  là tổng trực tiếp 

của họ { }i i IM 
 các S -nửa môđun trái đơn. Vậy M  là S -nửa môđun trái nửa đơn.              

Hệ quả 3.5. Cho S  và R  là các nửa vành, và : S R →  là một nửa đẳng cấu. Nếu R  

là sJ -nửa đơn thì S  cũng là sJ -nửa đơn. 

Chứng minh. Giả sử R  là sJ -nửa đơn. Theo Định lí 3.2 thì R  có một R -nửa môđun trái 

nửa đơn trung thành .M  Theo Bổ đề 3.4 thì M  cũng là một S -nửa môđun trái nửa đơn. Xét 

tập linh hóa tử của S -nửa môđun trái M  

(0 : ) {   0 } {   (s) 0 }  

              = {   (s) 0 }= ( ) {0 }.



 

=  = =  =

 = =

S M M

R S

M s S sM s S M

s S Ker
 

Vậy M  là một S -nửa môđun trái nửa đơn trung thành. Theo Định lí 3.2, S  là nửa 

vành  sJ -nửa đơn.                                                                                                                                                                                                                                                                                    

Ví dụ 3.6. Nếu S  là nửa vành nguyên phi khả đối thì S  là sJ -nửa đơn.  

Chứng minh.  Theo Ví dụ 2.1 nửa trường Boolean   cũng là  -nửa môđun trái đơn 

trung thành, nên theo Định lí 3.2 thì   là sJ -nửa đơn. 

Xét ánh xạ 

:

0  khi 0 ,
     ( )

1  khi 0 .





→

=
= 




S

S

S

s
s s

s



 

Trước tiên, chứng minh   là một đồng cấu nửa vành. Với mọi 
1 2,s s S  ta có các 

trường hợp sau: 

+ Trường hợp 1: 
1 10 ( ) 0=  =Ss s . Khi đó, 

1 2 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )s s s s s   + = = +  và 

1 2 1 2( ) (0 ) 0 ( ) ( ).   = = =Ss s s s  

+ Trường hợp 2: 
2 0= Ss . Chứng minh tương tự trường hợp 1. 

+ Trường hợp 3: 1 2 1 2 1 2, 0 0 , 0  +  S S Ss s s s s s .  

Khi đó,
1 2 1 2( ) 1 1 1 ( ) ( )s s s s  + = = + = +  và 

1 2 1 2( ) 1 1.1 ( ) ( ).s s s s  = = =  

Trong tất cả các trường hợp có thể, ta luôn có 1 2 1 2( ) ( ) ( )s s s s  + = +  và 

1 2 1 2( ) ( ) ( ).s s s s  =  

 Do đó   là một đồng cấu nửa vành. (1) 
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Dễ dàng kiểm tra được   là một toàn cấu và có ( ) {0 } = SKer . (2) 

Từ (1) và (2) suy ra   là một nửa đẳng cấu nửa vành. Theo Hệ quả 3.5, S  là một nửa 

vành sJ -nửa đơn.                                                                                                               

Nhận xét: Nửa vành các số tự nhiên   là nửa vành nguyên phi khả đối nên   là nửa 

vành sJ -nửa đơn. 

Ví dụ 3.7. Hệ quả 4.16 trong (Lam, 2001) chỉ ra rằng trường là vành J -nửa đơn. Mở 

rộng kết quả trên, chúng tôi chứng tỏ rằng nửa trường là nửa vành sJ -nửa đơn.   

Chứng minh.  Giả sử F  là một nửa trường thật sự.  

Chứng minh F  là nguyên: Với mọi ,x y F  và 0 .= Fxy  Giả sử 0 , Fx  khi đó 

1 1 11. ( ) ( ) .0 0 .− − −= = = = = =F Fy y y x x y x xy x  

Chứng minh F  là phi khả đối: Giả sử ,x y F  và 0 .+ = Fx y  Nếu 0 Fx  thì 

1x F−   sao cho 1 1 .− = Fx x  Khi đó 1( ) 0 ,− + = Fx x y  suy ra 11 0 .−+ = Fx y  Với mọi z F , ta 

có 1(1 ) 0 ,−+ = Fz x y  suy ra 1 0.z zx y−+ =  Do đó F  là một nhóm với phép toán cộng (mâu 

thuẫn vì F  là nửa trường thật sự). Vậy 0= Fx suy ra 0 .= Fy  Do đó 0 .= = Fx y  Suy ra F  là 

phi khả đối. (2) 

Từ (1) và (2) suy ra F  là nửa trường nguyên phi khả đối. Theo Ví dụ 3.6, F  là nửa 

vành sJ -nửa đơn.                                                                                                                    

Ví dụ 3.8. Cho n  là một số nguyên dương và 
1  n+  là một nửa dàn được xác định trên 

xích 0 1 2 ... .n     Trên 
1  n+  được trang bị hai phép toán cộng là + = a b a b  và nhân 

là 0=ab  nếu 0=a  hoặc 0=b và = ab a b  nếu 0a  và 0.b  Khi đó, 
1  , ,( ,0, )n n+  

 
là 

một nửa vành sJ -nửa đơn.   

Chứng minh. Dễ dàng kiểm tra 
1( , , ,0, )n n+    là một nửa vành có đơn vị, nguyên và 

phi khả đối với phần tử đơn vị là .n  

Theo Ví dụ 3.6, F  là nửa vành sJ -nửa đơn.                                                              

Ví dụ 3.9. Nửa vành con 

0 0 0 1 1 0 1 1 0 0 1 0
, , , , , , ,

0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1
S

              
= +                             

 

của nửa vành ma trận 2 2( )  là nửa vành sJ -nửa đơn. 

Chứng minh. Dễ dàng kiểm tra được 2  là 2 -nửa môđun trái đơn trung thành, nên 

theo Định lí 3.2 thì 
2  là sJ -nửa đơn. Theo Hệ quả 5.11 (Katsov, 2014) thì 
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2 2

2

( ) ( ) 0 0
( ) .

0 ( ) 0 0

s s
s

s

J J
J S

J

     
= =    

     




 

Vậy S  là nửa vành Js -nửa đơn.                                                                                   
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