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Tóm tắt 

Trong bài viết này, chúng tôi khảo sát đồ thị Hopf liên kết với nhóm hữu hạn và đại số 

đường Leavitt liên kết với chúng. Chúng tôi chỉ ra rằng khi 𝐺 là nhóm hữu hạn với hàm phân 

nhánh 𝔯 = ∑ 𝔯𝐶𝐶𝐶∈𝒞  thì nửa nhóm 𝑆 sinh bởi giá của hàm phân nhánh 𝔯 là một nhóm con 

chuẩn tắc của 𝐺. Từ đó, chúng tôi thiết lập công thức phân tích đại số đường Leavitt 𝐿𝐾(Γ𝐺,𝔯) 

thành tổng trực tiếp của |𝐺|: |𝑆| bản sao của 𝐿𝐾(Γ𝑆,𝔯). Hơn nữa, chúng tôi đưa ra điều kiện 

cần và đủ trên hàm phân nhánh 𝔯 để 𝐿𝐾(Γ𝑆,𝔯) là vành đơn vô hạn thuần tuý, cũng như đặc 

trưng các điều kiện để 𝐿𝐾(Γ𝐺,𝔯) là vành đơn, nửa đơn thông qua các tính chất của hàm phân 

nhánh 𝔯 và nhóm con 𝑆. 

Từ khóa: Đại số đường Leavitt, Đồ thị Hopf, Nhóm hữu hạn. 
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Abstract 

This paper investigates the Hopf graphs associated with finite groups and their Leavitt 

path algebras. It shows that if 𝐺 is a finite group and 𝔯 = ∑ 𝔯𝐶𝐶𝐶∈𝒞  is a ramification data on 

𝐺, then the semigroup 𝑆 generated by the support of 𝔯 is a normal subgroup of 𝐺. Based on 

this result, a decomposition result is established to describe the Leavitt path algebra 𝐿𝐾(Γ𝐺,𝔯) 

as a direct sum of |𝐺|: |𝑆| copies of 𝐿𝐾(Γ𝑆,𝔯). Furthermore, necessary and sufficient conditions 

are given on the ramification datas 𝔯 for 𝐿𝐾(Γ𝑆,𝔯) to be a purely infinite simple ring, and 

characterize when 𝐿𝐾(Γ𝐺,𝔯) is a simple, semi - simple ring in terms of the properties of the 

ramification datas 𝔯 and the subgroup 𝑆. 
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1. Giới thiệu 

Cho trước một đồ thị (có hướng) hữu hạn bậc ra 𝐸 và một trường 𝐾, Abrams và Aranda 

Pino (2005), và một cách độc lập Ara & cs (2007) đã giới thiệu khái niệm đại số đường Leavitt 

𝐿𝐾(𝐸). Abrams và Aranda Pino (2008) sau đó đã mở rộng định nghĩa cho các đồ thị đếm được. 

Đại số đường Leavitt là mở rộng của đại số Leavitt của (Leavitt, 1962) và đồng thời chứa 

nhiều lớp đại số thú vị khác như đại số ma trận, đại số đa thức Laurent, ... Trong suốt hai thập 

kỷ vừa qua, đại số đường Leavitt đã trở thành một chủ đề nghiên cứu sôi động của các nhà 

toán học thuộc nhiều lĩnh vực khác nhau. Bài báo (Abrams, 2015) đã tổng quan được lịch sử 

và một số khía cạnh nghiên cứu chủ yếu trong lĩnh vực này. 

Một trong những xu hướng nghiên cứu hiện nay trong lĩnh vực đại số đường Leavitt là 

khảo sát các tính chất của đại số đường Leavitt liên kết với các lớp đồ thị đặc biệt có nguồn 

gốc từ lý thuyết nhóm. Abrams và Schoonmaker (2015) đã khảo sát đại số đường Leavitt của 

các đồ thị Cayley sinh bởi nhóm xyclic. Tiếp theo đó, Mohan (2021) đã xác định các đại số 

đơn trong lớp các đại số đường Leavitt liên kết với đồ thị Cayley có trọng số của một nhóm. 

Mở rộng hướng nghiên cứu này, năm 2023, Tran và Ngo (2023) đã nghiên cứu đại số đường 

Leavitt của đồ thị Hopf - một khái niệm được giới thiệu bởi Cibils và Rosso (2002). Cần lưu 

ý rằng đồ thị Hopf có nhiều nét tương đồng với đồ thị Cayley: cả hai đều có tập đỉnh là các 

phần tử của một nhóm và các cạnh tương ứng với phép nhân bởi các phần tử trong một tập 

con cho trước. Tran và Ngo (2023) đã mô tả cấu trúc của đồ thị Hopf Γ𝐺,𝔯 liên kết với nhóm 𝐺 

(tùy ý) và hàm phân nhánh 𝔯, đồng thời đặc trưng các tính chất như chiều Gelfand - Kirillov, 

hạng ổn định, tính đơn vô hạn thuần tuý và sự tồn tại biểu diễn hữu hạn chiều của đại số đường 

Leavitt 𝐿𝐾(Γ𝑆,𝔯) thông qua các tính chất của 𝔯 và 𝐺. 

Được thúc đẩy bởi những kết quả trên, trong bài viết này chúng tôi tập trung khảo sát 

trường hợp đặc biệt nhưng quan trọng khi 𝐺 là nhóm hữu hạn. Việc giới hạn vào nhóm hữu 

hạn không chỉ mang tính chất kỹ thuật mà còn có ý nghĩa sâu sắc: nhóm hữu hạn có cấu trúc 

đại số phong phú với nhiều định lí cổ điển (như định lí Lagrange), cho phép chúng tôi thiết lập 

các kết quả mạnh hơn và cụ thể hơn so với trường hợp tổng quát. Hơn nữa, nhóm hữu hạn xuất 

hiện tự nhiên trong nhiều bài toán của lý thuyết biểu diễn, tổ hợp đại số và vật lý toán. 

Các kết quả chính trong bài báo có thể tóm tắt như sau. Thứ nhất, chúng tôi chứng minh 

rằng khi 𝐺 là nhóm hữu hạn, nửa nhóm con 𝑆 sinh bởi giá của hàm phân nhánh 𝔯 thực chất là 

một nhóm con chuẩn tắc của 𝐺 (Bổ đề 1). Từ đó, nhiều tính chất của đồ thị Hopf trong trường 

hợp hữu hạn được chỉ ra (Định lí 1). Thứ hai, dựa vào định lí Lagrange, chúng tôi thiết lập 

công thức phân tích đại số đường Leavitt thành tổng trực tiếp hữu hạn:  

𝐿𝐾(Γ𝐺,𝔯) ≅ 𝐿𝐾(Γ𝑆,𝔯)
|𝐺|:|𝑆|

 (Định lí 2). Công thức này cho phép rút gọn việc nghiên cứu 𝐿𝐾(Γ𝐺,𝔯) 

về việc nghiên cứu 𝐿𝐾(Γ𝑆,𝔯) với 𝑆 là nhóm con nhỏ hơn. Thứ ba, chúng tôi đưa ra điều kiện 

cần và đủ hoàn toàn đơn giản trên hàm phân nhánh 𝔯 để đại số 𝐿𝐾(Γ𝑆,𝔯) là vành đơn vô hạn 

thuần tuý, điều kiện đó chính là ∑ 𝔯𝐶|𝐶| ≥ 2𝐶∈𝒞  (Định lí 4). Cuối cùng, chúng tôi phân loại 

hoàn toàn các trường hợp mà 𝐿𝐾(Γ𝐺,𝔯) là vành nửa đơn, đơn hay đơn vô hạn thuần tuý thông 

qua tính chất của hàm phân nhánh 𝔯 và nhóm con 𝑆 (Hệ quả 4). 

2. Đại số đường Leavitt  

Trong phần này chúng tôi nhắc lại một số khái niệm về đồ thị có hướng và đại 

số đường Leavitt. 

Một đồ thị có hướng là một bộ 𝐸 = (𝐸0, 𝐸1, 𝑠, 𝑟) bao gồm hai tập hợp 𝐸0, 𝐸1 và hai ánh 

xạ 𝑟, 𝑠: 𝐸1 → 𝐸0. Các phần tử của 𝐸0 được gọi là các đỉnh và các phần tử của 𝐸1 được gọi là 

các cạnh. Đối với mỗi cạnh 𝑒 trong 𝐸1, 𝑠(𝑒) được gọi là điểm đầu của 𝑒 và 𝑟(𝑒) được gọi là 
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điểm cuối của 𝑒. Đồ thị 𝐸
 
được gọi là hữu hạn nếu các tập 𝐸0 và 𝐸1 là các tập hữu hạn phần 

tử. Đồ thị 𝐸 được gọi là tầm thường nếu E chỉ chứa một đỉnh và không có cạnh.  

Một đường đi hữu hạn 𝑝 = 𝑒1 … 𝑒𝑛 trong một đồ thị 𝐸 là một dãy các cạnh 𝑒1, … , 𝑒𝑛 

sao cho 𝑟(𝑒𝑖) = 𝑠(𝑒𝑖+1) với 𝑖 = 1, … , 𝑛 − 1. Trong trường hợp này, ta nói rằng đường đi 𝑝 

bắt đầu tại đỉnh 𝑠(𝑝) ∶= 𝑠(𝑒1) và kết thúc tại đỉnh 𝑟(𝑝) ∶= 𝑟(𝑒𝑛) và có độ dài |𝑝| ∶= 𝑛. Ta ký 

hiệu bởi 𝑝0 tập các đỉnh của đường đi đó, nghĩa là 𝑝0 = { 𝑠(𝑒𝑖), 𝑟(𝑒𝑖) ∣∣ 𝑖 = 1, … , 𝑛 }. 

Một đường đi hữu hạn 𝑝 được gọi là đóng nếu 𝑠(𝑝) = 𝑟(𝑝), trong trường hợp này 𝑝 

được gọi là có đáy tại đỉnh 𝑠(𝑝). Một cạnh 𝑓 là một lối ra của đường đi 𝑝 = 𝑒1 … 𝑒𝑛 nếu tồn 

tại 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 sao cho 𝑠(𝑓) = 𝑠(𝑒𝑖) nhưng 𝑓 ≠ 𝑒𝑖 với mọi 𝑖 = 1, … , 𝑛. Đường đi đóng 𝑝 được 

gọi là một chu trình nếu 𝑝 không đi qua bất kỳ đỉnh nào của nó hai lần. Với một chu trình 𝑐 

trong 𝐸. Ta gọi chu trình 𝑐 là chu trình đơn nếu |𝑟−1(𝑣)| = |𝑠−1(𝑣)| = 1 với mọi 𝑣 ∈ 𝑐0. 

Với các đỉnh 𝑣, 𝑤 ∈ 𝐸0, ta viết 𝑣 ≥ 𝑤 nếu tồn tại một đường đi trong 𝐸 từ 𝑣 đến 𝑤, 
nghĩa là, tồn tại một đường đi hữu hạn 𝑝 với 𝑠(𝑝) = 𝑣 và 𝑟(𝑝) = 𝑤. 

Trong đồ thị 𝐸, một đỉnh 𝑣 được gọi là đỉnh dìm (hoặc đỉnh ngọn) nếu như 𝑠−1(𝑣) = ∅, 
đỉnh 𝑣 được gọi là đỉnh nguồn (hoặc đỉnh gốc) nếu như 𝑟−1(𝑣) = ∅; 𝑣 là đỉnh cô lập nếu nó 

vừa là đỉnh dìm vừa là đỉnh nguồn; 𝑣 được gọi là đỉnh chính quy nếu 0 < |𝑠−1(𝑣)| < ∞. 

Cho 𝐸 là một đồ thị và 𝐻 là một tập con của 𝐸0. Ta nói rằng 𝐻 là di truyền nếu với mọi 

𝑣 ∈ 𝐻 và 𝑤 ∈ 𝐸0, 𝑣 ≥ 𝑤 kéo theo 𝑤 ∈ 𝐻. Ta nói rằng 𝐻 là bão hoà nếu với mỗi đỉnh chính 

quy 𝑣 ∈ 𝐸0, { 𝑟(𝑒) ∣∣ 𝑒 ∈ 𝑠−1(𝑣) } ⊆ 𝐻 kéo theo 𝑣 ∈ 𝐻. 

Một đồ thị 𝐸 được gọi là liên thông mạnh nếu với mọi cặp đỉnh cho trước  

(𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸0 × 𝐸0 tồn tại một đường đi ℎ trong 𝐸 sao cho 𝑠(ℎ) = 𝑢 và 𝑟(ℎ) = 𝑣. 

Cho một đồ thị có hướng 𝐸 = (𝐸0, 𝐸1, 𝑠, 𝑟) và một trường bất kì 𝐾, đại số đường Leavitt 

𝐿𝐾(𝐸) của đồ thị 𝐸 với hệ tử trên 𝐾 là một 𝐾 - đại số sinh bởi tập 𝐸0 và 𝐸1, cùng với tập cạnh 

ảo {𝑒∗| 𝑒 ∈ 𝐸1}, thỏa mãn các điều kiện sau với mọi 𝑣, 𝑤 ∈ 𝐸0 và 𝑒, 𝑓 ∈ 𝐸1: 

(1) 𝑣𝑤 = 𝛿𝑣,𝑤𝑤, (𝛿 là ký hiệu Kronecker); 

(2) 𝑠(𝑒)𝑒 = 𝑒 = 𝑒𝑟(𝑒) và 𝑟(𝑒)𝑒∗ = 𝑒∗ = 𝑒∗𝑠(𝑒); 

(3) 𝑒∗𝑓 = 𝛿𝑒,𝑓𝑟(𝑒); 

(4) 𝑣 = ∑ 𝑒𝑒∈𝑠−1(𝑣) 𝑒∗ với mọi đỉnh chính quy 𝑣. 

3. Kết quả chính 

Trong phần này, chúng tôi chứng minh một số tính chất của đồ thị Hopf trong trường 

hợp hữu hạn khảo sát đại số đường Leavitt liên kết với chúng. 

Trước tiên, chúng tôi nhắc lại một số khái niệm liên quan đến đồ thị Hopf đã được giới 

thiệu trong Definition 3.1 (Cibils & Rosso, 2002).  

Cho 𝐺 là một nhóm nhân và 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺. Ta nói 𝑥 liên kết với 𝑦 nếu tồn tại 𝑧 ∈ 𝐺 sao cho 

𝑥 = 𝑧𝑦𝑧−1. Rõ ràng quan hệ liên kết là một quan hệ tương đương và ta ký hiệu 𝒞 là tập hợp 

tất cả các lớp liên kết của 𝐺. Chúng ta gọi một hàm phân nhánh của 𝐺 là ánh xạ 𝔯: 𝒞 → ℕ, còn 

có thể viết thành 𝔯 = ∑ 𝔯𝐶𝐶𝐶∈𝒞 . Giá của 𝔯 là tập hợp  

supp(𝔯) = {𝐶 ∈ 𝒞|𝔯𝐶 > 0}. 

Ta ký hiệu 𝑆 là nửa nhóm con của 𝐺 sinh bởi tập ⋃𝐶∈𝑠𝑢𝑝𝑝(𝔯)𝐶 và 𝑑 = ∑ 𝔯𝐶|𝐶|𝐶∈supp(𝔯) , 

Lưu ý rằng khi 𝐺 hữu hạn thì 𝑆 là tập hữu hạn và 𝑑 cũng là một số hữu hạn. 
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Ví dụ 1. Cho 𝐺 = 𝑆3 là nhóm đối xứng cấp 3 và viết 

𝐺 = {𝑖𝑑, (12), (13), (23), (123), (132)}. 

Khi đó, 𝒞 = {𝐶1 ≔ [𝑖𝑑], 𝐶2 ≔ [(12)], 𝐶3 ≔ [(123)]}, trong đó 

𝐶1 = {𝑖𝑑}, 𝐶2 = {(12), (13), (23)}, 𝐶3 = {(123), (132)}. 

Xét hàm phân nhánh là 𝔯 = [(132)] + [𝑖𝑑]. Khi đó 𝑑 = 3 và 𝑆 là nửa nhóm con của 𝑆3 

sinh bởi tập {(132), (123), 𝑖𝑑}. Tính toán trực tiếp ta được: 

(123)(132) = (132)(123) = 𝑖𝑑, (123)𝑖𝑑 = (132)(132) = (123), 

(132)𝑖𝑑 = (123)(123) = (132). 

Do đó 𝑆 = {(132), (123), 𝑖𝑑}.◻ 

Định nghĩa 1. (Cibils & Rosso, 2002, Definition 3.1) Cho 𝐺 là một nhóm với hàm phân 

nhánh 𝔯 = ∑ 𝔯𝐶𝐶𝐶∈𝒞 , đồ thị Hopf liên kết với cặp (𝐺, 𝔯), ký hiệu bởi Γ𝐺,𝔯, có tập đỉnh Γ𝐺,𝔯
0 = 𝐺 

và có 𝔯𝐶 cạnh từ 𝑥 đến 𝑥𝑐 với mỗi 𝑥 ∈ 𝐺 và 𝑐 ∈ 𝐶. 

Ví dụ 2. Cho 𝐺 = 𝑆3 là nhóm đối xứng cấp 3 và với cách gọi tên các phần tử như trong 

Ví dụ 1.  

(1) Xét hàm phân nhánh là 𝔯 = [(132)] + [𝑖𝑑]. Khi đó Γ𝐺,𝔯 là đồ thị sau đây: 

 

Hình 1. Ví dụ 2 (1) 

(2) Xét hàm phân nhánh 𝔯 = [(12)] + [(123)]. Khi đó Γ𝐺,𝔯 là đồ thị sau đây: 

 

Hình 2. Ví dụ 2 (2) 

(3) Xét hàm phân nhánh 𝔯 = [𝑖𝑑]. Khi đó có Γ𝐺,𝔯 là đồ thị sau đây: 

 

Hình 3. Ví dụ 2 (3) 
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Trong trường hợp tổng quát, một số tính chất của đồ thị Hopf cũng như đại số đường 

Leavitt liên kết với chúng đã được nghiên cứu trong (Tran & Ngo, 2023). Để khảo sát cho 

trường hợp 𝐺 hữu hạn, chúng ta bắt đầu từ kết quả then chốt sau đây. 

Bổ đề 1. Cho 𝐺 là một nhóm hữu hạn với hàm phân nhánh 𝔯 = ∑ 𝔯𝐶𝐶𝐶∈𝒞 . Khi đó, 𝑆 là 

một nhóm con chuẩn tắc của 𝐺. 

Chứng minh. Lấy một phần tử bất kỳ 𝑥 ∈ 𝐺. Vì 𝐺 hữu hạn nên dãy {𝑥, 𝑥2, … } phải dừng. 

Tức là, tồn tại số nguyên dương 𝑛 sao cho 𝑥𝑛 = 𝑥. Ta xét các khả năng sau. 

Trường hợp 1. 𝑛 = 2. Khi đó 𝑥2 = 𝑥. Áp dụng luật giản ước trên 𝐺 ta được 𝑥 = 1𝐺 . 
Vậy, 𝑆 chứa đơn vị và 𝑥 khả nghịch. 

Trường hợp 2. 𝑛 > 2. Áp dụng luật giản ước trên 𝐺 cho 𝑥𝑥𝑛−1 = 𝑥𝑛 = 𝑥 ta được 

𝑥𝑛−1 = 1𝐺 và 𝑥−1 = 𝑥𝑛−2. Vậy 𝑆 chứa đơn vị và 𝑥 khả nghịch. 

Từ các lập luận trên, ta thu được 𝑆 là một nhóm. Tiếp theo, ta kiểm tra điều kiện chuẩn 

tắc trên nhóm 𝑆. Với mọi 𝑔 ∈ 𝐺 và ℎ ∈ 𝑆. Theo định nghĩa của nửa nhóm 𝑆, ta có thể viết  

ℎ = 𝑐1𝑐2 … 𝑐𝑛 trong đó 𝑐𝑖 ∈ ⋃𝐶∈supp(𝔯)𝐶. Ta có 

𝑔ℎ𝑔−1 = 𝑔𝑐1𝑐2 … 𝑐𝑛𝑔−1 

= 𝑔𝑐1𝑔−1𝑔𝑐2𝑔−1 … 𝑔𝑐𝑛𝑔−1 

= (𝑔𝑐1𝑔−1)(𝑔𝑐2𝑔−1) … (𝑔𝑐𝑛𝑔−1) 

Theo định nghĩa quan hệ liên kết ta có 𝑔𝑐𝑖𝑔−1~𝑐𝑖, ∀𝑖 = 1, . . , 𝑛. Suy ra 𝑔𝑐𝑖𝑔−1 ∈ ⋃𝐶∈𝑠𝑢𝑝𝑝(𝔯)𝐶. 

Vì thế 𝑔ℎ𝑔−1 ∈ 𝑆. Vậy 𝑆 là nhóm con chuẩn tắc của 𝐺. ◻  

Tiếp theo, chúng ta nhắc lại theo (Tran & Ngo, 2023) một số đồ thị con trong đồ thị 

Hopf Γ𝐺,𝔯 sinh ra bởi tập 𝑆.  

Ký hiệu Δ𝐺,𝔯 là đồ thị con của Γ𝐺,𝔯 sau đây: Nếu 𝔯 = 0, thì Δ𝐺,𝔯 là đồ thị tầm thường, 

ngược lại 

Δ𝐺,𝔯 = (Δ𝐺,𝔯
0 , Δ𝐺,𝔯

1 , 𝑟|Δ𝐺,𝔯
1 , 𝑠|Δ𝐺,𝔯

1 ) 

trong đó Δ𝐺,𝔯
0 ≔ 〈𝑆〉 và Δ𝐺,𝔯

1 ≔ 𝑟−1(Δ𝐺,𝔯
0 ). 

Ký hiệu Λ𝐺,𝔯 là đồ thị con của Γ𝐺,𝔯 sau đây: Nếu 𝑆 không phải là vị nhóm con của 𝐺, thì Λ𝐺,𝔯 

là đồ thị tầm thường, ngược lại 

Λ𝐺,𝔯 = (Λ𝐺,𝔯
0 , Λ𝐺,𝔯

1 , 𝑟|Λ𝐺,𝔯
1 , 𝑠|Λ𝐺,𝔯

1 ) 

trong đó Λ𝐺,𝔯
0 ≔ 𝐺(𝑆) là nhóm con lớn nhất của 𝐺 chứa trong 𝑆 và  

Λ𝐺,𝔯
1 ≔ 𝑟−1(Λ𝐺,𝔯

0 ) ∩ 𝑠−1(Λ𝐺,𝔯
0 ). 

Các tính chất của dãy đồ thị Γ𝐺,𝔯, Δ𝐺,𝔯 và Λ𝐺,𝔯 đã được mô tả tường minh trong 

Theorem 2.10 (Tran & Ngo, 2023) và theo thứ tự đó, chúng có quan hệ bao hàm thực sự. Tuy 

nhiên, trong phần sau, chúng ta sẽ chỉ ra chúng trùng nhau trong một vài trường hợp riêng. 

Ví dụ 3. (1) Xét đồ thị Hopf Γ𝐺,𝔯  trong Ví dụ 2 (1). Khi đó ta có Λ𝐺,𝔯 = Δ𝐺,𝔯 là đồ thị sau đây: 
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Hình 4. Ví dụ 3 (1) 

(2) Xét đồ thị Hopf Γ𝐺,𝔯 trong Ví dụ 2 (2). Khi đó ta có Λ𝐺,𝔯 = Δ𝐺,𝔯 = Γ𝐺,𝔯.  ◻ 

Bổ đề 2. Cho 𝐺 là một nhóm hữu hạn với hàm phân nhánh 𝔯 = ∑ 𝔯𝐶𝐶𝐶∈𝒞 . Khi 

đó, Δ𝐺,𝔯
0 = Λ𝐺,𝔯

0 = 𝑆. 

Chứng minh. Vì 𝐺 hữu hạn nên theo Bổ đề 1 ta có 𝑆 là một nhóm. Theo định nghĩa của 

Δ𝐺,𝔯
0  ta thu được Δ𝐺,𝔯

0 = 𝑆. 

Ta lại có Λ𝐺,𝔯
0  là nhóm con lớn nhất của 𝐺 chứa trong 𝑆. Do đó Λ𝐺,𝔯

0 = 𝑆. 

Vậy nếu 𝐺 là nhóm hữu hạn thì Δ𝐺,𝔯
0 = Λ𝐺,𝔯

0 = 𝑆.  ◻ 

Hệ quả 1. Cho 𝐺 là một nhóm hữu hạn với hàm phân nhánh 𝔯 = ∑ 𝔯𝐶𝐶𝐶∈𝒞 . Khi 

đó, Δ𝐺,𝔯 = Λ𝐺,𝔯 = Γ𝑆,𝔯. 

Chứng minh. Theo Bổ đề 2 ta có Δ𝐺,𝔯
0 = Λ𝐺,𝔯

0 = 𝑆. Như vậy, các đồ thị Δ𝐺,𝔯, Λ𝐺,𝔯, Γ𝑆,𝔯 có 

cùng tập đỉnh. Thêm nữa, các cạnh trong Δ𝐺,𝔯, Λ𝐺,𝔯, Γ𝑆,𝔯 chính là các cạnh trong Γ𝐺,𝔯 hạn chế lên 

tập hợp tương ứng. Do đó chúng trùng nhau và chính là đồ thị Hopf tương ứng với nhóm 𝑆 

với cùng một hàm phân nhánh 𝔯.  ◻ 

Ví dụ 4. (1) Xét tập đỉnh của Λ𝐺,𝔯 và Δ𝐺,𝔯 trong Ví dụ 3 (1) ta có  

Δ𝐺,𝔯
0 = Λ𝐺,𝔯

0 = 𝑆 = {𝑖𝑑, (123), (132)}. 

(2) Xét tập đỉnh của Λ𝐺,𝔯 và Δ𝐺,𝔯 trong Ví dụ 3 (2) ta có  

Δ𝐺,𝔯
0 = Λ𝐺,𝔯

0 = 𝑆 = 𝑆3 .  ◻ 

Hệ quả 2. Cho 𝐺 là một nhóm hữu hạn với hàm phân nhánh 𝔯 = ∑ 𝔯𝐶𝐶𝐶∈𝒞 . Khi 

đó, Γ𝑆,𝔯 là một thành phần liên thông mạnh của Γ𝐺,𝔯. 

Chứng minh. Áp dụng Theorem 2.10 (Tran & Ngo, 2023) và Bổ đề 2 ta được 

 Δ𝐺,𝔯 = Λ𝐺,𝔯 = Γ𝑆,𝔯 là một thành phần liên thông mạnh của Γ𝐺,𝔯.◻ 

Ví dụ 5. (1) Xét đồ thị Hopf Γ𝐺,𝔯 trong Ví dụ 2 (1). Khi đó ta có Δ𝐺,𝔯 = Λ𝐺,𝔯 = Γ𝑆,𝔯 là đồ 

thị con liên thông mạnh của Γ𝐺,𝔯 như sau: 

 

Hình 5. Ví dụ 5 (1) 
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 (2) Xét tập hợp ma trận 𝛨 = {(
𝑎 𝑏

−𝑏 𝑎
) |𝑎, 𝑏 ∈ ℝ, 𝑎2 + 𝑏2 ≠ 0}. Dễ thấy (𝛨, . ) là 

một nhóm giao hoán. Do nhóm giao hoán nên mỗi lớp liên kết là một phần tử trong 𝐻. Xét 

hàm phân nhánh 𝔯 = [(
1 0
0 1

)] + [(
0 −2

−2 0
)]. Khi đó, đồ thị Γ𝐻,𝔯 có dạng như sau: 

 

Hình 6. Ví dụ 5 (2) 

Trong trường hợp này, Δ𝐻,𝔯 không là liên thông mạnh.◻ 

Định lí sau đây mô tả các tính chất của đồ thị Hopf trong trường hợp hữu hạn. 

Định lí 1. Cho 𝐺 là một nhóm hữu hạn với hàm phân nhánh 𝔯 = ∑ 𝔯𝐶𝐶𝐶∈𝒞 . Khi đó, đồ 

thị Hopf  Γ𝐺,𝔯 có các tính chất sau: 

(1) Bậc ra và bậc vào tại mỗi đỉnh của Γ𝐺,𝔯 đều bằng 𝑑; 

(2) Nếu 𝔯 = 0 thì Γ𝐺,𝔯 là hợp rời của |𝐺| điểm cô lập; 

(3) Nếu 𝔯 ≠ 0 thì mỗi đỉnh của Γ𝐺,𝔯 là đáy của 𝑑 chu trình; 

(4) Nếu 𝑑 = 1 thì  Γ𝐺,𝔯 là hợp rời của |𝐺|: |𝑆| chu trình đơn. 

Chứng minh. (1) Theo Proposition 2.6 (1) (Tran & Ngo, 2023) ta có bậc ra và bậc vào 

tại mỗi điểm của Γ𝐺,𝔯 bằng nhau. Vì 𝐺 hữu hạn nên bậc ra và vào là hữu hạn. Theo định nghĩa 

của Γ𝐺,𝔯 ta có 𝔯𝐶 cạnh từ 𝑥 đến 𝑥𝑐 với mỗi 𝑥 ∈ 𝐺 và 𝑐 ∈ 𝐶, do đó bậc ra và bậc vào tại mỗi 

điểm của Γ𝐺,𝔯 bằng nhau và bằng ∑ 𝔯𝐶|𝐶| = 𝑑𝐶∈supp(𝔯) .  

(2) và (3) được suy ra từ Proposition 2.6 (4, 7) (Tran & Ngo, 2023). 

(4) Giả sử rằng 𝑑 = ∑ 𝔯C|C|C∈supp(𝔯) = 1. Khi đó, hàm phân nhánh 𝔯 có dạng 𝔯 = 1𝑐 với 

𝑐 là một phần tử nào đó của 𝐺. Vì 𝐺 là nhóm hữu hạn nên tồn tại số nguyên dương 𝑛 sao cho 

𝑐𝑛 = 1𝐺 . Vì thế, 𝑆 = 〈𝑐〉 là một nhóm con xyclic của 𝐺 sinh bởi 𝑐. Suy ra Δ𝐺,𝔯 = Λ𝐺,𝔯 = Γ𝑆,𝔯 là 

một chu trình đơn gồm 𝑛 đỉnh và 𝑛 cạnh như sau: 

 

Hình 8. Định lí 1 (4) 

Khi đó, theo Theorem 2.10 (1) (Tran & Ngo, 2023) ta có Γ𝐺,𝔯 là hợp rời của |𝐺|: |𝑆| chu 

trình đơn như trên. ◻ 
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Trong trường hợp 𝐺 là nhóm xyclic, ta có mô tả sau đây về đồ thị Hopf của 𝐺. Lưu ý, nếu 𝐺 

là nhóm xyclic thì 𝐺 có tính giao hoán. Khi đó, quan hệ liên kết trở thành quan hệ bằng nhau thông 

thường giữa các phần tử trong nhóm. 

Hệ quả 3. Cho 𝐺 là một nhóm xyclic sinh bởi phần tử 𝑎 cấp bằng 𝑛 và 𝔯 = ∑ 𝔯𝑖𝑎𝑖𝑛−1
𝑖=0  là hàm 

phân nhánh và 𝑑 = ∑ 𝔯𝑖
𝑛−1
𝑖=0 . Khi đó, đồ thị Hopf  Γ𝐺,𝔯 có các tính chất sau: 

(1) Bậc ra và bậc vào tại mỗi đỉnh của Γ𝐺,𝔯 đều bằng 𝑑; 

(2) Nếu 𝔯 = 0 thì đồ thị Hopf  Γ𝐺,𝔯 là hợp rời của 𝑛 đỉnh cô lập; 

(3) Nếu 𝔯 ≠ 0 thì mỗi đỉnh của Γ𝐺,𝔯 là đáy của 𝑑 chu trình; 

(4) Nếu hàm phân nhánh có dạng 𝔯 = 𝑎𝑖 thì Γ𝐺,𝔯 là hợp rời của 𝑔𝑐𝑑(𝑛, 𝑖) chu trình đơn, 

trong đó 𝑔𝑐𝑑(𝑛, 𝑖) là ước chung lớn nhất của 𝑛 và 𝑖.  

Chứng minh. (1) Vì 𝐺 là nhóm giao hoán nên mỗi lớp 𝐶𝑖 có đúng một phần tử là 𝑎𝑖 .  
Theo Định lí 1 (1) ta có bậc ra và bậc vào tại mỗi điểm của Γ𝐺,𝔯 bằng nhau và bằng một số hữu 

hạn là 

∑ 𝔯𝐶|𝐶|

𝐶∈supp(𝔯)

= ∑ 𝔯𝑖

𝑛−1

𝑖=0

= 𝑑. 

(2) Theo Định lí 1 (2) nếu 𝔯 = 0 thì Γ𝐺,𝔯 là hợp rời của |𝐺| = 𝑛 điểm cô lập.  

(3) Suy ra trực tiếp từ Định lí 1 (3). 

(4) Ta có |𝐺| = 𝑛 và |𝑆| chính là cấp của phần tử 𝑎𝑖 . Kết quả từ lý thuyết nhóm cho ta biết 

cấp của 𝑎𝑖 đúng bằng 𝑛/𝑔𝑐𝑑(𝑛, 𝑖). Áp dụng Định lí 1 (4) suy ra Γ𝐺,𝔯 là hợp rời của 𝑔𝑐𝑑(𝑛, 𝑖) chu 

trình đơn. ◻ 

Ví dụ 6. Cho (𝐺, . ) = (ℤ4, +) khi đó: 

(1) Với hàm phân nhánh 𝔯 = 0̅ ta có đồ thị Hopf Γ𝐺,𝔯 tương ứng là 

 

Hình 9. Ví dụ 6 (1) 

(2) Với hàm phân nhánh 𝔯 = 0̅ + 1̅ ta có đồ thị Hopf Γ𝐺,𝔯 tương ứng là 

 

Hình 10. Ví dụ 6 (2) 

(3) Với hàm phân nhánh 𝔯 = 2. 2̅ ta có đồ thị Hopf Γ𝐺,𝔯 tương ứng là 
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Hình 11. Ví dụ 6 (3) 

(4) Với hàm phân nhánh 𝔯 = 3̅ ta có đồ thị Hopf Γ𝐺,𝔯 tương ứng là 

 

Hình 12. Ví dụ 6 (4) ◻ 

Dựa vào định lí Lagrange cho nhóm thương 𝐺 𝑆⁄ , chúng tôi thiết lập công thức phân tích 

đại số đường Leavitt thành tổng trực tiếp hữu hạn như sau. 

Định lí 2. Cho 𝐺 là một nhóm hữu hạn với hàm phân nhánh 𝔯 = ∑ 𝔯𝐶𝐶𝐶∈𝒞  và 𝐾 là một 

trường tuỳ ý. Khi đó, ta có 

𝐿𝐾(Γ𝐺,𝔯) ≅ 𝐿𝐾(Γ𝑆,𝔯)
|𝐺|:|𝑆|

. 

Chứng minh. Theo Theorem 2.10 (5) (Tran & Ngo, 2023) ta có  

𝐿𝐾(Γ𝐺,𝔯) ≅ 𝐿𝐾(Δ𝐺,𝔯)
(𝐺 𝑆⁄ )

. 

Vì 𝐺 là nhóm hữu hạn nên ta có 𝐿𝐾(Γ𝐺,𝔯) ≅ 𝐿𝐾(Δ𝐺,𝔯)
|𝐺 𝑆⁄ |

. Áp dụng Định lí Lagrange cho nhóm 

thương 𝐺 𝑆⁄  ta được |𝐺 𝑆⁄ | = |𝐺|: |𝑆| và theo Hệ quả 1 ta được 

𝐿𝐾(Γ𝐺,𝔯) ≅ 𝐿𝐾(Γ𝑆,𝔯)
|𝐺|:|𝑆|

.  ◻ 

Kết quả trên cho phép chúng ta quy việc nghiên cứu 𝐿𝐾(Γ𝐺,𝔯) về việc nghiên cứu 

𝐿𝐾(Γ𝑆,𝔯) với 𝑆 là nhóm con của 𝐺. 

Ví dụ 7. Xét đồ thị Hopf trong Ví dụ 2 (1), ta có |𝐺| = 6, |𝑆| = 3. Áp dụng Định lí 2, 

ta được 𝐿𝐾(Γ𝐺,𝔯) = 𝐿𝐾(Γ𝑆,𝔯)
2

.  ◻ 

Trong phần còn lại của bài viết, chúng tôi khảo sát vấn đề đơn vô hạn thuần tuý của các 

đại số đường Leavitt liên kết với các đồ thị Hopf hữu hạn. Một phần tử luỹ đẳng 𝑒 trong vành 

𝑅 được gọi là vô hạn nếu 𝑒𝑅 đẳng cấu như các 𝑅 - môđun với một hạng tử trực tiếp thực sự 

của nó. Một vành đơn 𝑅 được gọi là vô hạn thuần tuý nếu như mọi iđêan phải của 𝑅 đều chứa 

một luỹ đẳng vô hạn. Trong (Abrams & Aranda Pino, 2006) và (Abrams & Aranda Pino, 2008) 

Abrams và Aranda Pino cung cấp một tiêu chuẩn trên các đồ thị hữu hạn bậc ra để đại số đường 

Leavitt của chúng là đơn vô hạn thuần tuý. Kết quả này đã được mở rộng cho các đồ thị bất kỳ theo 

Theorem 3.1.10 (Abrams & cs, 2017). 

 Tiếp theo chúng tôi đưa ra điều kiện cần và đủ trên hàm phân nhánh 𝔯 để đại số 

𝐿𝐾(Γ𝑆,𝔯) là vành đơn vô hạn thuần tuý. Lưu ý rằng 𝐾[𝑥, 𝑥−1] ký hiệu cho Đại số đa thức 
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Laurent trên trường K và 𝑀𝑑(𝐾) là Đại số các ma trận vuông cấp 𝑑 trên 𝐾. 

Định lí 3. Cho 𝐺 là một nhóm hữu hạn với hàm phân nhánh 𝔯 = ∑ 𝔯C𝐶𝐶∈𝒞  sao cho 𝑆 

khác tầm thường. Khi đó, 𝐿𝐾(Γ𝑆,𝔯) là một vành đơn vô hạn thuần tuý khi và chỉ khi 𝑑 ≥ 2.  

Chứng minh. (⇒) Giả sử rằng 𝐿𝐾(Γ𝑆,𝔯) là đơn vô hạn thuần tuý. Ta xét hai trường hợp. 

Trường hợp 1: 𝑑 = 0. Theo Corollary 2.12 (1) (Tran & Ngo, 2023) ta được  

𝐿𝐾(Γ𝑆,𝔯) = 𝐾|𝑆|. 

Do 𝑆 khác tầm thường nên |𝑆| ≥ 2. Vì thế, 𝐿𝐾(Γ𝑆,𝔯) không là đơn vô hạn thuần tuý. Ta gặp 

một mâu thuẫn.  

Trường hợp 2: 𝑑 = 1. Vì 𝑆 là một vị nhóm con của 𝐺 nên theo Corollary 2.12 (2) trong 

(Tran & Ngo, 2023) ta được 

𝐿𝐾(Γ𝐺,𝔯) = 𝑀|𝑆|(𝐾[𝑥, 𝑥−1])(G/𝑆). 

Vì thế, 𝐿𝐾(Γ𝑆,𝔯) có nhiều hơn một idean do đó 𝐿𝐾(Γ𝑆,𝔯)  không là đơn vô hạn thuần tuý. Ta gặp 

một mâu thuẫn.  

Từ các mâu thuẫn trên, suy ra 𝑑 ≥ 2.  

(⇐) Giả sử 𝑑 ≥ 2. Theo Hệ quả 1, Δ𝐺,𝔯 = Λ𝐺,𝔯 = Γ𝑆,𝔯 là một thành phần liên thông 

mạnh của Γ𝐺,𝔯. Áp dụng Lemma 2.9.6 trong (Abrams & cs, 2017)  ta thấy tập con di 

truyền và bão hoà của ΓS,𝔯 chỉ là ∅ và Γ𝑆,𝔯 . Theo Định lí 1 ta được Γ𝑆,𝔯 là đồ thị có chu 

trình. Vì 𝑑 ≥ 2 nên mọi chu trình trong Γ𝑆,𝔯 đều có lối ra. Khi đó, theo Theorem 3.1.10 

(Abrams & cs, 2017) ta có 𝐿𝐾(Γ𝑆,𝔯) là đơn vô hạn thuần tuý. ◻  

Ví dụ 8. (1) Xét đồ thị Hopf Γ𝐺,𝔯 trong Ví dụ 2 (1). Khi đó ta có 𝐿𝐾(Γ𝑆,𝔯) là một vành 

đơn vô hạn thuần tuý. 

(2) Xét đồ thị Hopf Γ𝐺,𝔯 trong Ví dụ 5 (2). Khi đó ta có 𝐿𝐾(Γ𝑆,𝔯) không là một vành đơn 

vô hạn thuần tuý. 

Cuối cùng, chúng tôi phân loại hoàn toàn các trường hợp mà 𝐿𝐾(Γ𝐺,𝔯) là vành nửa đơn, 

đơn hay đơn vô hạn thuần tuý thông qua tính chất của hàm phân nhánh 𝔯 và nhóm con 𝑆. 

Hệ quả 4. Cho 𝐺 là một nhóm hữu hạn khác tầm thường với hàm phân nhánh 

𝔯 = ∑ 𝔯𝐶𝐶𝐶∈𝒞 . Khi đó, ta có các khẳng định sau:  

(1) Nếu 𝑑 = 0 hoặc 𝑑 = 1 và 𝑆 ≠ 𝐺 thì 𝐿𝐾(Γ𝑆,𝔯) là vành nửa đơn; 

(2) Nếu 𝑑 = 1 và 𝑆 = 𝐺 thì 𝐿𝐾(Γ𝐺,𝔯) là vành đơn; 

(3) Nếu 𝑑 ≥ 2 và 𝑆 = 𝐺 thì 𝐿𝐾(Γ𝑆,𝔯) là vành đơn vô hạn thuần tuý. 

Chứng minh. (1) Nếu 𝑑 = 0 thì Γ𝐺,𝔯 là hợp rời của các đỉnh cô lập và 

𝐿K(Γ𝐺,𝔯) =  𝐾|𝐺| 

là tổng trực tiếp hữu hạn của các trường 𝐾. Do đó, 𝐿𝐾(Γ𝐺,𝔯) là nửa đơn. 

Nếu 𝑑 = 1 và 𝑆 ≠ 𝐺 thì theo Định lí 1, Γ𝐺,𝔯 là hợp rời của |𝐺|: |𝑆| chu trình đơn và theo 

Định lí 2, ta lại có  

𝐿K(Γ𝐺,𝔯) =  𝑀|𝑆|(𝐾[𝑥, 𝑥−1])|𝐺|:|𝑆| 
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Do đó, 𝐿𝐾(Γ𝐺,𝔯) là nửa đơn. 

(2) Nếu 𝑑 = 1 và 𝑆 = 𝐺 thì theo Định lí 1, Γ𝐺,𝔯 chỉ gồm một chu trình đơn và theo Định 

lí 2, ta lại có  

𝐿K(Γ𝐺,𝔯) =  𝑀|𝐺|(𝐾[𝑥, 𝑥−1]). 

Do đó, 𝐿𝐾(Γ𝐺,𝔯) là vành đơn. 

(3) Nếu 𝑑 ≥ 2 và 𝑆 = 𝐺 thì theo Định lí 2, 𝐿𝐾(Γ𝐺,𝔯) ≅ 𝐿𝐾(Γ𝑆,𝔯). Mặt khác, theo 

Định lí 4, 𝐿𝐾(Γ𝑆,𝔯) là một vành đơn vô hạn thuần tuý. ◻ 

4. Kết luận 

Trong bài báo này, chúng tôi đã thiết lập được một số kết quả mới về tính chất của các 

đồ thị Hopf hữu hạn và đại số đường Leavitt liên kết với chúng. Điểm mấu chốt của nghiên 

cứu là việc chứng minh nửa nhóm 𝑆 sinh bởi giá của hàm phân nhánh thực chất là một nhóm 

con chuẩn tắc của 𝐺 khi 𝐺 hữu hạn. Từ đó, chúng tôi áp dụng định lí Lagrange để thiết lập 

công thức phân tích đại số đường Leavitt của đồ thị Hopf thành tổng trực tiếp hữu hạn của các 

thành phần “dễ khảo sát hơn”, đồng thời đặc trưng hoàn toàn tính đơn vô hạn thuần tuý, tính 

đơn và tính nửa đơn của các đại số này. 

Lời cảm ơn: Nghiên cứu này được hỗ trợ bởi Trường Đại học Đồng Tháp với Đề tài 

nghiên cứu khoa học của sinh viên mã số SPD2024.02.41. 
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   Λ  G , 𝔯


   Γ  G , 𝔯  


   Λ  G , 𝔯 =  Δ  G , 𝔯


   Γ  G , 𝔯
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   Δ  G , 𝔯 0 = S .
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   Δ  G , 𝔯 =  Λ  G , 𝔯 =  Γ  S , 𝔯 .
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    L  K  (  Γ  G , 𝔯 ) ≅   L  K    (  Δ  G , 𝔯 )   |   G  S | .
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