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Tém tit

Trong bai viét nay, chiing téi khao sdt do thi Hopf lién két véi nhém hivu han va dai sé
dwong Leavitt lién ket voi chung. Chung toi chi ra rang khi G la nhom hitu han voi ham phan
nhanh t = Y,ceetcC thi mika nhém S sinh boi gia cua ham phdn nhanh v la mot nhém con
chudn tic cia G. Tir d6, ching téi thiét ldp cong thirc phan tich dai sé dwong Leavitt L K(FG,t)
thanh tong triee tiép ciia |G|:|S| ban sao ciia LK(FSJ). Hon nita, chiing téi dwa ra diéu kién
can va di trén ham phdn nhanh t dé LK(FS,r) la vanh don vé han thuan tuy, ciing nhir ddc
trung cdc diéu kién d@é L K(FG,r) la vanh don, nira don théng qua cdc tinh chdt ciia ham phdn
nhanh t va nhom con S.
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Abstract

This paper investigates the Hopf graphs associated with finite groups and their Leavitt
path algebras. It shows that if G is a finite group and v = Y,cectcC is a ramification data on
G, then the semigroup S generated by the support of t is a normal subgroup of G. Based on
this result, a decomposition result is established to describe the Leavitt path algebra L K(FG,r)
as a direct sum of |G|: |S| copies of Lk (Fs,r)- Furthermore, necessary and sufficient conditions
are given on the ramification datas t for LK(F S,r) to be a purely infinite simple ring, and

characterize when LK(F G,t) is a simple, semi - simple ring in terms of the properties of the
ramification datas t and the subgroup S.
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1. Gidi thiéu

Cho trudc mot do thi (c6 hudng) hitu han bac ra E va mdt truong K, Abrams va Aranda
Pino (2005), va mot cach doc 1ap Ara & cs (2007) di gisi thidu khai niém dai s6 duong Leavitt
Lg(E ) Abrams va Aranda Pino (2008) sau d6 dd m¢ rong dinh nghia cho cac d6 thi dém duoc.
Dai s6 duong Leavitt 1a m¢ rong cua dai s0 Leavitt cua (Leavitt, 1962) va dong thoi chira
nhiéu 16p dai sb tha vi khac nhu dai sb ma tran, dai sb da thirc Laurent, ... Trong subt hai thap
ky vira qua, dai s6 duong Leavitt da tro thanh mot chi d& nghién ctru s6i dong cia cac nha
toan hoc thudc nhiéu linh vuc khac nhau. Bai bao (Abrams, 2015) da tong quan dugc lich sir
va mot sb khia canh nghién ctru cha yéu trong linh vuc nay.

Mot trong nhimng xu hudng nghién ciru hién nay trong linh vuc dai s6 dudong Leavitt 1a
khao sat cac tinh chit cua dai sé duong Leavitt lién két v6i cac 16p d6 thi dic biét c6 ngudn
gbc tir 1y thuyét nhom. Abrams va Schoonmaker (2015) da khao sat dai s6 duong Leavitt cua
céc dd thi Cayley sinh boi nhom xyclic. Tiép theo d6, Mohan (2021) da xac dinh cac dai s6
don trong 16p cac dai s6 duong Leavitt lién két voi do thi Cayley c6 trong sé ctia mot nhom.
M¢ rong huéng nghién ctru nay, nam 2023, Tran va Ngo (2023) da nghién ciru dai s6 dudng
Leavitt ciia do thi Hopf - mot khai niém dwoc gidi thiéu boi Cibils va Rosso (2002). Can luu
¥ rang d6 thi Hopf c6 nhidu nét twong dong vai do thi Cayley: ca hai déu c6 tap dinh 1a cac
phan tir cia mot nhém va cac canh tuong Gmg véi phép nhan béi cac phén tir trong mot tap
con cho trude. Tran va Ngo (2023) dd mé ta cau trac cua do thi Hopf ¢ lién két voi nhom G
(tuy ¥) va ham phén nhanh r, ddng thoi dic trung cac tinh chit nhu chidu Gelfand - Kirillov,
hang 6n dinh, tinh don v6 han thudn tuy va su ton tai biéu dién hitu han chiéu cua dai sb duong
Leavitt Lg (Fs,z) thong qua céc tinh chat ciar va G.

Pugc thic ddy boi nhitng két qua trén, trong bai viét ndy chung toi tap trung khao sat
truong hop dac biét nhung quan trong khi G 1a nhém hitu han. Viéc gidi han vao nhom hiru
han khong chi mang tinh chat ky thuat ma con c6 y nghia sau sdc: nhom hitu han 6 ciu tric
dai s6 phong phu voi nhiéu dinh i ¢6 dién (nhu dinh 1i Lagrange), cho phép chung t61 thiét lap
céc két qua manh hon va cu thé hon so véi truong hop tong quat. Hon nita, nhém hiru han Xuat
hién ty nhién trong nhiéu bai toan cta 1y thuyét biéu dién, t6 hop dai s va vat Iy toan.

Céc két qua chinh trong bai bao co thé tom tit nhu sau. Thtr nhét, chung t6i chirng minh
rang khi G 1a nhém hitu han, nira nhom con S sinh boi gia ciia ham phan nhanh t thyc chét 1a
mot nhdm con chuén tic cua G (BS dé 1). Tir d6, nhidu tinh chat cua do thi Hopf trong truong
hop hitu han dugc chi ra (Binh 1i 1). Thir hai, dya vao dinh li Lagrange, ching t6i thiét 1ap
cong thirc phan tich dai sd duong Leavitt thanh tong truc tiép hiru han:

LK(FG r) = LK(FS r) (GEIS] (Pinh li 2). Cong thitc nay cho phép rut gon viéc nghién ctru LK(FG r)
vé viéc nghién ciru Ly (FSI) v6i S 12 nhém con nho hon. Thit ba, ching t6i dua ra diéu kién
can va da hoan toan don gian trén ham phan nhanh r dé dai s6 L (Fs,r) la vanh don v6 han
thudn tuy, didu kién d6 chinh 14 ¥ ceete|C| = 2 (Pinh 1i 4). Cudi cing, ching t6i phén loai
hoan toan céac truong hgp ma Ly (FG,r) 1a vanh nira don, don hay don vo han thuan tuy thong
qua tinh chat cia ham phéan nhanh r va nhém con S (H¢ qua 4).

2. Pai s6 dwong Leavitt

Trong ph?m nay chung toi nhic lai mot s6 khai niém vé d6 thi co huéng va dai
so duong Leavitt.

Mot do thi cé hudng1amdtbd E = (E°, E, s, r) bao gom hai tip hop E®, E® va hai 4nh
xar,s:El - E° Cac phan tir cua E° duoc goi 1a cac dinh va cdc phan ti cua E 1 Guoc goi la
cac canh. Doi v6i mdi canh e trong E*, s(e) duoc goi 1a diém dau cta e va r(e) duge goi 1a
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diém cudi cta e. DO thi E dugc goi 14 hitu han néu cac tap E® va E' 1a cac tap hitu han phan
tr. Do thi E duogc goi 1a tam thuong néu E chi chira mot dinh va khong c6 canh.

Mot duong di hitu han p = e; ... e, trong mot dd thi E 1a mot day céc canh e, ..., e,
sao cho r(e;) = s(e;41) voi i = 1,...,n — 1. Trong truong hop nay, ta noéi rang duodng di p
bat dau tai dinh s(p) := s(e;) va ket thuc tai dinh r(p) := r(e,) va c6 do dai |p| := n. Taky
hiéu bai p° tap cac dinh ctia duong di do, nghia la p® = {s(e)),r(e)) |i=1,...,n}.

Mot dudng di hiru han p duge goi 1a déng néu s(p) = r(p), trong trudng hop nay p
duogc goi 1a ¢6 day tai dinh s(p). Mot canh f 1a mot I6i ra cta dudng di p = e; ... e, néu ton
tai 1 < i < nsao cho s(f) = s(e;) nhung f # e; véimoi i = 1, ..., n. Duong di dong p dugce
goi 1a mot chu trinh néu p khong di qua bat ky dinh nao cua no hai lan. V&i mot chu trinh ¢
trong E. Ta goi chu trinh c 1a chu trinh don néu |[r~*(v)| = |s~1(v)| = 1 véi moi v € ¢°.

V6i cac dinh v,w € E°, ta viét v = w néu tdn tai mot duong di trong E tor v dén w,
nghia 1a, ton tai mot duong di hiru han p véi s(p) = v var(p) = w.

Trong d thi E, mot dinh v duoc goi 1a dinh dim (hodc dinh ngon) néu nhu s~*(v) = @
dinh v duoc goi 1a dinh nguon (hoic dinh goc) néu nhu r~1(v) = @; v 1a dinh cé ldp néu nod
vira la dinh dim vira 1a dinh nguodn; v dwoc goi 1a dinh chinh quy néu 0 < |s~1(v)| < oo.

Cho E 1a mét d6 thi va H 1a mot tap con ciia E°. Ta noi rang H 13 di truyén néu véi moi
vEHvaw € E% v >wkéo theow € H. Ta noi rang H 1a bdo hoa néu véi mdi dinh chinh
quyv € E%{r(e) | e €s 1(v)} S Hkéo theov € H.

Mot d6 thi E dwoc goi 1a lién théng manh néu voi moi cip dinh cho trudce
(u,v) € E® x E° ton tai mot dudng di h trong E sao cho s(h) = u var(h) = v.

Cho mét db thi c6 huéng E = (E°, E', s,r) va mot truong bat ki K, dai s6 duong Leavitt
Lk (E) ctia do thi E v&i hé tir trén K 1a mot K - dai so sinh boi tap E° va E1, ciing véi tip canh
40 {e*| e € E'}, thda man cic diéu kién sau véi moi v,w € E® vae, f € EL:

(1) vw = 6,,,,w, (4 1a ky hiéu Kronecker);

2)s(e)e =e =er(e)var(e)e* =e* =e*s(e);

() e’ f = e pr(e);

(4) v = Yees-1(v) € " v6i moi dinh chinh quy v.

3. Két qua chinh

Trong phan nay, ching t6i chimg minh mot s tinh chat cua dd thi Hopf trong truong
hop hitu han khao sat dai s6 duong Leavitt lién két voi chiing.

Trudc tié€n, chung toi nhéc lai mot s6 khai niém lién quan dén db thi Hopf da dugc gioi
thiéu trong Definition 3.1 (Cibils & Rosso, 2002).

Cho G 1a mdt nhém nhan va x,y € G. Ta noi x lién két voi y néu ton tai z € G sao cho
x = zyz~ 1. R rang quan hé lién két 1a mot quan hé twong duong va ta ky hiéu C 1a tap hop
tat ca cac 16p lién ket ciia G. Ching ta goi mot ham phdn nhanh cia G 1a &nh xar: C = N, con
6 thé viét thanh v = Y, -ce v C. Gid cta r 1a tdp hop

supp(x) = {C € Cl|t; > 0}.

Ta ky hiéu S 1a nira nhém con cua G sinh boi tap UCESupp(r)C vad = Ycesupp) telCl,
Luu y rang khi G hitu han thi S 1a tap hitu han va d ciing 1a m6t s6 hiru han.
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Vi du 1. Cho G = S5 1a nhém d6i xtmg cap 3 va viét
G = {id, (12),(13),(23),(123),(132)}.
Khi @6, C = {C; = [id], C, == [(12)], C5 == [(123)]}, trong d6
¢, = {id}, ¢; = {(12),(13), (23)}, Gz = {(123), (132)}-

Xét ham phan nhénh la x = [(132)] + [id]. Khi d6 d = 3 va S 1a nira nhom con clia S;
sinh bai tap {(132),(123), id}. Tinh toan truc tiép ta dugc:

(123)(132) = (132)(123) = id, (123)id = (132)(132) = (123),
(132)id = (123)(123) = (132).
Do d6 S = {(132), (123), id}.0

Pinh nghia 1. (Cibils & Rosso, 2002, Definition 3.1) Cho G 1a m¢t nhom véi ham phan
nhanh r = YceetcC, d6 thi Hopf lién két véi cip (G, 1), ky higu béi Ty, 6 tap dinh I, = G
va ¢ 1 canh tir x dén xc v6i mdi x € G vac € C.

Vi du 2. Cho G = S5 1a nhém ddi xtig cap 3 va vai cach goi tén cac phan tir nhu trong
Vidu 1.

(1) Xét ham phan nhanh 1a t = [(132)] + [id]. Khi d6 T; , 12 db thi sau day:

({ % \g} ({ ®(12) \g)
®(123) ®(132) ®(13) A ®(23)
‘-____\—/ “\_________/

Hinh 1. Vi du 2 (1)
(2) Xét ham phan nhanh r = [(12)] + [(123)]. Khi d6 T, 1a d6 thi sau day:

Hinh 2. Vi du 2 (2)
(3) Xét ham phan nhanh t = [id]. Khi d6 c6 I, 1a d6 thi sau day:

@) ) )

®iq ®(123) ®(132)

() ) )

®(12) ®(13) ®(23)
Hinh 3. Vi du 2 (3)
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Trong truong hop tong quat, mot s6 tinh chat ctia @b thi Hopf ciing nhu dai s6 duong
Leavitt lién két véi chung da dugc nghién ctru trong (Tran & Ngo, 2023). Bé khéao sat cho
truong hgp G hiru han, chiing ta bat dau tir két qua then chot sau day.

B6 dé 1. Cho G la mdt nhém hitu han véi ham phdn nhanh v = ¥ ccetcC. Khi dé, S la
mot nhom con chuan tac cua G.

Chimg minh. Lay mot phan tir bit ky x € G. Vi G hitu han nén diy {x, x, ... } phai ding.
Tirc 13, t6n tai sd nguyén duong n sao cho x™ = x. Ta xét cc kha nang sau.

Truong hop 1. n = 2. Khi d6 x% = x. Ap dung luat gian udc trén G ta duge x = 1.
Viy, S chira don vi va x kha nghich.

Truong hop 2. n > 2. Ap dung luat gian udc trén G cho xx™ ' = x™ = x ta duoc
x" 1 =1, vax~! =x""2 Vay S chtra don vi va x kha nghich.

Twr cac 18p luan trén, ta thu dugc S 1a mot nhom. Tiép theo, ta kiém tra diéu kién chuin
tac trén nhém S. V&i moi g € G va h € S. Theo dinh nghia cia nra nhém S, tacd thé viet
h = cy¢; ...cp trong d6 ¢; € Ucesupp)C- Ta c6

ghg™' = gcicz cng ™
=gc197'gc297" . geng
= (gc197(gc29™") . (geng™)
Theo dinh nghia quan h¢ lién kétta cod gcig_1~cl-,Vi =1,..,n.Suyra gcig_1 € UCESupp(r)C.
Vithé ghg™' € S. Vay S 1a nhom con chuén tic cua G. O

Tiép theo, chiing ta nhic lai theo (Tran & Ngo, 2023) mot sé do thi con trong dd thi
Hopf I; , sinh ra boi tap S.

Ky hidu Ag, 14 db thi con cua T, sau ddy: Néu t = 0, thi Ag, 1a d6 thi tim thuong,
nguoc lai
— (A0 AL
A = (AG,v Ao T|A5r' SlA};‘r)
trong d6 A% . = (S) va AL, = r~1(A2,).
Ky hi¢u Ag, 1a dd thi con ctia ['; » sau day: Néu S khong phai 1 vi nhém con ctia G, thi NG,

1a d6 thi tam thudng, nguoc lai
Ao = (A Mborlag sl )
trong do A%,r := G(S) 1a nhém con 16n nhit cta G chira trong S va
Ag=71"1(A% ) ns71(AY,).

Céc tinh chit cioa diy do thi I6nAgyva Ag, da dugc mo ta tuong minh trong
Theorem 2.10 (:Fran & Ngo, 2023) va theo thir tu d6, chung cé quan hé bao ham thuc su. Tuy
nhién, trong phan sau, chiing ta sé chi ra chiing tring nhau trong mdt vai truong hop riéng.

Vi du 3. (1) Xét d6 thi Hopf Ty, trong Vidu 2 (1). Khiddtacod Ag, = Ag , 12 d6 thi sau day:
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®(123) ®(132)
\_\__—__j

Hinh 4. Vidu 3 (1)
(2) Xét d6 thi Hopf Iz, trong Vidu 2 (2). Khidotaco Ag, = Agy = Iy O

B6 dé 2. Cho G la mét nhom hitu han véi ham phdn nhanh t = Y ceetcC. Khi
ae, A%, =A%, =S.

Chirng minh. Vi G hitu han nén theo B6 dé 1 ta ¢6 S 1a mot nhém. Theo dinh nghia cua
A%‘r ta thu dugc A%’r =S.

Ta lai c6 A%'t 12 nhém con 16n nhét ctia G chira trong S. Do d6 A%,r =S.
Vay néu G la nhém hitu han thi A2 =A% =S. O

Hé qua 1. Cho G la mgt nhém hitu han voi ham phdn nhdanh t = YceetcC. Khi
dé, AG,l’ = AG,l’ = FS,I"

Chitng minh. Theo B6 dé 2 ta c6 A2, = A% . = S. Nhu vay, cc d6 thi Ag ., Ag ., T, €6
cung tap dinh. Thém nira, cac canh trong Ag ., Ag ,, I's, chinh la cac canh trong I'; , han ché 1én
tap hop twong Gmg. Do d6 chung tring nhau va chinh 13 d6 thi Hopf twong tmg véi nhém S
v6i cung mot ham phén nhanh r. O

Vidu 4. (1) X¢t tap dinh cua Ag, va Ag, trong Vi du 3 (1) ta co
A, =A%, =5 =1{id, (123),(132)}
(2) Xe¢t tap dinh cua Ag, va Ag, trong Vidu 3 (2) ta co
A2, =N}, =5S=S3. 0

Heé qua 2. Cho G la mét nhom hitu han véi ham phdan nhdanh v = YceetcC. Khi
do, Isy la mot thanh phdn lién thong manh cia Tg,.

Chitng minh. Ap dung Theorem 2.10 (Tran & Ngo, 2023) va Bb dé 2 ta dugc
Agy = Ag, =I5, la mot thanh phén lién thong manh cua [;,.0

Vidu 5. (1) Xét @6 thi Hopf T, trong Vi du 2 (1). Khi d6 ta cd Ag, = Ag, = s, 12 d6
thi con lién thong manh cua I'; , nhu sau:

®(123) ®(132)
\_\_____/7

Hinh 5. Vidu 5 (1)
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(2) Xét tap hop ma trin H = {( & 2) |a,b € R,a? + b % 0}. D thiy (H,.) Ia

mot nhom giao hoan. Do nhém giao hoan nén mdi 16p lién két 1a mot phan tir trong H. Xét

ham phan nhénh t = [((1) ‘1))] + [(_02 _02)]. Khi d6, db thi Ty, c6 dang nhu sau:

ey

PR

Hinh 6. Vidu 5 (2)
Trong truong hop nay, Ay , khong la lién thong manh.O
Dinh 1i sau ddy m6 ta céc tinh chét ciia do thi Hopf trong trudong hop hitu han.

Pinh li 1. Cho G la mét nhém hitu han véi ham phdn nhanh t = ¥.ccetcC. Khi d6, do
thi Hopf T . 6 cdc tinh chdt sau:

(1) Bdc ra va bdc vao tai mdi dinh ciia Ier déu bang d;

(2) Néut = 0 thi Ty, la hop roi ciia |G| diém c6 ldp;

(3) Néux # 0 thi méi dinh ciia T, la day cia d chu trinh;
@) Néud = 1hi Ty, la hop roi cua |G|:|S| chu trinh don.

Chirng minh. (1) Theo Proposition 2.6 (1) (Tran & Ngo, 2023) ta c6 béc ra va bac vao
tai moi diém cua I'; , bang nhau. Vi G hitu han nén béc ra va vao la hitru han. Theo dinh nghia
cua [z, ta co r¢ canh tir x dén xc v6i mdi x € G va c € C, do d6 bac ra va bac vao tai mdi
diém cua I, bang nhau va bang Ycesupp@ tclCl = d.

(2) va (3) duoc suy ra tr Proposition 2.6 (4, 7) (Tran & Ngo, 2023).

(4) Gia sirrang d = Ycesupp() IclCl = 1. Khi do, ham phan nhénh r c¢6 dang r = 1c v6i

¢ 1a mot phan tir ndo d6 ciia G. Vi G 1a nhém hitu han nén t6n tai sé nguyén dwong n sao cho

= 1,. Vithé, S = (c) 1a mdt nhém con xyclic ciia G sinh béi c. Suy ra Ay =N, =Ts, 12
mot chu trinh don gdm n dinh va n canh nhu sau:

AN
N

Hinh 8. Pinhli 1 (4)

Khi d6, theo Theorem 2.10 (1) (Tran & Ngo, 2023) ta c6 I'; , 1a hop roi cua |G]: |S| chu
trinh don nhu trén. O
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Trong truong hop G 1a nhom xyclic, ta c6 mo ta sau day vé& d6 thi Hopf clia G.Luuy, néu G
la nhém xyclic thi G c6 tinh giao hoan. Khi do, quan h¢ lién két tré thanh quan hé bang nhau thong
thuong giita cac phan tir trong nhom.

Hé qua 3. Cho G la mdt nhém xyclic sinh béi phan tir a cap bangn var = Y- tral la ham
phdn nhanhva d = Y13 v;. Khi do, do thi Hopf T, G.x CO cdc tinh chat sau:

(1) Béc ra va béc vao tai méi dinh ciia Ty , déu bang d;

(2) Néur = 0 thi do thi Hopf T, 6. la hop roi cua n dinh c6 lap;

(3) Néux # 0 thi méi dinh ciia T, la day cia d chu trinh;

(4) Néu ham phén nhanh c6 dang t = a* thi Ty, la hop roi ciia ged(n, i) chu trinh don,
trong dé ged(n, i) la wée chung I6n nhdt cia n va i.

Chirng minh. (1) ViG 1a nhom giao hoan nén modi 16p C; c6 dung mot phan tir la a'.
Theo Dinh 1i 1 (1) ta c¢6 bac ra va bac vao tai moi diém cua I'; , bang nhau va bang mot s6 hiru
han la

n-1
tclCl = Zri =d.
Cesupp(r) i=0

(2) Theo Pinh 1i 1 (2) néur = 0 thi I, 13 hop rdi ctia |G| = n diém co lap.

(3) Suy ra truc tiép tir Dinh 1i 1 (3).

(4) Ta c6 |G| = n va |S| chinh 13 cip ctia phan tir a’. Két qua tir ly thuyét nhom cho ta biét
cap cua a’ ding bang n/gcd(n, i). Ap dung Pinh Ii 1 (4) suy ra I . 1a hop roi ctia ged(n, i) chu
trinh don. O

Vi du 6. Cho (G,.) = (Z,,+) khi do:

(1) V6i ham phan nhénh r = 0 ta ¢6 d6 thi Hopf T, tuong tmg 1a

o o
*0 *]

[ ]
<l
[ ]
SV]]

Hinh 9. Vi du 6 (1)
(2) V6i ham phan nhanh r = 0 + T ta c6 d6 thi Hopf I;, tuong tmg 1a
o o

(0

)
*3-

(
Lk

vl

Hinh 10. Vidu 6 (2)
(3) V&i ham phan nhanh t = 2.2 ta c6 d6 thi Hopf [z twong Umg la
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Hinh 11. Vi du 6 (3)
(4) V6i ham phan nhénh r = 3 ta ¢6 d6 thi Hopf T, tuong tmg 1a

Hinh 12. Vidu 6 (4) O

~Duwa vao dinh li Lagrange cho nhom thuong G /S, chiing t6i thiét 1ap cong thirc phéan tich
dai s0 duong Leavitt thanh tong truc ti€p hitu han nhu sau.

Pinh li 2. Cho G la mét nhém hitu han véi ham phdn nhanh t = Y,ceetcC va K la mot
truong tuy y. Khi do, ta co

Lie(Tex) = L () <.

Chirng minh. Theo Theorem 2.10 (5) (Tran & Ngo, 2023) ta co
6/9)
LK (FG,r) = LK (AG,r) .
IG/sl ¢

Vi G la nhém hitu han nén ta cé L K(FG,r) = L I((AG,t) . Ap dung Pinh li Lagrange cho nhom
thuong G /S ta duogc |G /S| = |G|: |S| va theo HE qua 1 ta duogc

Lic(Tg) = Lig(Ts,) !

Két qua trén cho phép chung ta quy viéc nghién ctru LK(FG,r) vé viéc nghién ciru

. O

L K(FS,r) v6i S 1a nhém con cua G.
Vi du 7. Xét d6 thi Hopf trong Vi du 2 (1), ta c6 |G| = 6,|S| = 3. Ap dung Dinh1i 2,
ta du'O'C LK (FG,t) == LK (Fslr)z . O

Trong phan con lai ciia bai viét, chiing t6i khao sat van dé don v han thuan tuy ctia cac
dai s6 duong Leavitt lién két voi cac dd thi Hopf hitu han. Mot phan tir luy dang e trong vanh
R dugc goi 1a vo han néu eR déng cAu nhu cac R - médun v6i mot hang tir truc tiép thuc su
cua nd. Mot vanh don R dugc goi la vo han thuan tuy néu nhu moi idéan phai cua R déu chira
mot luy déng vo han. Trong (Abrams & Aranda Pino, 2006) va (Abrams & Aranda Pino, 2008)
Abrams va Aranda Pino cung cép mot tiéu chuén trén cac dd thi hitu han bac ra dé dai s6 duong
Leavitt ciia ching 14 don v6 han thuan tuy. Két qua ndy da duoc mo rong cho cac do thi bét ky theo
Theorem 3.1.10 (Abrams & cs, 2017).

Tiép theo chiing t6i dua ra diéu kién can va dii trén ham phan nhanh r dé dai s6
Lg(Ts,) 1a vanh don v6 han thudn tuy. Luu ¥ rang K[x,x 1] ky hiéu cho Dai sb da thirc

10
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Laurent trén truong K va M;(K) 12 Pai sb cac ma trdn vudng cép d trén K.

Pinh li 3. Cho G la mt nhom hitu han véi ham phdan nhanh t = Y,ccetcC sao cho S
khac tam thuong. Khi dé, L (Ts,) la mot vanh don vé han thuan tuy khi va chi khi d = 2.

Chitng minh. (=) Gia st rang Lk (T,) 1a don vo han thuan tuy. Ta xét hai truong hop.
Truong hop 1: d = 0. Theo Corollary 2.12 (1) (Tran & Ngo, 2023) ta dugc
Lg(Ts,) = K1,
Do S khac t?le thuong nén [S| > 2. Vi thé, Lk (Ts,) khong 1a don vo han thudn tuy. Ta gip
mot mau thuan.

Truong hop 2: d = 1. Vi S 1a mdt vi nhom con ctiia G nén theo Corollary 2.12 (2) trong
(Tran & Ngo, 2023) ta dugc

Li(Ts) = Mys) (K [x, x 1)/,
Vi thé, Ly (FS,r) ¢6 nhiéu hon mét idean do d6 L K(F S,r) khong 14 don v6 han thuan tuy. Ta gip
mot mau thuan.
Tir cac mau thudn trén, suy ra d > 2.

(<) Gia st d = 2. Theo Hé qua 1, Ag, = Ag, = I, la mot thanh phan lién thong
manh cua I[§,. Ap dung Lemma 2.9.6 trong (Abrams & cs, 2017) ta thiy tip con di
truyén va bao hoa clia I, chi 1a @ va I, . Theo Dinh i 1 ta dwgc Iy, 1d d6 thi c6 chu
trinh. Vi d = 2 nén moi chu trinh trong I, déu c6 16i ra. Khi d6, theo Theorem 3.1.10
(Abrams & cs, 2017) ta co LK(FS,t) 12 don v6 han thuan tuy. O

Vi du 8. (1) Xét do thi Hopf I, trong Vi du 2 (1). Khi d6 ta ¢6 Ly (Ts,) 12 mot vanh
don v6 han thuan tuy.

(2) Xét dd thi Hopf I; , trong Vi du 5 (2). Khi d6 ta c6 L (T, ) khong la mot vanh don
v6 han thuan tuy.

Cubi cung, chiing t6i phan loai hoan toan cac trudng hop ma Ly (Fc,r) la vanh ntra don,
don hay don v6 han thuan tuy thong qua tinh chat ctia ham phan nhanh r va nhém con S.

Hé qua 4. Cho G la mét nhom hitu han khdc tam thuwong véi ham phdn nhdnh
t = DicectcC. Khi do, ta c6 cdc khang dinh sau:

(1) Néud = 0 hoged =1va S # G thi Lg(Ts,) la vanh nita don;

QQ)Néud =1va S = G thi Ly(T;.) la vanh don;

(3)Néud = 2va S = G thi Lg(Ts,) la vanh don vé han thuan tuy.

Chitng minh. (1) Néu d = 0 thi I'; » 1a hop 101 cta cac dinh ¢6 1ap va
LK(FG,r) = K¢l

1a téng truc tiép hitu han cia cac truong K. Do do, L k (T x) la nira don.

Néud = 1vaS$ # G thitheo Pinh li 1, I'; . 1a hop roi cua |G|: |S| chu trinh don va theo
Pinh 1i 2, ta lai ¢

Lg(Ts.) = Mg/ (K[x, x~1])I6EIS!

11
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Do d6, L (I ;) 1a nira don.

(2)Néud = 1vaS = G thitheo Pinh Ii 1, T, G.x chi gém mét chu trinh don va theo Pinh
li 2, talai co

Lx(Tg,) = M|G|(K[x:x_1])-
Do d6, Lk (T ) 1a vanh don.

(3)Néu d =2 va S =G thi theo Dinh i 2, Lg(Tg,) = Lg(Ts,). Mit khéc, theo
Dinh 1i 4, Lg(Ts,) 12 mot vanh don v6 han thuan tuy. O

4. Két luan

Trong bai bao nay, chiing t6i da thiét lap duoc mot sb két qua mai vé tinh chét cua céac
dd thi Hopf hitu han va dai s6 duong Leavitt lién két voi ching. Piém mau chét cua nghién
ctru 1a viée chirg minh nira nhém S sinh boi gid cia ham phan nhanh thuc chét 1a mot nhom
con chuan tic ciia G khi G hitu han. Tir d6, chiing t6i 4p dung dinh li Lagrange dé thiét 1ap
cong thire phan tich dai s6 duong Leavitt ciia d6 thi Hopf thanh tong truc tiép hitu han cua cac
thanh phan “dé khao sat hon”, dong thoi dic trung hoan toan tinh don v6 han thuan tuy, tinh
don va tinh nira don cua céac dai sb nay.

Loi cam on: Nghién ciru nay duoc hd trg boi Truong Dai hoc Pong Thap voi Dé tai
nghién ctru khoa hoc ctia sinh vién ma s6 SPD2024.02.41.
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