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Tém tit

Tao ra nhitng hinh anh truc quan dé minh hoa cho céc két qua toan hoc la van dé dwoc nhiéu
nha toan hoc quan tam, khai thac trong xu huong day hoc hién nay. Bai viét giGi thiéu mot sé cdach sir
dung dién tich hinh phcfng dé minh hoa cho cdc tinh chat sé hoc la mét huong tié'p can moi va kha thu
Vi, ¢6 thé xem d6 nhu la nhitng “chitng minh khéong tir ngiv (proof without words)” [6] cho céc tinh
chat toan hoc. Tir do gido vién dwa ra cdac nhdn xét, binh lugn dé van dung vao day hoc theo dinh
hieomg cua ly thuyét kién tao, nham tich cwc héa hoat dong kham pha va kién tao tri thirc ciia hoc
sinh, ndng cao nang lyc tu duy sang tqo, dap umg yéu cau déi méi gido duc trong giai doan mai.

Tir khéa: Hinh anh tric quan, sé hoc, dién tich hinh phdang, chitng minh khéng tir ngit, Iy thuyét

kiéen tao.

1. Pt van dé

Theo phuong phap day hoc truyén thong, khi
day hoc cac dinh ly hay cac cong thirc toan hoc,
gido vién thuong dua ra cong thuc trudce, sau do
méi chimg minh bang cac phép toan logic va lap
luan chat ché. Piéu nay gitp cho viéc trinh bay
kién thirc dam bao tinh logic, chinh xé4c, tuy nhién
ngudi hoc s& cam thiy mét tinh ty nhién trong qué
trinh tiép thu tri thic, sy tiép nhan va ghi nhd kién
thirc clia nguoi hoc dé tré nén may moéc. Do do
tiét day cua gido vién tré nén kho khan, khong hap
dan nguoi hoc va khong kich thich kha ning tu
duy, sang tao ctia nguoi hoc.

Theo quan diém cua phép tu duy bién
chung, nhéan thic cuia con nguoi di tr truc quan
sinh dong dén tu duy triru twong, cho nén ching
ta cang tryc quan van dé bao nhiéu thi ngudi hoc
s& cang dé tiép thu, d€ hiu, d& nhé van dé bay
nhiéu. C6 thé ndi nhimg biéu dién tryc quan
khong nhiing la phuong tién dé minh hoa theo
cach day hoc truyén théng ma con 1a cong cu hd
trg dic luc cho qué trinh tu duy cta hoc sinh. Do
do trong xu hudng day hoc mai theo dinh hudng
cua Iy thuyét kién tao, 1a kiéu 1y thuyét dugc xay
dung dua trén hai nguyén tic co ban: “Tri thirc
duwoc kién tao mot cach tich cuc boi chii thé nhan
thire, chir khong phdi dwoe tiép thu mét cach thu
dong tir moi truong bén ngoai; Nhan thirc la qua
trinh thich nghi va té chirc lai thé gidi quan cia
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Quaéng Binh.

chinh méi nguwoi. Nhdn thire khéng phdi la kham
phd mét thé giGi doc ldp dang ton tai bén ngodi y
thite ciia chii thé” [8], thi viéc tim kiém nhimg
biéu dién toan truc quan 1am cau ndi cho cac biéu
dién toan thuc té ma hoc sinh quen thudc véi cac
biéu dién ky hiéu triru twong giup cic em hiéu y
tuong toan hoc va tu kién tao tri thirc toan cho
minh mdt cach tich cuc cang tré nén cd y nghia.

Trén tinh than do, viéc st dung cac hinh anh
truc quan dé minh hoa cac két qua toan hoc dang
ngay cang dugc khuyén khich. Tuy nhién viéc
lam nay khong phai 1a van dé don gian, doi hoi
nhidu cong sirc va tri tué. Bai viét nay nham gidi
thiéu mot vai vi du minh hoa cho viéc biéu dién
sO bang dién tich cac hinh phang ma c6 thé xem
do 1a nhling “chung minh khong tir ngit (proof
without words)” cho céc tinh chat toan hoc. Bai
viét nay gitp nguoi doc ¢co thé hiéu thém cac
phuong phéap dé tao ra nhirng hinh anh toan hoc,
tor d6 khai thac, van dung vao giang day mot
cach co hi¢u qua.

2. N§i dung nghién ciru

2.1. M6 hinh SOLO

M hinh SOLO (Structure of the Observed
Learning Outcome) 1a mo hinh mé ta cau trac vé
cac két qua hoc tdp quan sat dugc. Biggs va
Collis (1982) d3 dwa ra mot cau trac mé ta trinh
tu sap xép theo thu tu tir thap dén cao cua sy
phat trién tri tué coa ngudi hoc va dat tén 1a “chu
trinh hoc”. Dya vao chu trinh hoc nay ta co thé
biét duogc nhitng thong tin vé su tién bo cua hoc
sinh qua qud trinh hoc tap theo mdt trang thai
nhat dinh. Tur day gido vién co thé danh gia két
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qua hoc tép cua hoc sinh Duya vao doé cac tac gia
da xay dung va phat trién mo hinh SOLO dé mé
ta cau tric vé cac két qua hoc tip c6 thé quan sat
duoc. Theo mo hinh nay, chu trinh hoc dugc chia
lam nam muc do tu duy, do la: tién cau trac, don
ciu trac, da ciu trac, xac 1ap mdi quan hé va mo
rong kha nang triru tuong.

Gido vién c6 thé str dung mo hinh SOLO dé
thiét ké cac nhiém vu hoc tap hoac dé tao ra cac
tiéu chi danh gia. Gido vién c6 thé su dung nd
trén cac chu dé sau: xay dung ké hoach hoc tap
can thiét cho timg chu dé, danh gia muc do ma
mdi hoc sinh di dat dugc, dua ra quyét dinh dé
dinh hudng cac budc tiép theo trong hoc tap.

Piéu quan trong 12 mé hinh SOLO chu y dén
cach hoc cua hoc sinh, dya vao dé gido vién dua
ra phuong phép day, nhitng chi din nhu thé nao
dé giup hoc sinh dan dan thuc hién mot cach hiéu
qua cac qua trinh nhan thic phuec tap hon.

Xét vé mit nhan thir, phan loai SOLO ¢6 5
trang thai. Mot su khac biét ndi bat so voi cac
quan diém trude trong phan loai SOLO la trang
thai phat trién nhan thire sau khong thay thé ma
phat trién dwa trén cdc trang thdi trude do,
nghia 1a hoc sinh ty minh phét trién kién thuc
dua trén nhiing hiéu biét vira tiép nhan duogc. Ta
c6 thé mo ta 5 trang thai d6 nhu ¢ Bang 1 (Pegg,
2003) [9]:

Béang 1. Mo ta cac trang thai trong mé hinh SOLO

Van dong cam
giac (ngay sau
khi sinh ra)

Mot ngudi phan ing voi méi trudng vat chat. Voi mot em bé dang con nho, do
1a trang thai & d6 cdc ky nang van dong duoc doi hoi. Nhing ky nang dé dong
gop mot phan quan trong trong cudc song sau nay khi chiing duoc két hop voi
nhiéu mon thé thao phat trién

Biéu tugng truc
quan (tur 2 tudi)

Mot ngudi chu quan hoa cac hanh dong theo dang hinh anh. D6 1a trang thai
tré em phat trién tir nglr va hinh anh dai dién cho céc dbi tugng hay su kién.
Vi nguoi 16n, trang thai nay van hanh giap danh gia cao nghé¢ thuat va am
nhac va dan d¢én mot dang kién thirc gin lién véi truc giac

Ky hi¢u cy thé
(tir 6 hay 7 tudi)

Mot nguoi tu duy thong qua sir dung mot hé thong ky hiéu nhu ngon ngit viét
va cac hé thdng s6. Pay la trang thai chung nhat nhin manh dén viéc hoc &
tiéu hoc va trung hoc co so

Hinh thtre (tir 15
hay 16 tuoi)

Mot ngudi xem xét cac khai ni¢m triru twong hon. Diu nay c6 thé dugc mo ta
nhu khi dang lam viéc voi “cac nguyén tac” va “Iy thuyét”. Hoc sinh khong
con bi han ché vao moét tham khao cu thé. O dang tién tién hon, trang thai lién

quan dén viéc phat trién cic nguyén tic

Hau hinh thfrp
(khoang 22 tuoi)

Mot ngudi co kha nang dat cau hoi hay thach thic cac cau trac 1y thuyét hay
nguyén tac can ban

2.2. Tong ciia cic sd nguyén

Xéttong T, =1+2+...+n. Néu chiing ta sir
dung di¢én tich cia mot hinh vuong don vi (co
canh bang 1) biéu dién cho s 1, hai hinh vudng
nhu vay dé biéu dién cho s 2, va clr nhu vay thi
duoc dién tich ctia Hinh 1a s€ biéu dién cho téng

h

T,. Pé tinh dién tich, ching ta st dung duong
chéo dé chia doi cac hinh vuong & bén phai cua
mdi hang nhu Hinh 1b va tinh dién tich ctia tam
gi4c 16n khong duoc danh diu 14 tam giac vudng
can canh n va n hinh tam gidc nhé hon, mdi
tam giac la tam gidc vuong can canh 1 [7].

(@)

(b) ©

Hinh 1
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1 n(n+1)
2 2
Mot cach khac dé tinh T, 1a 14y hai ban sao
cua hinh trong Hinh 1a ghép lai v&i nhau ta dugce
hinh chir nhat ¢ hai canh 1an lugt la n va n+1,
tinh dién tich hinh chitr nhat d6 ta co

2T, =n(n+1), vidodo T, =@ (Hinh 1c).

Do dd T, :1+2+...+n:%n2+n.

Véi cach tiép can twong ty nhu vy, ching ta
¢6 thé dua ra nhitng biéu dién truc quan dé giup
hoc sinh hiéu thém vé tinh chét cac s6 nhu sau.

2.3. Tong cac sb hang ciia cAp s6 cong

Do tong (1+ 2+..+ n) la téng cua n sb

hang ctia mot cép ) cong, nén ta cod thé van
dung nhimg ¥ tudng nhu trong phan trudc dé
minh hoa va huéng dan hoc sinh tinh toan tong
S ciia n s6 hang cia mot cap sd cong tong quat
v6i s6 hang dau 1a a va cong sai la d.
S=a+(a+d)+(@+2d)+..+[a+(n-1)d].

Téng quat hoa Hinh 2, ching ta thu duoc hmh
sau, con duoc goi 1a phuomg phép “dudng ong
(Organ pipe) cho tong cac sd hang ciia mot cap
s0 cong [4].

a |
a-l“-d
ja+2d

a+ (n-1)d
Hinh 3 .
Hinh chit nhat thu dugc c6 hai canh lan luot

la n va [a+(n-1)d ]. Do d6 2S =n[2a+(n-1)d]

nén S :g[2a+(n—1)d].

2.4. DAy s6 Fibonacci

Ta d3 biét diy s Fibonacci 1a day: 1, 1, 2,
3, 5, 8... ¢ tinh chat ké tur sb hang tht 3 tro di,
mdi s6 hang bang tong cia hai sb hang lién ké
trudc. Néu biéu dién s6 hang Fibonacci thir n
boi F, thi F=FK=LF=F_,+F_, vdi
n>3. Co6 nhiéu dang thirc dep cua diy Fibonacci
lién quan dén téng céac binh phuong hay téng cac

tich cua cac sb Fibonaci. Chéng han,
F’+F2+..+F?>=FF ,, c6 thé dugc mo ta
nhu Hinh 4 dudi day:

F.?|F»?

;Faz

F.”
Fn-l2
Hinh 4

Trong hinh, mdi hinh vudng c6 canh bang 1
nén dién tich cta né s& biéu dién cho 1° = F2.
Do F,=F +F, nén F/ s& dugc biéu dién bang
dién tich cua hinh vudéng c6 canh ”balmg tong
chic¢u dai canh cua hai hinh vuéng biéu dien cho
F? va F?. Cl nhu vay tong F>+F/ +..+F?
s& duoc biéu dién boi dién tich hinh chit nhat c,(')
hai canh lan lugt 1a F, va F, . Do d6 ta c6 két

n+l*
F.F

qui F?+F +..+F?=FF, ..

Nhimng dang thic khac c6 thé dugc minh
hoa tuong tu [2].

Trong Hinh 5a, dién tich hinh vudng & gitra
biéu dién cho F?2,, do vay F, , s& duogc biéu
dién bdi canh ctia hinh vudng. Trong 4 hinh chir
nhidt c6 hai canh lan lwot la F,_, va

F,. +F,, = F,. Khi d6 hinh vuoéng 1én dugc tao

thanh tir hinh vudng nh6 & gitra va 4 hinh chir
nhdt xung quanh s& c¢O6 canh bang
F,+F =F,. Tu do ta c6 dang thic

n

F2,=4FF ,+F’,.

n+1
Tuong tu, bang cach chia nhu Hinh 5b, ta
F2,=2F?,+2F’—F/’,, hoic
F2,=4F’, +4F, ,F theo
thire

n+l n-1°" n—
cach chia nhu Hinh 5c¢, hoac dfmg
chia
thire

lai c6 dang thirc
dang thuc , +F2,
F2,=4F’-4F ,F _,-3F?, theo cach
Hinh 5d, hodc dang
+F2, +2F, _,F. , (Hinh 5e).

nhu
Fnz _ Fnz
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(@F?, =4F,F, ,+F?, (b)F’, =2F*+2F?, —F?,

n+1 n+1

I:n-l I:n-2 I:n-l I:n-l Fn-z Fn-l I:n-l I:n-2

T

I:n+1

n+l

(C) +1 = 4'F2—1 + 4'Fn 1Fn 2t Fn2 2 (d) I:n2+1 = 4F2 4Fn—1Fn—2 _3Fn2—2 (E) I:nz = Fn2—1 + Fn2—2 + 2Fn—1Fn—2
Hinh 5

Vi dy cudi cling ma ching toi muon giéi thiu bang cach ching t6 rang 3(12 +2% 4.+ n2)
¢ day la vi dy minh hoa cho tong cac binh phuong. 5 o . o N
2.5. Téng cc binh phuong bang voi dién tich cua mot hinh chir nhat c¢6 hai
Hinh 6 13 mot minh hoa cho ding thac canh la (2n+1) va (1+2+...+n) boi cach ghép
n(n+1)(2n+1) v ba ban sao ctia Hinh 6a thanh hinh chit nhat nhu

5 » duge thiCt 13p s b V8 [5] (Hinh 6b):

[ [

12422 4..+n%=

(@) (b)
Hinh 6
V6i cach lam tuong tu, chung ta c6 thé dua 2.6. Thiét ké tinh hudng day hoc
ra minh hoa cho tong céc lap phuong va mot sO Pé van dung hinh anh nay vao giang day
bét dang thirc quen thudc nhu bat déng thirc gita  toan theo dinh hudng cua ly thuyet kién tao, gido
trung binh cdng va trung binh nhan [1]. vién can chu y dic diém cac giai doan nhén thic
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14
A%

cta tu duy hoc sinh theo mé hinh SOLO dé ¢c6 minh. Ching han khi day hoc bai “Day s6” trong
cach dat vin dé phu hop. Trong phan loai SOLO,  chuong trinh Pai s va giai tich 11, dé phu hop
giai doan hinh thtrc xay ra ¢ lra tudi 15-16. Nhu  voi sy phét trién trong giai doan niy cua hoc
vay, hoc sinh trung hoc phd théng Viét Nam c6  sinh, gido vién co thé thiét ké cac hoat dong dé
kha ning dé thuc hién cac qué trinh tu duy xdy  giéi thidu ddy sb Fibonacci nhu sau:
dung gia thuyét va suy luan ménh dé trong chimg
Hoat ddng 1. Giéi thiéu khai ni¢m diy sé Fibonacci

HOAT PONG CUA GIAO VIEN HOAT PONG CUAHQC SINH
- Dua ra hinh anh minh hoa cho day so Fibonacci. Bat dau vdi | - Quan sat hinh anh, liét ké s cap thé sau moi
bai toan tho dé con: c6 mot thd duc va mot tho cai, hoi c6 bao | thang: 1; 1;2;3;5;8; ... ) )
nhiéu cap tho co6 thé dugc sinh ra trong mot ndm? Bai toan gia | - Quan sat, kham pha tinh chat cta day so, du

sir nhitng diéu kién sau: doan quy luat cua diy sb: ké tir s6 hang thir
- Bat dau voi mot thé duc va mot tho cai vira méi chao doi. ba, moi sO hang bang tong cia hai sO0 hang
- Thé dat téi tudi thuan thuc sinh duc sau mét thang. dtng ke trude no.

- Thoi gian mang thai ctia mt con tho 1a mot thang.
- Sau khi thudn thuc sinh duc, tho cai dé déu déu mdi thang.
- M6t tho cai sinh ra mot thé duc va mot tho cai.
- Khong c6 tho chét.
Bai toan trén dugc minh hoa thong qua hinh anh sau:
A

.
A, A
B . _AE
Sk i K _KE i
A¥ _xx K¥ MK _ax MM _ax MK
Hinh 7
? Quan sat s6 lwong cdp tho sau mdi thang, nhan xét quy luat
cua day so nay.
- Giao vién nhan xét cac cau tra 1oi ciia hoc sinh, dan dat hoc
sinh dén khai ni€ém day so Fibonacci.
- Gido vién gidi thi€u y nghia ctia ddy so nay trong thyc té thong

qua mot vai hinh anh minh hoa tryc quan:

Quan sat sy phat trién cta cay trong thyc te.
Tolal Branches Fibonacci Numbers

« NN WYV LY -
A VAN BVA AV /A RVAR

; \ s

5 5

3 3

2 2 /
- Quan sat, nhan xét dugc quy luat cua day so

1 1 \ | r: Ax. A o .
nay phu hop voéi day so Fibonacci.

1 1

Hinh 8

2 Nhan xét su phat trién s6 nhanh cay.
? Nhén xét quy luat cia day so nay.
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Hoat dong 2. Kham pha tinh chit cia day s6 Fibonacci

HOAT PONG CUA GIAO VIEN

HOAT PONG CUA HQC SINH

- Gié6i thi¢u Hinh chir nhat vang lién quan dén day so
Fibonacci

Xoan 6¢ Fibonacci 1a mot diy nhitng goc tu vong tron
dugc vé bén trong mot ma tran gdm nhing hinh vudng c6
canh 1a cac s6 Fibonacci. Cac hinh vudng khdp hoan toan
v6i nhau do ban chét cua diy sd, trong d6 sd tiép theo
bang téng ctia hai sé dimg truée nd. Hai s Fibonacci lién
tiép bat ki c6 mot ti s6 rat gan véi Ti sd vang, chimg bang
1,618034.

21
34

513

Q 13
Hinh 9

- Gido vién gidi thiéu lai cach biéu dién day s Fibonacci
bang hinh anh tryc quan: Ki hiéu so6 hang Fibonacci thir n

boi F, va F* dugc biéu dién boi dién tich hinh vudng c¢6
canh bang 1. Bang cach sip xép cac 6 vudng theo nhiing
thtr ty khac nhau, hay kham phé cac tinh chat ctia day so
Fibonacci?

F|F,*

o Hinh 10 i
? Véi cach sap xep trén, yéu cau hoc sinh tinh tong
Se=F’+F’+F*+F’+FR’+F .
2 Tir bai toan trén, hiy tong quat hoa cho téng
S=FR*+F+F’+..+F>
Tir vi duy trén, gido vién cho hoc sinh trai nghiém sip xep

theo cac cach khac nhau dé c6 thé kham pha thém nhiéu
tinh chét tha vi cua day s6 Fibonacci (Hinh 5a, b, ¢, d, e).

- Quan sat hinh anh, cach biéu dién diy so6
Fibonacci, ki€ém chung lai tinh chat cua
day so.

- Hoc sinh quan sat, khdm pha, nhan xét
dugc khi sap x€p theo thu ty nhu vay,
tong Sy s¢ bang dién tich cta hinh chir

nhit c6 hai canh lan lugt 1a Fo va
F+FK=F. Nhu vay
F’+F°+FR’+F +R*+F°=F,.F,

- Suy nghi, tong quat hoa bai toan, nhan ra
duoc tinh chat:

FP+F2+..+F’ =
- Hoc sinh lam viéc theo cac nhom, thao
luén dua ra cac y tuong ctia minh va trinh
bay trudce lop.

FF

n' n+l*
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Nhu vay véi cac hoat dong duoc thiét ké &
trén, hoc sinh c6 thé hinh dung rd hon vé diy
Fibonacci va tu minh kham pha cac tinh chit cua
day s6 dic biét nay. Hoc sinh dugc phat trién tu
duy sang tao, xdy dung gia thuyét, suy luin
ménh dé trong chimg minh... Néu gido vién
khéng st dung hinh anh tryc quan dé ho tro day
hoc céc tinh chét nay thi viéc chung minh cac
tinh chét s& gap nhiéu kho khan, hoc sinh s& tiép
thu kién thirc mot cach thu dong, khong phat
trlen duge cac niang luc can thiét dap ung yéu
cau d6i méi gido duc hién nay.

3. Két luan

Bai viét d3 téng quan lai cac dic diém cua
mo6 hinh SOLO mé ta sy phat trién nhan thuc
ctia ngudi hoc, gidi thiéu mot s6 hinh anh minh
hoa tryc quan ma cu ‘th‘é? la st dung dién tich
cia cac hinh phing dé biéu dién cac tinh chat

s6 hoc: tong cac sd hang cua cip sb cong, diy
s6 Fibonacci, téng cac binh phuong. Tu dé
thiét ké mot tinh huéng day hoc nhim vén
dung hinh anh trgc quan vao day hoc cac tinh
chét cua day sb Fibonacci theo quan diém cua
1y thuyét kién tao ma cu thé 1a van dung phan
loai theo mé hinh SOLO dé thiét ké cac tinh
hudng day hoc va danh gia hoc sinh, gitip hoc
sinh hiéu sau hon vé kién thic toan va thuin
loi trong qua trinh kién tao kién thirc cho ban
than. “Biéu dién truc quan khéng con dwoc
xem nhw chi danh cho muc dich minh hoa ma
con dwoc thira nhdan nhw mot thanh phcfn chinh
cua suy ludn... No hé tro qud trinh giai quyét
van dé va ngay ca chirng minh” [9]. Diéu quan
trong la nguoi gido vién can phai biét linh
dong van duyng nhu thé nao vao 16p hoc dé dat
duogc hiéu qua cao nhat./.
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USING PLANE FIGURE AREAS IN VISUAL ILLUSTRATIONS FOR
ARITHMETIC PROPERTIES

Summary

Mathematicians are interested to create visuals for illustrating mathematical results in the current
teaching trend. This article presents how to use plane figure areas to illustrate arithmetic properties,
which is a new and interesting approach, the so-called "proof without words" [6] for mathematical
properties. On that basis, teachers can give comments and implement them in their instruction under
the constructivism theory, in order to actively explore and construct students’ knowledge, enhancing
their creative thinking for meeting educational renovation requirements in the new period.

Keywords: Visuals, arithmetic, plane figure area, proof without words, constructivism theory.
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