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SẮC SỐ, ĐA THỨC TÔ MÀU VÀ TÍNH DUY NHẤT TÔ MÀU  

CỦA ĐỒ THỊ 
2

rK  

 Leâ Xuaân Huøng(*) 

Toùm taét 

Một trong những vấn đề chủ yếu trong lý thuyết đồ thị là bài toán tô màu đồ thị. Đặc biệt là xác 

định sắc số, đa thức tô màu và nghiên cứu tính duy nhất tô màu của đồ thị. Trong bài báo này, chúng ta 

sẽ xác định sắc số, đa thức tô màu và nghiên cứu tính duy nhất tô màu của đồ thị r phần đầy đủ 2 .rK   

Từ khóa: Đồ thị r phần đầy đủ, tô màu đỉnh (tô màu), sắc số, đa thức tô màu, đồ thị duy nhất 

tô màu. 

1. Đặt vấn đề 

Tất cả các đồ thị được nói tới trong bài báo 

này là những đơn đồ thị hữu hạn, vô hướng, 

không có khuyên và không có cạnh bội. Nếu G  

là một đồ thị thì  V G  (hoặc V ) được gọi là tập 

đỉnh và  E G  (hoặc E ) được gọi là tập cạnh. 

Số đỉnh (tương ứng, số cạnh) của một đồ thị 

được gọi là cấp (tương ứng, cỡ) của đồ thị đó.  

Đồ thị ' ' '( , )G V E  gọi là đồ thị con của đồ 

thị ( , )G V E  nếu 'V V  và 'E E . Nếu 

( )U V G  thì đồ thị con với tập đỉnh là ,U  tập 

cạnh là tất cả các cạnh của G  nối hai đỉnh của 

,U  gọi là đồ thị con cảm sinh bởi G  lên U  và 

được ký hiệu là [ ].G U  Ngoài ra, một số khái 

niệm và ký hiệu khác được định nghĩa trong [4]. 

Đồ thị ( , )G V E  có cấp | ( ) |V G n  và cỡ  

| ( ) | 0E G   được gọi là đồ thị rỗng, ký hiệu là .nO  

Đồ thị ( , )G V E  có cấp | ( ) |V G n  và cỡ 

( 1)
| ( ) |

2

n n
E G


  được gọi là đồ thị đầy đủ cấp 

n, ký hiệu là .nK  

Đồ thị ( , )G V E  được gọi là đồ thị r  

phần nếu tồn tại một phân hoạch 

1 2 ... rV V V V     sao cho đồ thị con 

[ ], 1,2,...,iG V i r  là đồ thị rỗng, ta ký hiệu đồ thị 

r  phần này là  1 2 ... , .rV V V E    Nếu trong 

đồ thị r  phần  1 2 ... , ,rV V V E    mỗi đỉnh 

của tập iV  đều kề với mọi đỉnh của tập ,jV  ở đây  

1 ,i j r   và ,i j  thì ta gọi đồ thị này là đồ thị  

r  phần đầy đủ và ký hiệu là 
1 2, ,...,

.
rV V V

K  Đồ thị 

r  phần đầy đủ 
1 2, ,..., rV V V

K  với 
1 2 ... sV V V s     

được ký hiệu là .r

sK  Đã có nhiều nghiên cứu về 

lớp đồ thị r  phần đầy đủ, tiêu biểu là các kết quả 

nghiên cứu về tô màu cạnh và tô màu tổng thể 

cho lớp đồ thị này (xem [2] và [5]).  

Giả sử G  là một đồ thị và   là một số 

nguyên dương. Một ánh xạ  : ( ) 1,2,...,f V G   

được gọi là  -tô màu ( -coloring) của đồ thị 

G  nếu với mỗi cặp đỉnh ,  u v  kề nhau trong G  

ta luôn có ( ) ( )f u f v . Số   nhỏ nhất để đồ thị 

G  có  -tô màu được gọi là sắc số của đồ thị G  

và được ký hiệu là ( ).G  Đồ thị G  được gọi là 

k-sắc nếu ( ) .G k   

Hai  -tô màu f  và g  của đồ thị G  được 

gọi là khác nhau nếu tồn tại ( )u V G  sao cho 

( ) ( ).f u g u  Ta ký hiệu ( , )P G   (hoặc  P G ) 

là số tất cả các  -tô màu khác nhau của đồ thị 

.G  Người ta đã chứng minh được rằng với mọi 

đồ thị ,G  ( , )P G   là một đa thức của .  Đa 

thức này được gọi là đa thức tô màu của .G  Khái 

niệm đa thức tô màu được đưa ra đầu tiên vào 

năm 1912 bởi Birkhoff (xem [3]) khi ông cố 

gắng tìm kiếm lời giải bài toán bốn màu. Đến 

nay đã thu được nhiều kết quả sâu sắc. 

Hai đồ thị G  và 'G  được gọi là tương 

đương tô màu hay  -tương đương nếu 
'( , ) ( , ).P G P G   

Đồ thị  ,G V E  được gọi là đẳng cấu với 

đồ thị  ' ' ',G V E  nếu tồn tại song ánh 

':V V   sao cho với mọi ,u v V  ta có 
(*)  

Trường Đại học Tài Nguyên và Môi trường Hà Nội. 
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    '.uv E u v E     Ta ký hiệu hai đồ thị 

đẳng cấu G  và 'G  là '.G G  

Đồ thị G  được gọi là duy nhất tô màu hay 

 -duy nhất nếu với mọi đồ thị 'G  tương đương 

tô màu với G  ta đều có G  và 'G  đẳng cấu với 

nhau. Như vậy, cấu trúc của đồ thị duy nhất tô 

màu G  được xác định hoàn toàn bởi đa thức tô 

màu ( , ).P G   

Đã có nhiều kết quả nghiên cứu sâu sắc và 

lý thú về đa thức tô màu và tính duy nhất tô màu 

cho các lớp đồ thị khác nhau (xem [3], [7], [8] , 

[9] và [10]), đặc biệt trong thời gian gần đây đã 

có kết quả nghiên cứu về vấn đề này cho lớp đồ 

thị tách cực (xem [6]). Tuy vậy, đây vẫn là 

những vấn đề chưa được giải quyết triệt để, rất 

cần được quan tâm nghiên cứu nhiều hơn nữa. 

Trong bài báo này, chúng tôi sẽ xác định sắc số 

và đa thức tô màu của đồ thị ,r

sK  và chứng minh 

được rằng đồ thị r

sK
 
là duy nhất tô màu. 

2. Một số kết quả liên quan 

Trước hết chúng tôi nhắc lại một số kết quả 

đã biết về sắc số của đồ thị đầy đủ. 

Bổ đề 1 ([1]).  Đồ thị đầy đủ nK  có 

 nK n  . 

Tiếp theo là một số tính chất của đồ thị 

tương đương tô màu. 

Bổ đề 2 ([9]). Giả sử G  và H  là hai đồ thị 

tương đương tô màu. Khi đó 

(i)  ( ) ( ) ;V G V H  

(ii) ( ) ( ) ;E G E H  

(iii) ( ) ( );G H   

(iv) G  là liên thông khi và chỉ khi H là  

liên thông; 

(v)  G  là 2-liên thông khi và chỉ khi H là  

2-liên thông. 

Tiếp theo là hai quy tắc đếm cơ bản hay 

được sử dụng để tính toán đa thức tô màu của 

một đồ thị. 

Quy tắc cộng. Nếu 1 2, ,..., nA A A  là các tập 

hữu hạn đôi một rời nhau (tức là i jA A    với 

mọi  , 1,2,..., ,i j n i j  ) thì 

1 2 1 2... ... .n nA A A A A A        

Quy tắc nhân. Nếu 1 2, ,..., nA A A  là các tập 

hữu hạn bất kỳ và 1 2 ... nA A A    là tích Đề các 

của các tập đó, thì 

1 2 1 2... ... .n nA A A A A A     

3. Kết quả chính 

Trước hết chúng ta xác định sắc số của đồ 

thị r phần đầy đủ 2 .rK  

Định lý 3. Đồ thị r phần đầy đủ 2

rK  có 

 2 .rK r   

Chứng minh. Dễ dàng nhận thấy đồ thị 2

rK  

chứa đồ thị con rK
 
nên    2

r

rK K  . Do đó 

theo Bổ đề 1 ta có  2 .rK r   Ta cần phải 

chứng minh  2 .rK r   

Giả sử  2 1 2 ...r

rV K V V V   
 

là một 

phân hoạch của tập đỉnh của đồ thị 2 .rK  Xét ánh xạ 

   2: 1,2,...,rf V K r  

sao cho 

 f v i  nếu iv V  với mọi 1,2,..., .i r  

Khi đó rõ ràng f  là r- tô màu của đồ thị 

2 ,rG K  hay   .r

sK r   Vậy   .r

sK r          ■ 

Tiếp theo chúng ta sẽ xác định đa thức tô 

màu của đồ thị 2 .rK  

Định lý 4. Đa thức tô màu của đồ thị 

2

rG K  là 

   
 

2

22
3 1

, 2 3 ... .
2

r r
P G r   

 
   

 
 

 Chứng minh. Giả sử ta có thể tô màu đồ thị 

2

rG K  bằng   màu. Ta sẽ chứng minh công 

thức tính đa thức tô màu của đồ thị 2

rG K  bằng 

phương pháp quy nạp theo .r   

Với 1r  , đồ thị chỉ có đúng hai đỉnh 1 2,v v  

và hai đỉnh này không kề nhau. Rõ ràng có   

cách tô đỉnh 1v  và   cách tô đỉnh 2.v  Theo Quy 

tắc nhân ta sẽ có 2  cách tô hai đỉnh 1 2, ,v v  hay 

  2, .P G    

Với 2,r   giả sử 1 2V V V   là một phân 

hoạch của tập đỉnh của đồ thị 2

rG K  và 

   1 11 12 2 21 22, , , .V v v V v v   Ta sẽ lần lượt tô các 
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đỉnh 11 12 21 22, , , .v v v v  Ta nhận thấy, có   cách tô 

đỉnh 11,v    cách tô đỉnh 12 ,v  nếu 11v  và 12v  

được tô cùng một màu thì sẽ có 1   cách tô 

đỉnh 21v  (tương tự, có 1   cách tô đỉnh 22v ), 

nếu 11v  và 12v  được tô bởi hai màu khác nhau thì 

sẽ có 2   cách tô đỉnh 21v  (tương tự, có 2   

cách tô đỉnh 22v ). Do đó theo Quy tắc cộng và 

Quy tắc nhân ta sẽ có 

    
22 21 2 1 2 2 3               

cách tô tất cả các đỉnh 11 12 21 22, , , ,v v v v  hay 

   
22, 2 3 .P G      

Với 2,r   giả sử định lý đã được chứng 

minh cho mọi đồ thị 2

tK  với 1 1.t r    Ta sẽ 

chứng minh định lý đúng với đồ thị 2 .rG K  Giả 

sử  2 1 2 ...r

rV K V V V   
 
là một phân hoạch 

của tập đỉnh của đồ thị 2 .rK
 
Đặt 1 1.G G V   Khi 

đó 1G  là đồ thị 1

2 .rK   Để tô màu đồ thị 2 ,rG K  

ta sẽ lần lượt tô màu các đỉnh của đồ thị 1G  rồi 

sau đó tô các đỉnh của 1.V  Theo giả thiết quy 

nạp, đa thức tô màu (số cách dùng   màu để tô 

các đỉnh) của đồ thị 1G  là 

     
  

2

22

1

3 1 2
, 2 3 ... 1 .

2

r r
P G r   

  
    

 

 

Tiếp theo ta cần tô tiếp các đỉnh của 1.V  Giả sử 

 1 1 2, .V v v  Vì  1

2 1rK r     và  1

2 2 2rV K r    

(theo Định lý 5), nên số màu đã dùng để tô các 

đỉnh của đồ thị 1

2

rK   chỉ có thể là 1,r   hoặc là 

,...,r  hoặc là 2 2.r   Nếu số màu đã dùng để tô 
1

2

rK   là i (  1, ,...,2 2i r r r   ), thì sẽ có i   

cách tô màu đỉnh 1v  (tương tự, cũng có i   

cách tô màu đỉnh 2v ). Theo Quy tắc cộng và Quy 

tắc nhân, số cách tô màu các đỉnh của đồ thị 

2

rG K  là 

        

     

   

2

1

2

1

2

1

, , . 1 ... 2 2

, . 1 ... 2 2

3
, . 1 .

2

P G P G r r r

P G r r r r

P G r r r

    

 

 

        

      

 
   

 

 

Như vậy ta đã chứng minh được đa thức tô 

màu của đồ thị 2

rG K  là 

    
 

2

22
3 1

, 2 3 ... .
2

r r
P G r   

 
   

 
     ■ 

Tiếp theo chúng ta tính số cạnh của đồ thị r 

phần đầy đủ 
1 2, ,..., .

rn n nK  

Bổ để 5. Cho đồ thị r phần đầy đủ 

1 2, ,..., rn n nG K  với 2.r   Khi đó đồ thị G  có số 

cạnh là 

 
1

.i j

i j r

E G n n
  

   

Chứng minh. Giả sử   1 2 ... rV G V V V   
 

là một phân hoạch của tập đỉnh của đồ thị 

1 2, ,..., rn n nG K
 

sao cho i iV n
 

với mọi 

1,2,..., .i r  Ta sẽ chứng minh bổ đề bằng 

phương pháp quy nạp theo .r  

Với 2r   thì ta có   1 2.E G n n  Bổ đề đúng. 

Với 2,r   giả sử bổ đề đã được chứng 

minh cho mọi đồ thị 
1 2, ,..., tn n nK  với 1 1.t r    

Ta sẽ chứng minh định lý đúng với đồ thị 

1 2, ,..., .
rn n nG K  Đặt ' .rG G V   Khi đó 'G  là đồ 

thị 1r   phần đầy đủ 
1 2 1, ,..., .

rn n nK


 Theo giả thiết 

quy nạp ta có 

 '
1 1

.i j

i j r

E G n n
   

   

Vì mỗi đỉnh của tập rV  đều nối với mọi 

đỉnh của đồ thị 
1 2 1

'

, ,..., rn n nG K


 nên số cạnh của 

đồ thị 
1 2, ,..., rn n nG K

 
là  

 
1

1 1 1

1

.

r

i j i r

i j r i

i j

i j r

E G n n n n

n n



    

  

 



 


 

Như vậy ta đã chứng minh xong công thức 

 
1

.i j

i j r

E G n n
  

                                            ■ 

Từ Bổ đề 5 ta suy ra số cạnh của đồ thị 2 .rK  

Bổ đề 6. Số cạnh của đồ thị 2

rG K  là 

   2 2 1 .rE K r r   
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Chứng minh. Đồ thị 2

rK  chính là đồ thị 

1 2, ,..., rn n nK
 
với 1 2 ... 2.rn n n   

 
Theo Bổ đề 5 

ta có 

     2

1

2 1 2 .. 2 1 .i j

i j r

E G n n r r r
  

      

Như vậy ta đã chứng minh công thức    

   2 2 1 .rE K r r                                             ■ 

Tiếp theo ta so sánh số cạnh của đồ thị 

1 2, ,..., rn n nK
 
với số cạnh của đồ thị 2 .rK   

Bổ đề 7. Cho đồ thị r  phần đầy đủ 

1 2, ,..., rn n nG K  với 2r   và 1 2 ... 2 .rn n n r     

Khi đó ta có 

   2 1 .E G r r   

Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi 1 2 ... 2.rn n n     

Chứng minh. Giả sử   1 2 ... rV G V V V   
 
là một 

phân hoạch của tập đỉnh của đồ thị 
1 2, ,..., rn n nG K  

sao cho i iV n
 

với mọi 1,2,..., .i r  Ta sẽ 

chứng minh bổ đề bằng phương pháp quy nạp 

theo .r   

Với 2r   thì ta có 1 2 4.n n   Ta có 

     
2

1 2 1 2

1
4 2 1 .

4
E G n n n n r r       

  4E G   khi và chỉ khi 1 2 2.n n   

Với 2,r   giả sử bổ đề đã được chứng 

minh cho mọi đồ thị 
1 2, ,..., tn n nK  với 1 1t r    và 

1 2 ... 2 .tn n n t     Ta sẽ chứng minh định lý 

đúng với đồ thị 
1 2, ,..., .

rn n nG K
 
Ta xét hai trường 

hợp sau: 

Trường hợp 1: Tồn tại  1,2,...,i r  sao 

cho 2.in   

Không mất tính tổng quát ta giả sử 2.rn   

Đặt ' .rG G V   Khi đó 'G  là đồ thị 1r   phần 

đầy đủ 
1 2 1, ,..., rn n nK


và 1 2 1... 2( 1).rn n n r       

Theo giả thiết quy nạp ta có 

    ' 2 1 2E G r r   . 

Do đó ta có 

     

      

'

1 2 1...

          2 1 2 4 1 2 1 .

r rE G E G n n n n

r r r r r

    

      
  

Trường hợp 2: 2in   với mọi 1,2,..., .i r  

Trong trường hợp này thì sẽ tồn tại 

 1,2,...,i r  sao cho 1in   (nếu 3in   với mọi 

1,2,...,i r  thì 1 2 ... 3rn n n r    , trái giả 

thiết) và tồn tại  1,2,...,j r  sao cho 3jn   

(nếu 1in   với mọi 1,2,...,i r  thì 

1 2 ... rn n n r    , trái giả thiết). Không mất 

tính tổng quát ta giả sử 1 1n   và 2 3.n   Ta xây 

dựng đồ thị r  phần 
1 21 , ,..., rp p pG K  như sau: 

1 1 2 21 2, 1p n p n      và i ip n
 

với 

mọi 3,4,..., .i r  

Theo trường hợp 1 ta có    1 2 1 .E G r r   

Mặt khác, theo Bổ đề 5 ta có 

 

      

 

 

1

1

1 2 1 2

3 3 3

1 2 1 2

3 3 3

2 1

1

2

           

1 1 1 1

1

2

1.

i j

i j r

i i i j

i r i r i j r

i i i j

i r i r i j r

i j

i j r

E G p p

p p p p p p p p

n n n n n n n n

n n n n

E G n
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Do đó    1 2 1 ,E G r r    hay    2 1 .E G r r   

Như vậy ta đã chứng minh    2 1 .E G r r   

Cũng từ chứng minh trường hợp 2, ta nhận thấy 

rằng nếu tồn tại  1,2,...,i r  sao cho 1in   và 

tồn tại  1,2,...,j r  sao cho 3,jn 
 

thì 

   2 1 .E G r r   Do đó    2 1E G r r   khi và chỉ 

khi 1 2 ... 2.rn n n                                        ■ 

Cuối cùng là kết quả vể tính duy nhất tô 

màu của đồ thị 2 .rK  

Định lý 8. Đồ thị 2

rG K  là đồ thị duy nhất 

tô màu. 
Chứng minh. Giả sử H  là đồ thị sao cho 

   P G P H  (G  và H  là tương đương tô 

màu). Ta phải chứng minh G  và H  đẳng cấu với 

nhau. Với 1,r   hiển nhiên G  và H  đẳng cấu 

với nhau (lúc này cả G  và H  đều là đồ thị rỗng 

có hai đỉnh). Do vậy ta chỉ xét trường hợp 2.r   

Theo (iii) của Bổ đề 2, ( ) ( ).G H   Mà 

theo Định lý 5 thì  2 .rK r   Do đó ( ) .H r   

Giả sử ta đã tô màu đồ thị H  bằng các màu 

1,2,..., .r  Đặt 

iV   { ( )v V H  | v  được tô màu i }, 1,2,..., .i r  
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Khi đó các đỉnh trong mỗi tập  

, 1,2,...,iV i r  sẽ không kề nhau. Do đó H  là đồ 

thị r  phần   1 2 ... , .rH V V V E H     

Theo (i) và (ii) của Bổ đề 2 thì 

( ) ( )V G V H  và ( ) ( ) .E G E H  Do đó 

  1 2 ... 2rV H V V V r      và theo Bổ đề 6 

thì     2 1 .E H r r   Áp dụng Bổ đề 7 ta suy 

ra H  chắc chắn phải là đồ thị 
1 2, ,..., rV V V

K  sao cho 

1 2 ... 2.rV V V     Suy ra hai đồ thị G  và 

H  đẳng cấu với nhau. 

Vậy đồ thị 2

rG K  là đồ thị duy nhất tô màu. ■ 

4. Kết luận 
Việc xác định đa thức tô màu và nghiên cứu 

tính duy nhất tô màu của một đồ thị luôn là vấn 

đề khó và lý thú trong lý thuyết đồ thị. Vấn đề 

này đã và đang được nghiên cứu nhiều, cho đến 

nay đã đạt được những kết quả cơ bản và chứng 

minh được tính duy nhất tô màu của một số lớp 

đồ thị (chẳng hạn xem [6], [7], [8], [9] và [10]). 

Tuy nhiên vấn đề này cho đến nay vẫn chưa có 

lời giải tổng quát, việc tìm kiếm thêm những lớp 

đồ thị duy nhất tô màu vẫn cần được quan tâm 

nghiên cứu nhiều hơn nữa. Với hướng tiếp cận 

đó, bài báo này đã nghiên cứu lớp đồ thị 2 ,rK  kết 

quả chính thu được là đã xác định được đa thức 

tô màu của đồ thị 2 ,rK  đồng thời cũng chứng 

minh được lớp đồ thị 2

rK  là duy nhất tô màu. Hy 

vọng trong tương lai sẽ thu được những kết quả 

sâu sắc hơn./. 
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CHROMATIC NUMBER, CHROMATIC POLYNOMIALS AND  

CHROMATICALLY UNIQUE FOR 2

rK  

Summary 

One of the fundamental issues in graph theory is the graph-coloring problem. In particular, it is 

to determine the chromatic number, chromatic polynomials of graphs and to characterize 

chromatically unique graphs. In this paper, we determine the chromatic number, chromatic 

polynomials and characterize chromatically unique for 2

rK . 
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polynomials, chromatically unique graph. 
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