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ĐẠO HÀM STUDNIARSKI SUY RỘNG VÀ ỨNG DỤNG
 

 Ñaëng Thò Bích Vaân(*)
P, Voõ Ñöùc Thònh(**)

P
 

Toùm taét 

Trong bài báo này, chúng tôi giới thiệu và thiết lập một số tính chất của đạo hàm Studniarski 

suy rộng. Sau đó, chúng tôi đưa ra một số áp dụng của đạo hàm này trong việc nghiên cứu tính ổn 

định của ánh xạ đa trị và trong nghiên cứu điều kiện tối ưu. 

Từ khóa: Đạo hàm Studniarski suy rộng, điều kiện tối ưu, ổn định. 
 

1. Giới thiệu 

Đạo hàm là một khái niệm quan trọng trong 

việc nghiên cứu điều kiện tối ưu. Năm 1630, 

Fermat đã giới thiệu khái niệm đạo hàm (theo 

nghĩa cổ điển) để nghiên cứu điều kiện cần cho 

cực trị của một hàm số bậc hai. Sau đó, nhiều tác 

giả đã mở rộng các khái niệm đạo hàm để nghiên 

cứu cực trị của các hàm số phức tạp hơn như: 

đạo hàm theo hướng, đạo hàm Fréchet [4], đạo 

hàm Studniarski [5]... Các đạo hàm này thường 

được gọi chung là đạo hàm suy rộng. Ngoài việc 

mở rộng các khái niệm đạo hàm cho ánh xạ đơn 

trị, việc đề xuất, mở rộng khái niệm đạo hàm cho 

ánh xạ đa trị cũng được quan tâm. Các đạo hàm 

suy rộng cho ánh xạ đa trị có thể kể đến như: đạo 

hàm Fréchet, đạo hàm Bouligand, đạo hàm 

Studniarski [1], [7], [11]. Nhiều tính chất của các 

đạo hàm suy rộng của ánh xạ đa trị đã được 

nghiên cứu. Hơn nữa, việc áp dụng các đạo hàm 

suy rộng này vào nghiên cứu một số bài toán tối 

ưu cũng được quan tâm và đạt được một số kết 

quả [1], [2], [3], [4], [7], [10], [11]. Một cách 

tiếp cận khác để nghiên cứu các đạo hàm suy 

rộng cho các ánh xạ đơn trị và đa trị là cách tiếp 

cận trên không gian đối ngẫu. Với cách tiếp cận 

này, nhiều loại đạo hàm suy rộng khác đã được 

giới thiệu như các loại đạo hàm dưới vi phân cho 

ánh xạ đơn trị, các loại đối đạo hàm cho ánh xạ 

đa trị [8], [9].  

Trong bài viết này, chúng tôi giới thiệu một 

số loại đạo hàm suy rộng mới kiểu Studniarski và 

nghiên cứu một số tính chất của chúng. Áp dụng 

các kết quả đạt được, chúng tôi nghiên cứu tính 

 -ổn định của ánh xạ đa trị. Trong trường hợp 

( ) , ,mt t m    đạo hàm Studniarski suy rộng 

của chúng tôi trở về đạo hàm trên Studniarski đã 

biết trong [1], [7], [11]. Hơn nữa tính chất  -ổn 

định trở thành tính chất ổn định bậc m  được 

nghiên cứu trong [1]. 

2. Đạo hàm Studniarski suy rộng 

Trong bài báo này nếu không nói gì thêm, 

chúng tôi giả thiết ,X Y  là hai không gian định 

chuẩn, YB  là hình cầu đơn vị trong .Y  Cho 

: 2 .YF X   Miền hữu hiệu, tập đồ thị của F  

được xác định như sau:   dom | ,F x X F x     

    gr , | .F x y y F x   Cho K  là nón trong 

,Y  ta kí hiệu     .F x F x K    Cho hàm 

:   . Khi đó   được gọi là tựa nhân 

tính nếu   0,t   với mọi 0t   và 

( ) ( ) ( )ab a b   , với mọi , 0, 1a b ab  . Cho 

dãy số thực  ,nt  ký hiệu 0nt
  nghĩa là 

0nt   và 0nt   với mọi .n  

Định nghĩa 2.1. Cho : 2YF X   là một 

ánh xạ đa trị và 0 0( , ) gr .x y F  

(i) ([1], Định nghĩa 2.3) F  được gọi là nửa 

liên tục dưới tại 0 0( , )x y  nếu với mọi lân cận mở 

V của 0y  tồn tại lân cận mở U của 0x  sao cho 

với mọi ,x U ( ) .V F x    

(ii)  F  được gọi là  -ổn định tại 

0 0( , )x y  nếu tồn tại hằng số 0L  và lân cận mở 

U của 0x  sao cho với mọi  0\ ,x U x  

 0 0( ) ( ) ,YF x y L x x B    trong đó YB  là 

hình cầu đơn vị trong .Y  

Định nghĩa 2.2 ([1], Định nghĩa 3.1). Cho 

: 2YF X   là một ánh xạ đa trị và 

0 0( , ) gr .x y F  Đạo hàm trên Studniarski bậc m  

của F  tại 0 0( , )x y  được định nghĩa bởi: 
(*)  

Sinh viên, Trường Đại học Đồng Tháp. 
(**)  

Trường Đại học Đồng Tháp. 
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0 0( , )( ) | 0 ,( , ) ( , )m

n n nD F x y u v Y t u v u v    

0 0saocho , ( ) .m

n n n nn y t v F x t u     

Bằng cách thay m

nt  trong định nghĩa đạo 

hàm trên Studniarski bậc m  bởi ( )nt  và cách 

xác định các dãy trong Định nghĩa 2.2, chúng tôi 

giới thiệu các khái niệm đạo hàm Studniarski suy 

rộng như sau: 

Định nghĩa 2.3. Cho : 2YF X   là một ánh xạ 

đa trị và 0 0( , ) gr .x y F  Đạo hàm  -Studniarski 

của F  tại 0 0( , )x y  được định nghĩa bởi: 

0 0( , )( ) | 0 ,( , ) ( , )n n nD F x y u v Y t u v u v     

sao cho 0 0, ( ) ( ) .n n n nn y t v F x t u     

Định nghĩa 2.4. Cho : 2YF X   là một 

ánh xạ đa trị và 0 0( , ) gr .x y F  Đạo hàm  -

Studniarski chặt của F  tại 0 0( , )x y  được định 

nghĩa bởi: 

0 0
ˆ ( , )( ) | 0 , ,n n nD F x y u v Y t u u v v       

sao cho 0 0, ( ) ( ) .n n n nn y t v F x t u     

Ví dụ 2.5. Giả sử X Y   và 2 : 2 ,Y

nF X   

1,2,3...n   được xác định bởi: 

 2

2 ( ) : : ,n

nF x y Y y x   .x X   

Giả sử 0 0( , ) (0,0)x y   với 1n   chúng ta có: 

 2 2

2(0,0)( ) : , .D F u v Y v u u X      

Với 2( )t t   ta có: 

 2

2(0,0)( ) | , .D F u v v u u X       

 2

2
ˆ (0,0)( ) | , .D F u v v u u X        

Với ( ) tt e   ta có: 

 2 (0,0)( ) | 0 , .D F u v v u X        

Nhận xét 2.6. Trong trường hợp 

( ) mt t  thì D F  trở thành .
m

D F  

Định lí 2.7. Cho : 2Y

iF X   là các ánh xạ 

đa trị và 0( , ) , 1,2.i ix y grF i   Khi đó với mọi 

,u X  ta có: 

1 2 0 1 2 1 0 1 2 0 2
ˆ( )( , )( ) ( , )( ) ( , )( ).D F F x y y u D F x y u D F x y u       

Chứng minh: 

Giả sử 1 0 1 2 0 2
ˆ( , )( ) ( , )( ).v D F x y u D F x y u    

Khi đó tồn tại 1 1 0 1( , )( )w D F x y u  và 

2 2 0 2
ˆ ( , )( )w D F x y u  sao cho 1 2.v w w   Vì 

1 1 0 1( , )( )w D F x y u  nên ta có từ Định nghĩa 2.3 

rằng 10 , ,n n nt u u v w     sao cho 

               1 1 0( ) ( ).n n n ny t v F x t u               (2.1) 

 Vì 2 2 0 2
ˆ ( , )( )w D F x y u  nên với các dãy 

: 0 , : .n n n nt t u u u     Khi đó tồn tại dãy 

2nv w  thỏa mãn 

          2 2 0( ) ( ),  .n n n ny t v F x t u n             (2.2) 

Từ (2.1) và (2.2) suy ra 

1 2 1 2 0( )( ) ( )( ).n n n n ny y t v v F F x t u       

Do đó 
1 2 1 2 0 1 2( )( , )( ).v w w D F F x y y u      

Vậy 

1 2 0 1 2 1 0 1 2 0 2
ˆ( )( , )( ) ( , )( ) ( , )( ).D F F x y y u D F x y u D F x y u        

Ví dụ sau chỉ ra rằng nếu thay D̂ D   thì 

Định lí 2.7 là không đúng. 

Ví dụ 2.8. Giả sử ,X Y C     và 

1 2, : 2YF F X   được cho bởi:  

 

 
1

1
1 , 1,2,3...

( )

0 0

x n
nF x

x


 

 
 

neáu

neáu

 và 

 

 
2

1
0 , 1,2,3...

( )

1 0.

x n
nF x

x


 

 
 

neáu

neáu

 

Với ( ) tt e   ta có:  

1(0,0)(0) | 0 ,( , ) ( , )n n nD F v t u v u v     

1saocho , ( )nt

n n nn e v F t u   

                      0,1 .  

2(0,1)(0) | 0 ,( , ) ( , )n n nD F v t u v u v     

sao cho 2,1 ( )nt

n n nn e v F t u    

                      1,0 .   

 Mặt khác, ta có 

 

 
1 2

1
1 , 1,2,3...

( )( )

1 0.

x n
nF F x

x


 

  
 

neáu

neáu
 

Suy ra  1 2( )(0,1)(0) 0 .D F F    
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Vậy  

1 0 1 2 0 2 1 2 0 1 2( , )( ) ( , )( ) ( )( , )( ).D F x y u D F x y u D F F x y y u      
 

Bao hàm thức trong Định lí 2.7 là chặt. Điều 

này được thể hiện trong ví dụ sau đây. 

Ví dụ 2.9. Giả sử ,X Y C     và 

1 2, : 2YF F X   được cho bởi:
 

 

 
1

1
1 , 1,2,3...

( )

0 0

x n
nF x

x


 

 
 

neáu

neáu

 và 

 

 
2

1
0 , 1,2,3...

( )

1 0.

x n
nF x

x


 

 
 

neáu

neáu

 

Với ( ) ,tt e   ta có: 

   1(0,1)(0) | 0 , , ,n n nD F v t u v u v     

sao cho   11 ( ) 1,0 .nt

n n ne v F t u n       

2
ˆ (0,0)(0) | 0 , , vn n nD F v t u u v         

sao cho 2 ( ) .nt

n n ne v F t u n      

Mặt khác, ta có  

 

 
1 2

1
1 , 1,2,3...

( )( )

1 0.

x n
nF F x

x


 

  
 

neáu

neáu
 

Suy ra  1 2( )(0,1)(0) 0 .D F F    Do đó ta có:
  

1 2 0 1 2 1 0 1 2 0 2
ˆ( )( , y )( ) ( , )( ) ( , )( ).D F F x y u D F x y u D F x y u      

 
3. Áp dụng 

Trong mục này, chúng tôi trình bày một số 

áp dụng của đạo hàm Studniarski suy rộng trong 

việc nghiên cứu tính  -ổn định của ánh xạ đa trị 

và nghiên cứu điều kiện tối ưu.  

Định lí 3.1. Giả sử Y  là không gian hữu 

hạn chiều và :    là hàm tựa nhân tính. 

Khi đó nếu ánh xạ đa trị : 2YF X   là nửa liên 

tục dưới và  -ổn định tại 0 0( , ) grx y F  thì 

0 0( , )( ) , .D F x y u u X     

Chứng minh: Cho 0u  , đây là tầm 

thường bởi vì chúng ta luôn có 

0 00 ( , )(0),D F x y  vì vậy giả sử 0u   và 

0 .nt
  Với mọi lân cận mở V  của 0 ,y  tồn tại 

lân cận mở U  của 0x  sao cho với mọi 

: ( )x U V F x    . Vì 0 0nx t u x   nên 

0 nx t u U   với n  đủ lớn. Do đó tồn tại 

0( ) .n ny F x t u V    Bởi tính chất  -ổn định, 

tồn tại 0   sao cho: 

   

     

0 0

0

( )

                         .

n n n Y

n Y

y F x t u y t u B

y t u B



 

   

 
 

Vì vậy 0 ( ).
( )

n

n

y y
u

t





  Điều này có 

nghĩa là  0( ) / ( )n ny y t  là một dãy bị chặn và 

có một dãy con hội tụ. Bởi Định nghĩa 2.3, giới 

hạn của dãy con này là một phần tử của tập 

0 0( , )( ).D F x y u                                         

Hai ví dụ sau chứng tỏ rằng tập 

0 0( , )( )D F x y u  có thể là tập rỗng nếu giả thiết 

của Định lí 3.1 không đúng. 

Ví dụ 3.2. Giả sử : 2F   được định 

nghĩa bởi:  

 

 
1

1/3

-1,

( ) 1 0 1,

0 1

x

F x x x x

x x

 


    


 

   neáu 

neáu   hoaëc 

neáu

 

 và ( ) .mt t    

Khi đó chúng ta có  1/3( )F x x  với 

0 1,x   và (0,0)( )D F u   với mọi 1,m   ở 

đây F  là nửa liên tục dưới tại (0,0)  nhưng 

không là  -ổn định tại (0,0).  Thật vậy, với mọi 

V  mở, 0 .V  Giả sử  , V    với 0   

(nào đó). Lấy  1,1U   . Khi đó với mọi x U  

ta xét hai trường hợp sau: 
Trường hợp 1: 0 1.x   Trong trường hợp 

này  1/3( ) .F x x  Vì 1 1x    nên 

1

31 1.x    

Suy ra   .F x V    

Trường hợp 2: 1 0.x    Trong trường 

hợp này ( ) .F x x  Suy ra   .F x V    

Do đó F  là nửa liên tục dưới tại (0,0).  

 Tiếp theo ta kiểm tra tính  -ổn định của 

F  tại  0,0 .  Với mọi 0,L  U  mở chứa 0,  

chọn 
0

1
1

,0 .m
xx U

L


 
    
 

 Khi đó  F x x  
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mà 1
1

0 mx
L

    
1

1
m

L
x


   

m
x L x    

( 1,1).
m

x L x    Vậy F  không là  -ổn định 

tại (0,0).                            

Ví dụ 3.3. Giả sử : 2F   được định 

nghĩa bởi:  

 

0,
( )

0 0

x
F x

x

 
 



neáu

neáu

 

và ( ) .mt t    

Rõ ràng F  là  -ổn định vì tồn tại 

1 0,L    ( 1,1)U    chứa 0  sao cho 

 \ 0x U   ta có  ( ) 0 .
m

YF x L x B    

Tuy nhiên (0,0)( )D F u   với mọi 0.u   Do 

đó khẳng định của Định lí 3.1 không còn đúng 

nữa vì F  không là nửa liên tục dưới tại 0.  Thật 

vậy , lấy    1,1V    lân cận mở của 0,  với mọi 

U  mở chứa 0,  lấy 0 x U   ta có ( ) .F x   

Suy ra ( ) .V F x                                              

Tiếp theo chúng tôi trình bày áp dụng của 

đạo hàm Studniarski suy rộng để nghiên cứu điều 

kiện cần cho nghiệm yếu địa phương của bài 

toán tối ưu. Chúng tôi luôn giả thiết rằng ánh xạ 

  là nửa liên tục phải tại 0, nghĩa là: với mọi 

dãy 0 ,nt
  ta có ( ) 0 .nt    

Giả sử , ,X Y Z  là các không gian định 

chuẩn, ,C Y D Z   là các nón lồi có phần 

trong khác rỗng và chứa 0.  Cho , ,S S X   

: 2YF S  và : 2 .ZG S   Xét bài toán tối ưu 

như sau: 

               
Minimize ( )

.
, ( ) ( )

F x

x S G x D 




   
              ( )P

 
Ký hiệu  : : ( ) ( )A x S G x D       là 

tập khả thi của bài toán ( ).P  

Định nghĩa 3.4. Giả sử 0x A  với A  là tập 

khả thi của bài toán ( ).P  Điểm 0 0( , ) grx y F  

được gọi là một nghiệm yếu địa phương của ( )P  

nếu tồn tại lân cận mở U  của 0x  sao cho 

0( ( ) ) int .F A U y C      

Nón tiếp tuyến trong của S  tại 0x  được 

định nghĩa như sau: 

 0 0( ) : 0, (0, ), ' ( , ), ' .S XIT x u X t u B u x tu S             

Mệnh đề 3.5 ([5], Mệnh đề 2.3). Nếu 

S X là tập lồi, 0 clx S  và int S   thì 

int 0 0( ) intcone( ).SIT x S x   

Bổ đề 3.6. Nếu 0 ,z D  

0intcone( )z D z   và tồn tại 

0 , ( ) 0n nt t    sao cho 0

1
( )

( )
n

n

z z z
t

   

thì intnz D  với mọi .n  

Chứng minh: Từ 0intcone( )z D z   ta 

có int 0( ).Dz IT z    Do định nghĩa của 

int 0( )DIT z  chúng ta có: 

00, (0, ), ' ( , ), ' int .Xt u B z z tu D             

Từ tính chất liên tục phải tại 0  của   và giả 

thiết dãy 0 ,nt
  ta có ( ) 0 .nt   Do đó, 

không mất tính tổng quát, ta có thể giả sử 

( ) , .nt n     Vì 0

1
( )

( )
n

n

z z z
t

   nên 

với n  đủ lớn, ta có 0

1
( ) ( , ).

( )
n

n

z z B z
t





    Do 

đó với n  đủ lớn, ta có: 

0 0

1
( )( ( )) int .

( )
n n n

n

z z t z z D
t




        

Điều này có nghĩa là intnz D  với mọi 

.n  Do đó chứng minh được hoàn thành.             

Định lí 3.7. Giả sử 0 intx S  và 

0 0( ) ( ).z G x D    Khi đó nếu 0 0( , ) grx y F  là 

một nghiệm yếu địa phương của  P  thì với mọi 

0 0 0: dom ( ) ( , , )x D F G x y z
    ta có 

0 0 0 0( ) ( , , )( ) (int intcone( )) .D F G x y z x C D z       

Chứng minh: Giả sử rằng 

0 0 0 0( ) ( , , )( ) (int intcone( )) .D F G x y z x C D z       

Khi đó tồn tại y Y  và z Z  sao cho 

           0 0 0( , ) ( ) ( , , )( )y z D F G x y z x
        (3.1) 

và  

0( , ) (int intcone( ))y z C D z        (3.2) 
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Từ (3.1) tồn tại 0nt
 ,     , , ,n nu v x y z  

sao cho 0 0 0( , ) ( )( ) ( ) ( ).n n n ny z t v F G x t u      

Khi đó tồn tại 0( , ) ( ) ( )n n n ny z F G x t u    sao 

cho 0 0( , ) ( )( ) (y , ).n n n ny z t v z   Điều này tương 

đương với  

0 0( , ) ( , )
( , ).

( )

n n

n

y z y z
y z

t


        (3.3) 

Từ (3.2) và (3.3) cho n  đủ lớn ta có 

                      0 intny y C                 (3.4) 

và từ Bổ đề 3.6, ta được: 

int .nz D  

Bởi vì 0 0( ) ,n n n n nz G x t x D x t x A U       

với n  đủ lớn nên từ (3.4), ta có: 

0 0( ( ) ) int .ny y F A U y C      

Mâu thuẫn với Định nghĩa 3.4. 

Vậy 

0 0 0 0( ) ( , , )( ) (int intcone( )) .D F G x y z x C D z        
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GENERALIZED STUDNIARSKI DERIVATIVES AND ITS APPLICATIONS 

Summary 

In this paper, we introduce and state some properties of generalized Studniarski derivatives. 

Then, we present some applications of these derivatives in studying the stability of multi-valued maps 

and optimality conditions. 
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