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SU PONG BQO HOA TRONG MANG LUOI GOM HAI HE PHUONG TRINH
FITZHUGH-NAGUMO KHI CO DONG PIEN KiCH HOAT TU BEN NGOAI

e Phan Van Long Em®

Tém tit
Bai bdo nghién citu diéu kién can va dii cho a6 manh lién két @é xay ra s dong bé héa cua
mang i gom hai phwong trinh FitzHugh-Nagumo (FHN) khi chiu anh hwong cua mot tham s0, cu
thé la tan so cua dong dién tdc dong tir bén ngoai. Bang cdch sir dung phiwrong phap ham s6 Lyapunov
sé tim dwoc diéu kién dii va bang sé mil Lyapunov xuyén ngang lon nhdt sé tim dwoc diéu kién can
cho @3 manh lién két. Két qua thu dwoc cho thdy su dong bo hoa xay ra khi do manh lién két di lom.

Bai bdo con trinh bay két qua bang phiwong phép sé dé kiém tra lai két qua Iy thuyet thu duoc.
Tir khéa: D6 manh lién két, hé phwong trinh FitzHugh-Nagumo, hdam sé Lyapunov, s6 mii

Lyapunov xuyén ngang Ién nhdt, sw dong bé hoa.

1. Pit van dé

S déng bo hoa 1a mdt hién tugng vo cung
quan trong trong tu nhién va trong khoa hoc phi
tuyén, dac biét 1a trong mang ludi cac hé phuong
trinh dao dong dugc lién két yéu v6i nhau [8],
[9]. Pidu d6 c6 nghia 1a cac hé phuong trinh s&
¢6 cung dic tinh & cung thoi diém. Do d6, d6i
v6i mot mang ludi gdbm hai hé phuong trinh thi
su dong bo hoa co nghia 1a hé phuong trinh nay
s€ sao chép nhitng dac tinh cua hé phuong trinh
kia ké tir mot thoi diém nao dé. Khi d6, mang
ludi cac hé phuong trinh dugc goi 1a dong bé.

Trong bd ndo con nguoi ¢b rat nhidu té bao,
chung lién két v6i nhau tao thanh mot mang ludi té
bao. Mot mang ludi té bao 1a mot hé théng cac té
bao dugc lién két véi nhau vé mit sinh 1y hoc. Sy
trao do6i giita chung chu yéu 13 dua vao cac qua
trinh dién héa. Bai bao nay trinh bay sy dong bo
hoa cta hé thong hai té bao lién két tuyén tinh véi
nhau. Trong d6, mdi té bao dugc mé ta bang mot
hé phuong trinh vi phan FitzHugh-Nagumo (FHN).

Nam 1952, Hodgkin va Huxley da dua ra
mot md hinh toan hoc bdn chiéu co thé Xép X1
duogc cac tinh chét hoat ndo cua dién ap té bao
[4]. Dya trén mé hinh nay, rat nhiéu mé hinh
don gian hon di dugc cong bé nham mo ta su
hoat nao cua dién ap té bao. Nam 1962,
FitzHugh R. va Nagumo J. di cong b mot mo
hinh m&i mang tén M6 hinh FitzHugh-Nagumo
(FHN) dugc biét 1a mo hinh hai chiéu don gian
hoa tir hé phuong trinh ndi tiéng ciia Hodgkin-
Huxley [2], [7]. Tuy 1a m6 hinh don gian hon,
nhung n6 c6 nhiéu két qua giai tich dang cha y
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va gitr dugc cac tinh chit, ¥ nghia vé mit sinh
hoc. M6 hinh nay dugc tao thanh tir hai phuong
trinh cua hai bién u va v. Bién dau tién 1a bién
nhanh, dugc goi la bién hoat ndo, nd thé hién
cho dién 4p cua mang té bao. Bién thu hai 1a
bién cham, no thé hién cho mot sé dai lugng vat
li phu thuodc thoi gian nhu d6 dan dién cia dong
ion di ngang qua mang té bao.

H¢ phuong trinh FitzHugh-Nagumo dugc
biéu dién béi h¢ sau:

W -1 bu)—v + s(D),
dt
1)
dv
— =CU,
dt

trong do, b,c 1a cac hang s6 duong, s(t) la dong
dién kich hoat tir bén ngoai dugc cho bdi cong thure:

s(t) = —2—cos2z ft, )
2 f

v6i a va f tuong Gmg 1a cac bién do va tan sd
cua dong dién kich hoat tir bén ngoai.

Trong nhitng nim gan day, sy dong bd hoa
d3 dugc nghién ciru rong rii trén nhiéu linh vuc,
nhiéu hién tuong ty nhién cling phan anh sy
dong bo hoa nhu sy di chuyén tao thanh timg
dam may cua dan chim, sy di chuyen cua dan ca
chép trong ho, su di chuyén ciia doan didu hanh,
sy nhan va truyén thong tin ciia mot nhom cac té
bao... [1], [2], [7]. Chinh vi thé viéc nghién clru
Ve su dong b hoa trong mang luéi cac té bao 1a
hét stic can thiét. D& cho viéc nghién ctru tré nén
dé dang hon, trong bai bao nay chi xét mang ludi
hai t& bao lién két tuyén tinh voi nhau, nghién
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ctru tim ra diéu kién can va du cho su déng bo
hoa x4y ra trén mang ludi dang xét.

2. Sy dong b hoéa trong mang lréi gdm
hai h¢ phuwong trinh FitzHugh-Nagumo

Tu hé phuong trinh (1), mang ludi hai hé
phuong trinh FitzHugh-Nagumo lién két tuyén
tinh voi nhau duge biéu dién nhu sau:

W Uy —DA—bU) —V, — g (U — ) +5(0),
dv,
—1 =cu,,
o ®
dt2 =Uu,(u, —DY@—bu,) —v, —g(u, —u,) +s(t),
d
4t~ U
trong do, U;,V;,i =12 1a cac bién clia té bao thir

i va gla do manh lién két (g > 0).

Dinh nghia 1. H¢ phuong trinh (3) duoc
goi la dong bo héa néu véi moi diéu kién ban

dau u,(0),v,(0),i =1,2, ta déu cé:
!LTO”Ul(t) —U,(t)|=0 va !Lrpo||v1(t) —V, (t)| =0.

a. Diéu kién i cho su déng bo héa

Pit e =u,—Uu,e, =V, -V, la sai s6 dong
bo hoa cua cac bién trong hé phuong trinh (3).
Khi d6, hé phuong trinh vi phan cia cic sai s6
trén duoc cho boi:

(:jitl = [—l— 29+ (L+b)(u, +u,) —b(uf +uyu, + uzz)Je1 -8,

de,
dt

4
=ce,.

Pinh li 1. Néu dé manh lién két g théa
M [(2(L+b) +3Mb] -1
2
M la Cd{’l trén cua gid tri tuyét‘déri cua dién tigé
mang tée bao, thi voi moi diéu kién ban ci"du
u;(0),v;(0),i =1,2, hé phuong trinh (3) sé dong

bé hoa.
Chirng minh. Cht y rang (0,0) 1a diém ki

man diéu kién g > , trong do

di duy nhit ciia hé phuong trinh (4). Chon ham
s0 Lyapunov nhu sau:

E(e,,e,) =Cae’ +ae’,
trong do, o la helmg’ s6 duong. Lay dao ham theo
thoi gian cua ham so Lyapunov trén, ta dugc

dE(e,.€,)
dt
=2cae d—el +2ae, ddet2 (5)

= 20:[—1— 29 + (L +b)(u, +u,) —b(uZ +u,u, + uzz)Jef.

Vi nghiém cua h¢ phuong trinh (4) bi chan
[6], dat can trén la M (tic 1a |ui| <M,i=12).

Nén %S—Za[1+2g—M(2(1+b)+3Mb)]ef.
Do d6, néu 1+2g—M(2(1+b)+3Mb) >0 thi

dE(;%[,ez)<0. bit I {(el, e): dE(el,ez) 0}.

Tur (5), T'={(e.,e,):€, =0}. Trong tip bat bién

I, ta lubn cé Z—t 0. Suy ra e, =0. Do do,

(0,0) 1a nghiém duy nhat ciia hé phuong trinh
(4). Stir dung Pinh li LaSalle [5], ta c6 (0,0) la
diém 6n dinh tiém céan toan cuc. Pinh 1i d3 duoc
ching minh.

DPinh Ii trén cung cép diéu kién du dé cho su
dong bo hoa cia hé (4), nhung khong phai la
diéu kién can. Noi cach khac, néu dé6 manh lién
két khong thoa man Dinh Ii 1 thi khong c6 nghia
1a h¢ phuong trinh (4) khong c6 su dong bd hoa.
That vay, bang phuong phap s6 ta c6 thé kiém tra
dugc rang do manh lién két khong théa man diéu
kién du noi trén, nhung hé phuong trinh (4) van
ddng bo hoa (xem Hinh 3).

b. Diéu kién can cho sy do”‘ng bo hoa

Theo cac nghién cuu [8], [9], [10] th1 diéu
kién can thiét cho sy dong bd héa 1a s mii

Lyapunov xuyén ngang 16n nhat (L ) nhan gia

max
tri am. Bang phuong phap s, ta ¢6 thé tinh dugc
s6 mil Lyapunov xuyén ngang lon nhét dugc
biéu dién nhu trong Hinh 1. Theo Hinh 1, s6 mii
Lyapunov xuyén ngang 16n nhit nhan gié tri am
khi g >0,07. Nghia 1, néu gia tri ciia d6 manh
lién két thoa man diéu kién nay thi hé phuong
trinh (4) s& d6ng bd hoa.

0.04

=4 e
=1 =1
(= = (=

S0 mii Lyapunov
xuyén ngang 1én nhat

=4
=1
&

L L
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g

o

Hinh 1. Méi twong quan giira 50 mil Lyapunov xuyén
ngang 1én nhét va d§ manh lién két (sy dong bg hoa
xdy ra néu g >0,07, véi b=10, c=1, a=0,1, f =0,129)
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C6 mét chu y quan trong rfing, diéu kién can
& trén khong phai 1a diéu kién du cho sy dong bo
hoa. Theo két qua nghién clru cua cac bai bao [4]
thi sy khong dong bo hoa ciing co thé xay ra
ngay ca khi s6 mii Lyapunov xuyén ngang 16n
nhat nhan gia trj am.

3. M6 phong

Pé kiém tra hiéu qua cua cac diéu kién can
va du noi trén, ciing nhu so sanh cac diéu kién
nay, két qua tinh toan ciia bai bao duogc thuc
hién trén C++ va dung thuat todn Runge-Kutta
dé 1dy tich phan hé phuong trinh (4) vdi budc
thoi gian At =0,005. Céc gia tri tham s6 dugc
Chon nhu sau:

b=10,c=1a=0,1 f =0,129,
cung véi cac diéu kién ban dau:
(u;(0);v;(0);u,(0);v,(0))=(0,; 0; —0,1; 0,1).

Vé6i g=0,05, ca hai diéu kién cin va du
déu khong thoa man (xem Hinh 2). Su dong bo
hoa khong xdy ra trong mang ludi (4).

1

0.5

Sai s dong bd hoa
—-
1
i
T
cme =2 i:‘ o
=
P
- S
j“ I

@ ®)
Hinh 2. Su khong ddng bd héa ciia hé phwong trinh
(4) véi g =0,05: (a) sw twong quan giira U; va u,,

(b) sai s6 ddong bd héa e =u, —u;, &, =V, -V,

Véi g=2, diéu kién du khong théa man,
nhung diéu kién cin thi thoa mén
(Lﬁm =-0, 2321). Xem Hinh 3, ta thiy co su

dong bo hoa xay ra trong hé phuong trinh (4),
nhung dicu kién du thi khong dugc théa man.
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Sai s6 ddng bo hoa

u, t
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Hinh 3. Sy déng b héa ciia hé¢ phwong trinh (4) véi
g =2, (a) su twong quan giira u; va u,, (b) sai s0
dong b héa e =u, —U;, & =V, —V;

4. Két luin

Bai bao di dua ra két qua vé sy dong bo hoa
cua mang luéi hai hé phuong trinh FitzHugh-
Nagumo lién két tuyén tinh véi nhau. Sy dong bo
hoa xay ra khi @ manh lién két du l6n. Ngoai ra,
nghién ctru con dua ra duoc diéu kién can va du
cua d6 manh lién két dé cé thé dat duoc sy dong
bo héa trong mang ludi dang xét. Sy dong bo
hoa trong mang ludi céc té bao 1a rit quan trong
va thuong dién ra trong ndo b con ngudi, dong
vai trd trong viéc truyén dat théng tin. Nghién
ctru ndy cung cip mat sy hiéu biét vé hién tugng
dong bo hoa gitra hai té bao, dic biét viéc nghién
ciru nay co thé phat trién Ién bang viéc nghién
ciu su dong b hda ciia mot hé thdng rat nhiéu té
bao lién két véi nhau./.

S
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SYNCHRONIZATION ON THE NETWORK OF TWO FITZHUGH-NAGUMO SYSTEMS
WITH THE EFFECT OF THE EXTERNAL ELECTRICAL STIMULATION

Summary

This paper investigates both necessary and sufficient conditions of the coupling strength in order
to cause the synchronization of two interacting FitzHugh-Nagumo systems (FHN) with the effect of
one parameter, namely the frequency of the external electrical stimulation. The Lyapunov function
method is used to identify the sufficient condition, while the largest transverse Lyapunov exponent
helps to find out the necessary condition of the coupling strength. The result shows that the
synchronization occurs when the coupling strength is large enough. Moreover, the numerical results
are presented to test the theoretical one.

Keywords: Coupling strength, FitzHugh-Nagumo system, Lyapunov function method, largest
transverse Lyapunov exponent, synchronization.
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