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SỰ TỒN TẠI ĐIỂM BẤT ĐỘNG CHUNG  

CHO ÁNH XẠ CO DẠNG HỮU TỈ SUY RỘNG TRÊN KHÔNG GIAN b -METRIC 

 Nguyeãn Thò Thanh Lyù(*) 

Toùm taét 

Trong bài báo này, chúng tôi thiết lập và chứng minh một số kết quả về sự tồn tại điểm bất động 

cho ánh xạ co dạng hữu tỉ trên không gian b -metric. Đồng thời xây dựng ví dụ để minh họa cho kết 

quả đạt được. 

Từ khóa: điểm bất động chung, không gian b -metric, co Geraghty,  -chấp nhận được theo quỹ 

đạo dạng tam giác. 

1. Giới thiệu 

Năm 1973, Geraghty [5] đã giới thiệu một 

mở rộng của Nguyên lí ánh xạ co Banach. Gần 

đây, kết quả của Geraghty thu hút sự quan tâm 

của nhiều tác giả và được mở rộng theo nhiều 

cách khác nhau [7], [9]. Năm 2016, 

Chuadchawna và cộng sự [8] đã cải tiến và mở 

rộng các kết quả trong [7], [9] bằng cách chứng 

minh định lí điểm bất động cho ánh xạ co kiểu 

 - - -Greraghty trên không gian metric  -

 -đầy đủ. Trong khi đó, Ansari và cộng sự [2] 

mở rộng định lí Geraghty và một số kết quả 

trước đó bằng cách sử dụng lớp hàm  trên 

không gian metric  -  đầy đủ. Một số tác giả 

khác mở rộng định lí Geraghty theo kiểu co hữu 

tỉ như [6], [10] trên không gian b -metric.   

Trong bài báo này, chúng tôi mở rộng định 

lí Geraghty trên không gian b -metric bằng cách 

thiết lập và chứng minh một số kết quả về sự tồn 

tại điểm bất động cho ánh xạ co dạng hữu tỉ suy 

rộng trên không gian b -metric, đồng thời xây 

dựng ví dụ để minh họa cho kết quả đạt được. 

Trước hết chúng tôi trình bày một số kết 

quả cần cho nội dung chính của bài báo. 

Năm 1989, Czerwik [4] giới thiệu khái niệm 

không gian b -metric như sau.  

Định nghĩa 1.1 ([4], Định nghĩa 2.7). Cho 

X  là tập khác rỗng, 1s   và : [0, )d X X    

là hàm thỏa mãn với mọi , , ,x y z X  

(1) ( , ) 0d x y   khi và chỉ khi .x y  

(2) ( , ) ( , ).d x y d y x  

(3)  ( , ) ( , ) ( , ) .d x y s d x z d z y   

Khi đó, d  được gọi là b -metric trên X và 

( , , )X d s  được gọi là không gian b -metric. 

Định nghĩa 1.2 ([4]). Cho ( , , )X d s  là 

không gian b -metric và dãy { }nx  trong .X   

(1) Dãy { }nx  được gọi là hội tụ đến ,x  kí 

hiệu lim ,n
n

x x


  nếu lim ( , ) 0.n
n

d x x


  

(2) Dãy { }nx  được gọi là Cauchy trong X  

nếu
,
lim ( , ) 0.n m

n m
d x x


  

(3) ( , , )X d s  được gọi là đầy đủ nếu mỗi 

dãy Cauchy trong X  là một dãy hội tụ.  

Aghajani và cộng sự [1] đã chứng minh kết 

quả sau về sự hội tụ trong không gian b -metric. 

Bổ đề 1.3 ([1], Bổ đề 1). Cho ( , , )X d s  là 

không gian b -metric và { },nx { }ny  là hai dãy 

trong X  lần lượt hội tụ đến , .x y  Khi đó, 

(1) 2

2

1
( , ) inf ( , ) suplim lim ( , ) ( , ).n n n n

n n

d x y d x y d x y s d x y
s  

    

(2) Với mỗi ,z X   

1
( , ) inf ( , ) sulim p ( , ) .li ( , )mn n

n n

d x z d x z d x z sd x z
s  

    

Năm 2014, Popescu [9] giới thiệu khái niệm 

ánh xạ  -chấp nhận được theo quỹ đạo dạng 

tam giác như sau. 

Định nghĩa 1.4 ([9], Định nghĩa 6). Cho X  

là tập khác rỗng và : ,f X X  : [0, )X X     là 

hai ánh xạ. Khi đó, f  được gọi là ánh xạ  -

chấp nhận được theo quỹ đạo dạng tam giác nếu 

(1) Với mọi ,x X ( , ) 1x fx   kéo theo 
2( , ) 1.fx f x   

(2) Với mọi , ,x y X  ( , ) 1,x y   ( , ) 1y fy   

kéo theo ( , ) 1.x fy   

Năm 2016, Chuadchawna và cộng sự [8] 

giới thiệu khái niệm xạ  -chấp nhận được theo 

quỹ đạo dạng tam giác tương ứng với   như sau.  
(*)  

Trường Đại học Đồng Tháp. 
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Định nghĩa 1.5 ([8], Định nghĩa 2.2). Cho X  

là tập khác rỗng và : ,f X X  : [0, )X X     là 

hai ánh xạ. Khi đó, f  được gọi là ánh xạ  -chấp 

nhận được theo quỹ đạo dạng tam giác tương ứng 
với   nếu 

(1) Với mọi ,x X  ( , ) ( , )x fx x fx   kéo 

theo 2 2( , ) ( , ).fx f x fx f x    

(2) Với mọi , ,x y X  ( , ) ( , ),x y x y   

( , ) ( , )y fy y fy   kéo theo ( , ) ( , ).x fy x fy   

Tương tự khái niệm không gian metric  -

đầy đủ và hàm  -liên tục trong [8], chúng tôi 

giới thiệu các khái niệm này trên không gian b -

metric.  

Định nghĩa 1.6. Cho ( , , )X d s  là không 

gian b -metric và : [0, )X X     là ánh xạ. 

Khi đó,  
(1) X được gọi là  -đầy đủ nếu mỗi dãy 

Cauchy { }nx  trong X  thõa mãn 1( , ) 1n nx x    

với mọi n  đều hội tụ. 

(2) Ánh xạ :f X X  được gọi là  -liên 

tục nếu với mọi ,x X  lim ,n
n

x x


  1( ,, ) 1n nx x    

n  kéo theo lim .n
n

fx fx


   

2. Kết quả chính 

Trước hết chúng tôi đưa ra một số kí hiệu 

được sử dụng trong bài báo. 

(1)  là họ các hàm liên tục 

:[0, ) [0, )F      thỏa mãn các điều kiện 

sau với mọi , , , [0, ),s t u v    

i) ( , ) .F s t s   
ii) Nếu ( , )F s t s  thì 0s   hoặc 0.t   

iii) Nếu ,s u t v   thì ( , ) ( , ).F s t F u v   

(2)   là họ các hàm liên tục 

:[0, ) [0, )     sao cho   không giảm và 

( ) 0t   khi và chỉ khi 0.t   

(3)   là họ các hàm liên tục 

:[0, ) [0, )     sao cho ( ) 0t   với mọi 0.t   

Lớp hàm  trong bài báo này tương tự với 

lớp hàm  trong [2] và thỏa thêm tính chất iii). 

Tiếp theo, chúng tôi giới thiệu khái niệm 

ánh xạ  -chấp nhận được theo quỹ đạo dạng 

tam giác cho cặp ánh xạ như sau.  

Định nghĩa 2.1. Cho X  là tập khác rỗng, 

, :f g X X  và : [0, )X X     là các ánh 

xạ. Khi đó, cặp ( , )f g  được gọi là  -chấp nhận 

được theo quỹ đạo dạng tam giác nếu với mọi 

, , ,x y z X  ta có  

(L1) ( , ) 1x fx   kéo theo ( , ) 1.fx gfx    

(L2) ( , ) 1x y   và ( , ) 1y fy   kéo theo 

( , ) 1.x fy   

(L3) ( , ) 1x gx   kéo theo ( , ) 1.gx fgx    

(L4) ( , ) 1x y   và ( , ) 1y gy   kéo theo 

( , ) 1.x gy   

Nhận xét 2.2. Nếu f  là một  -chấp nhận 

được theo quỹ đạo dạng tam giác thì ( , )f f  là 

một cặp  -chấp nhận được theo quỹ đạo dạng 

tam giác.  

Bổ đề 2.3. Cho X  là tập khác 

rỗng, , :f g X X  và : [0, )X X     là các 

ánh xạ thỏa mãn các giả thiết sau. 

(1) Cặp ( , )f g  là  -chấp nhận được dạng 

tam giác. 

(2) Tồn tại 0x X  sao cho 0 0( , ) 1.x fx   

Khi đó, dãy { }nx
 

được định nghĩa bởi 

2 1 2n nx fx   và 2 2 2 1n nx gx   thỏa mãn ( , ) 1m nx x   

với mọi ,m n  và .m n  

Chứng minh. Vì 0 1 0 0( , ) ( , ) 1x x x fx    

và sử dụng (L1) của cặp ( , ),f g  ta được 

1 2 0 0( , ) ( , ) 1.x x fx gfx    Vì 1 2( , ) 1x x   và 

2 1x gx  nên 1 1( , ) 1.x gx   Sử dụng (L3) của 

cặp ( , ),f g  ta được 1 1( , ) 1.gx fgx   Điều này 

kéo theo 2 3( , ) 1.x x   Vì 3 2 ,x fx  ta được 

2 2( , ) 1.x fx   Tiếp tục sử dụng (L1) ta được 

2 2( , ) 1.fx gfx   Suy ra 
3 4( , ) 1.x x 

 
Tiếp tục tiến 

trình trên ta được 1( , ) 1n nx x    với mọi .n   

Giả sử ( , ) 1n mx x   với .m n  Ta sẽ 

chứng minh rằng 1( , ) 1n mx x    với .m n  Nếu 

m  lẻ thì 1( , ) ( , ) 1.m m m mx gx x x     Chú ý 

rằng ( , ) 1.n mx x   Sử dụng (L4) ta có 

1( , ) ( , ) 1.n m n mx x x gx     Nếu m  chẵn thì 

1( , ) ( , ) 1.m m m mx fx x x     Tiếp tục sử dụng 

( , ) 1n mx x   và (L2) ta được 1( , ) ( , ) 1.n m n mx x x fx     

Vì vậy, ( , ) 1n mx x   với mọi .m n  

Tiếp theo chúng tôi giới thiệu khái niệm  -

 - F -co dạng hữu tỉ và  - - kF - co dạng hữu 

tỉ cho cặp ánh xạ trên không gian b -metric.  
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Định nghĩa 2.4. Cho X  là tập khác rỗng, 

, :f g X X  và : [0, )X X     là các ánh 

xạ. Khi đó, cặp ( , )f g  được gọi là  - - F -co 

dạng hữu tỉ nếu tồn tại ,      và F  

sao cho với mọi , ,  x y X x y   và ( , ) 1,x y   

ta có  

      2 ( , ) ( , ) , ( , )s d fx gy F H x y H x y  
  
(2.1)

 
trong đó  

( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
max ( , ), ( , ), ( , ), , .

2 ( , )

H x y

d x gy d y fx d x fx d y gy
d x y d x fx d y gy

s d x y

 
  

 

 

Định nghĩa 2.5. Cho X  là tập khác rỗng, 

, :f g X X  và : [0, )X X     là các ánh 

xạ. Khi đó, cặp ( , )f g  được gọi là  - - kF -co 

dạng hữu tỉ nếu tồn tại ,      và F  

sao cho với mọi , ,  x y X x y   và ( , ) 1,x y   

ta có  

      2 ( , ) ( , ) , ( , )k ks d fx gy F H x y H x y     (2.2) 

trong đó  
( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
max ( , ), ( , ), ( , ), , .

2 ( , )

kH x y

d x gy d y fx d x fx d y gy
d x y d x fx d y gy

s k d x y

 
  

 

 

Sau đây là điều kiện đủ cho sự tồn tại điểm 

bất động chung của cặp ánh xạ thỏa mãn  - -

F -co dạng hữu tỉ và  - - kF - co dạng hữu tỉ 

cho cặp ánh xạ trên không gian b -metric.  

Định lí 2.6. Cho ( , , )X d s  là không gian b -

metric  -đầy đủ, , :f g X X  và : [0, )X X   
 

là các ánh xạ thỏa mãn các điều kiện sau. 

(1) Cặp ( , )f g  là  -chấp nhận được theo 

quỹ đạo dạng tam giác. 

(2) Cặp ( , )f g  là  - - F -co dạng hữu tỉ. 

(3) Tồn tại 0x X  sao cho 0 0( , ) 1.x fx   

(4) f  và g  là  -liên tục. 

Khi đó f  hoặc g  có điểm bất động hoặc 

f  và g  có điểm bất động chung. 

Chứng minh. Trước hết, ta định nghĩa dãy 

{ }nx  trong X  như sau 2 1 2n nx fx   và 

2 2 2 1n nx gx   với mọi ,n  trong đó 

0 0( , ) 1.x fx   Nếu tồn tại n  sao cho 

2 2 1n nx x   thì 2 2 ,n nx fx
 
tức là 2nx  là điểm bất 

động của .f  Tương tự, nếu tồn tại n  sao 

cho 2 1 2 2n nx x 
 
thì 2 1 2 1,n nx gx   tức là 2 1nx   

là điểm bất động của .g  Bây giờ ta giả sử 

1n nx x   với mọi .n  Vì cặp ( , )f g  là  -

chấp nhận được theo quỹ đạo dạng tam giác nên 

sử dụng Bổ đề 2.3, ta được bất đẳng thức sau với 

mọi , ,  m n m n    

( , ) 1.n mx x 
                  

     (2.3) 

Vì ( , )f g  là  - - F -co dạng hữu tỉ nên sử 

dụng (2.3), ta được  

   2
2 1 2 2 2 2 1( , ) ( , )n n n nd x x s d fx gx     

    2 2 1 2 2 1( , ) , ( , )n n n nF H x x H x x         (2.4) 

trong đó 


2 2 1

2 2 1 2 2 2 1 2 1

2 2 1 2 1 2 2 2 2 1 2 1

2 2 1

2 2 2
2 2 1 2 1 2 2

2 2 1

( , )

max ( , ), ( , ), ( , ),

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
,

2 ( , )

( , )
max ( , ), ( , ),

2

max ( , ), (

n n

n n n n n n

n n n n n n n n

n n

n n
n n n n

n n

H x x

d x x d x fx d x gx

d x gx d x fx d x fx d x gx

s d x x

d x x
d x x d x x

s

d x x d x



  

   




  









 
  

 



 

2 2 1 2 1 2 2
2 1 2 2

2 2 1 2 1 2 2

( , ) ( , )
, ),

2

max ( , ), ( , ) .

n n n n
n n

n n n n

d x x d x x
x

d x x d x x

  
 

  

 
 
 



Nếu tồn tại n  sao cho 

 2 2 1 2 1 2 2 2 1 2 2max ( , ), ( , ) ( , )  0n n n n n nd x x d x x d x x     

thì (2.4) trở thành 

      2 1 2 2 2 1 2 2 2 1 2 2( , ) ( , ) , ( , )n n n n n nd x x F d x x d x x       

2 1 2 2( , ) .( )n nd x x    Điều này vô lí. Do đó, 

 2 2 1 2 1 2 2 2 2 1max ( , ), ( , ) ( , ) 0n n n n n nd x x d x x d x x      

với mọi n . Khi đó, (2.4) trở thành 

      2 1 2 2 2 2 1 2 2 1( , ) ( , ) , ( , )n n n n n nd x x F d x x d x x       

 2 2 1( , )n nd x x                      (2.5) 

với mọi .n  Hơn nữa,   là hàm không giảm 

nên ta được   

      2 1 2 2 2 2 1( , ) ( , )n n n nd x x d x x  
      

    (2.6) 

với mọi .n  Mặt khác, từ (2.3) và ( , )f g  là 

 - - F -co dạng hữu tỉ, ta được  

 

 
    

2 1 2

2

2 2 1

2 2 1 2 2 1

( , )

( , )

( , ) , ( , ) .

n n

n n

n n n n

d x x

s d fx gx

F H x x H x x





 





 





 

Tương tự lập luận trên, ta cũng được
 

 2 1 2 2 2 1( , ) ( , )n n n nd x x d x x               (2.7) 

với mọi ,  1.n n   Từ (2.6) và (2.7), ta được 

1{ ( , )}n nd x x   là dãy số giảm không âm. Do đó, 
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tồn tại 0r   sao cho 1lim ( , ) .n n
n

d x x r


  Khi đó, 

lấy giới hạn khi n  trong (2.5), ta được 

 ( ) ( ), ( ) .r F r r    Điều này kéo theo 

 ( ), ( ) ( ).F r r r    Suy ra ( ) 0r   hoặc 

( ) 0.r   Suy ra 0.r   Vậy ta có   

1lim ( , ) 0.n n
n

d x x 


                  (2.8) 

Tiếp theo ta sẽ chứng minh { }nx  là dãy 

Cauchy. Do (2.8) nên ta chỉ cần chứng minh 

2{ }nx  là dãy Cauchy. Giả sử ngược lại rằng 

2{ }nx  không là dãy Cauchy. Khi đó, tồn tại 

0   và hai dãy số nguyên dương { ( )}m k  và 

{ ( )}n k  trong đó ( )n k  là chỉ số nhỏ nhất thỏa 

mãn ( ) ( ) ,n k m k k    

2 ( ) 2 ( )( , ) ,m k n kd x x                   (2.9) 

2 ( ) 2 ( ) 2( , ) .m k n kd x x                 (2.10) 

Sử dụng (2.9) và (2.10), ta được 

2 ( ) 2 ( )

2 2

2 ( ) 2 ( ) 2 2 ( ) 2 2 ( ) 1 2 ( ) 1 2 ( )

2 2

2 ( ) 2 2 ( ) 1 2 ( ) 1 2 ( )

2 ( ) 2 ( )

2 ( ) 2 ( ) 1 2 ( ) 1 2 ( )

2 ( ) 2

( , )

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ).

( , )

( , ) ( , ).

( ,

m k n k

m k n k n k n k n k n k

n k n k n k n k

m k n k

m k n k n k n k

m k

d x x

sd x x s d x x s d x x

s s d x x s d x x

d x x

sd x x sd x x

d x x







   

  

 



  

  



 

( ) 1 2 ( ) 2 ( ) 2 2 ( ) 2 2 ( ) 1

2 ( ) 2 2 ( ) 1

2 ( ) 2 ( )

2 ( ) 2 ( ) 1 2 ( ) 1 2 ( )

2 ( ) 1 2 ( ) 2 ( ) 1 2 ( ) 1 2 ( ) 1 2 ( )

2

) ( , ) ( , )

( , ).

( , )

( , ) ( , ).

( , ) ( , ) ( , ).

(

n k m k n k n k n k

n k n k

m k n k

m k m k m k n k

m k n k m k n k n k n k

m

sd x x sd x x

s sd x x

d x x

sd x x sd x x

d x x sd x x sd x x

d x





   

 

 

   

 

 



 

 

( ) 1 2 ( ) 1 2 ( ) 1 2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 1, ) ( , ) ( , ).k n k m k m k m k n kx sd x x sd x x    

Lấy giới hạn trên khi k   trong các bất đẳng 

thức trên và sử dụng (2.8), ta được 

2 ( ) 2 ( )sup ( , )lim .m k n k
k

d x x s 


         (2.11) 

2 ( ) 2 ( ) 1sup ( , ) .lim m k n k
k

d x x s
s






       (2.12) 

 
2 ( ) 1 2 ( )sup ( , )lim .m k n k

k

d x x
s






           (2.13) 

2

2 ( ) 1 2 ( ) 12
sup ( , )m .li m k n k

k

d x x s
s


 



    (2.14) 

Vì 2 ( ) 2 ( ) 1lim ( , ) 0m k n k
k

d x x 


   nên tồn tại 

0k   sao cho 2 ( ) 2 ( ) 1( , ) 0m k n kd x x    với mọi 

0.k k  Với mọi 0 ,k k  ta có 2 ( ) 2 ( ) 1m k n k   

và sử dụng (2.3), ta được 2 ( ) 2 ( ) 1( , ) 1.m k n kx x    

Do đó,  

 

 

    

2

2 ( ) 1 2 ( )

2

2 ( ) 2 ( ) 1

2 ( ) 2 ( ) 1 2 ( ) 2 ( ) 1

( , )

( , )

( , ) , ( , ) 

m k n k

m k n k

m k n k m k n k

s d x x

s d fx gx

F H x x H x x





 





 





 

(2.15) 

trong đó  


2 ( ) 2 ( ) 1

2 ( ) 2 ( ) 1 2 ( ) 2 ( ) 1 2 ( ) 1 2 ( )

2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 1 2 ( ) 1 2 ( ) 2 ( ) 1 2 ( ) 1 2 ( )

2 ( ) 2 ( ) 1

( , )

max ( , ), ( , ), ( , ),

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
, .(2.16)

2 ( , )

m k n k

m k n k m k m k n k n k

m k n k n k m k m k m k n k n k

m k n k

H x x

d x x d x x d x x

d x x d x x d x x d x x

s d x x



  

   





 



   

Lấy giới hạn khi k   trong (2.16) và sử 

dụng (2.8), (2.11) - (2.14), ta được 
2

2 ( ) 2 ( ) 1sup ( , ) max ,0,li 0m , ,0 .
2

m k n k
k

s s
H x x s s

s s

  
 



 
   

 
  (2.17) 

Lấy giới hạn trên trong (2.15), sử dụng tính 

liên tục của ,  ,  F    và (2.13), (2.17), ta được 

 ( ) ( ), ( ) .s F s s       Theo tính chất của F  

ta được ( ) 0s    hoặc ( ) 0.s    Từ đó suy ra 

0.   Điều này mâu thuẫn với 0.   Vì vậy, 

{ }nx  là dãy Cauchy trong X. Vì X là  -đầy đủ 

nên tồn tại x X  sao cho lim .n
n

x x


  Vì f  và 

g  là  -liên tục nên  

2 1 2lim limn n
n n

x x fx fx
 

     

và  

2 2 2 1lim lim .n n
n n

x x gx gx 
 

     

Do đó, x  là điểm bất động chung của f  và .g                                        

Định lí 2.7. Cho ( , , )X d s  là không gian b -

metric  -đầy đủ, , :f g X X  và : [0, )X X     

là các ánh xạ thỏa mãn các điều kiện sau. 

(1) Cặp ( , )f g  là  -chấp nhận được theo 

quỹ đạo dạng tam giác. 

(2) Cặp ( , )f g  là  - - kF -co dạng hữu tỉ. 

(3) Tồn tại 0x X  sao cho 0 0( , ) 1.x fx   

(4) Nếu dãy { }nx  trong X  thỏa mãn 

lim n
n

x x


  và 1( , ) 1n nx x    với mọi n  thì 

2( , ) 1nx x   và 2 1( , ) 1nx x    với mọi .n  

Khi đó f  hoặc g  có điểm bất động hoặc 

f  và g  có điểm bất động chung. 

Chứng minh. Tương tự như trong chứng 

minh Định lí 2.6, ta được dãy { }nx  được định 

nghĩa bởi 2 1 2n nx fx   và 2 2 2 1n nx gx   với mọi 

n  thỏa mãn  
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( , ) 1,n mx x                       (2.18) 

 1lim ( , ) 0.n n
n

d x x 


                  (2.19) 

với mọi ,n m  và n m  và tồn tại x X    

sao cho  

  lim .n
n

x x


                        (2.20) 

Theo giả thiết (4), ta được 2( , ) 1nx x   và 

2 1( , ) 1nx x    với mọi .n  Vì 2( , ) 1nx x   

và ( , )f g  là  -chấp nhận được theo quỹ đạo 

dạng tam giác nên ta có 

   
    

2 2

2 1 2

2 2

( , ) ( , )

( , ) , ( , )

n n

k n k n

s d x gx s d fx gx

F H x x H x x

 

 

 



 

(2.21)

 

trong đó 

2 2 2 2 1( , ) max ( , ), ( , ), ( , ),k n n n nH x x d x x d x x d x gx  

2 2 1 2 2 1

2

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
,

2 ( , )

n n n n

n

d x gx d x x d x x d x gx

s k d x x

 







  (2.22) 

Lấy giới hạn khi n  trong (2.22) và sử 
dụng (2.19), (2.20), ta được  

2lim ( , ) ( , ).k n
n

H x x d x gx


           (2.23) 

Lấy giới hạn khi n  trong (2.21), sử 

dụng tính liên tục của ,  ,  F    và (2.23), ta 

được    ( , ) ( ( , )), ( ( , )) .d x gx F d x gx d x gx     

Sử dụng tính chất của ,F  ta được 

 ( , ) 0d x gx   hoặc  ( , ) 0.d x gx   Điều này 

kéo theo ( , ) 0.d x gx   Suy ra .gx x  Lập luận 

tương tự với 2 1( , ) 1,nx x    ta được .fx x  Vậy 

x  là điểm bất động chung của f  và .g                                    

Sau đây, chúng tôi trình bày điều kiện đủ 
cho sự tồn tại duy nhất điểm bất động chung của 
cặp ánh xạ thỏa mãn điều kiện  - - F -co dạng 

hữu tỉ và  - - kF -co dạng hữu tỉ trên không 

gian b -metric. 
Định lí 2.8. Giả sử các giả thiết trong Định 

lí 2.6 được thỏa mãn. Khi đó, nếu với mọi 
, ,  ,x y X x y   tồn tại z X  sao cho 

( , ) 1,z fz   ( , ) 1x z   và ( , ) 1y z   thì f  

hoặc g  có điểm bất động hoặc f  và g  có duy 

nhất một điểm bất động chung. 

Chứng minh. Theo Định lí 2.6, f  hoặc g  

có điểm bất động hoặc f  và g  có điểm bất 

động chung. Giả sử ,x y  là hai điểm bất động 

chung của ,f g  và .x y  Theo giả thiết, tồn tại 

z X  sao cho ( , ) 1,  ( , ) 1.z fz x z    Vì 

( , )f g  là  -chấp nhận được theo quỹ đạo dạng 

tam giác nên ( , ) 1.x fz   Sử dụng ( , ) 1z fz   

và Định lí 2.6, ta được  

         *lim n
n

z z


                        (2.24) 

trong đó *z X  và { }nz  được định nghĩa bởi 

0 2 1 2,  n nz z z fz   và 
2 2 2 1n nz gz   với mọi .n  

Hơn nữa, 1( , ) ( , ) 1x z x fz    và ( , )f g  

là  -chấp nhận được theo quỹ đạo dạng tam 

giác. Do đó, 2 1( , ) ( , ) 1.x z fx gz    Điều này 

kéo theo 3 2( , ) ( , ) 1.x z gx fz    Tiếp tục tiến 

trình trên ta được ( , ) 1nx z   với mọi .n  Ta 

xét hai trường hợp sau 

Trường hợp 1. Nếu tồn tại 
0nz X  sao cho 

0nz x  thì   

             lim .n
n

z x


                      (2.25) 

Sử dụng (2.24) và (2.25), ta được *.x z  

Trường hợp 2. Nếu nz x  với mọi n  

thì sử dụng (2.1), ta được 

 

 
    

2

2 2

2

2 1

2 1 2 1

( , )

( , )

( , ) , ( , )

n

n

n n

s d x z

s d fx gz

F H x z H x z





 





 





          

(2.26)

            

trong đó  


2 1

2 1 2 1 2 1

2 1 2 1 2 1 2 1

2 1

2 2 2 1
2 1 2 1 2 2

( , )

max ( , ), ( , ), ( , ),

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
,

2 ( , )

( , ) ( , )
max ( , ), ( , ), .

2

n

n n n

n n n n

n

n n
n n n

H x z

d x z d x fx d z gz

d x gz d z fx d x fx d z gz

s d x z

d x z d z x
d x z d z z

s



  

   



 
  





 














(2.27) 

Lấy giới hạn khi n  trong (2.27), ta được  

    *

1sup ( , ) ( , ).lim n
n

H x z sd x z


           (2.28)  

Lấy giới hạn khi n  trong (2.26), kết hợp sử 

dụng tính chất của ,  ,  ,F   Bổ đề 1.3 và (2.28), 

ta được                    

      * * *( , ) ( , ) , ( , ) .sd x z F sd x z sd x z   (2.29) 

Từ (2.29) và sử dụng tính chất của ,F  ta được 

 *( , ) 0sd x z   hoặc  *( , ) 0.sd x z   Suy ra 

*( , ) 0.d x z   Tức là *.x z   

Từ hai trường hợp trên, ta đều có *.x z  

Tương tự, ta cũng có *.y z  Vì vậy, .x y  Do đó, 

điểm bất động chung của f  và g  là duy nhất.          
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Định lí 2.9. Giả sử các giả thiết của Định lí 

2.7 được thỏa mãn. Nếu với mọi , ,  ,x y X x y   
tồn tại z X  sao cho ( , ) 1,z fz   ( , ) 1x z   và 

( , ) 1y z   thì f  hoặc g  có điểm bất động hoặc 

f  và g  có điểm bất động chung duy nhất.  

Chứng minh. Tương tự như chứng minh 

Định lí 2.8.                                                                 

Các hệ quả sau được suy ra từ các Định lí 

2.6, Định lí 2.7, Định lí 2.8 và Định lí 2.9.  

Hệ quả 2.10. Cho ( , , )X d s  là không gian 

b -metric  -đầy đủ, :f X X  và : [0, )X X     

là các ánh xạ thỏa mãn các điều kiện sau. 

(1) f  là  -chấp nhận được theo quỹ đạo 

dạng tam giác. 

(2) Với mọi , ,  ,x y X x y   tồn tại ,   

  và F  sao cho  

      2( , ) ( , ) ( , ) , ( , )f fx y s d fx fy F H x y H x y        

trong đó 
( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
max ( , ), ( , ), ( , ), , .

2 ( , )

fH x y

d x fy d y fx d x fx d y fy
d x y d x fx d y fy

s d x y

 
  

 

 

(3) Tồn tại 0x X  sao cho 0 0( , ) 1.x fx   

(4) f  là  -liên tục. 

Khi đó, f có điểm bất động. Hơn nữa, nếu 

với mọi , ,x y X  ,x y  tồn tại z X  sao cho 

( , ) 1,  ( , ) 1z fz x z    và ( , ) 1y z   thì f  có 

điểm bất động duy nhất. 

Hệ quả 2.11. Cho ( , , )X d s  là không gian 

b -metric  -đầy đủ, , :f g X X  và : [0, )X X     
là các ánh xạ thỏa mãn các điều kiện sau. 

(1) f  là  -chấp nhận được theo quỹ đạo 

dạng tam giác. 

(2) Với mọi , ,  ,x y X x y   tồn tại ,   

  và F  sao cho  

      2( , ) ( , ) ( , ) , ( , )f f

k kx y s d fx fy F H x y H x y        

trong đó 

 ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
max ( , ), ( , ), ( , ), , .

2 ( , )

f

kH x y

d x fy d y fx d x fx d y fy
d x y d x fx d y fy

s k d x y

 
  

 

 

(3) Tồn tại 0x X  sao cho 0 0( , ) 1.x fx   

(4) Nếu dãy { }nx  trong X  thỏa mãn 

lim n
n

x x


  và 1( , ) 1n nx x    với mọi n  thì 

( , ) 1nx x   với mọi .n  

Khi đó, f  có điểm bất động. Hơn nữa, nếu 

với mọi , ,x y X  ,x y  tồn tại z X  sao cho 

( , ) 1,  ( , ) 1z fz x z    và ( , ) 1y z   thì f  có 

điểm bất động duy nhất. 

Nhận xét 2.12. Trong Hệ quả 2.10 và Hệ 

quả 2.11, bằng cách chọn ( , ) ( )F s t s s  với 

mọi , [0, )s t   trong đó :[0, ) [0,1)    là 

hàm liên tục và không giảm, ta được các kết quả 

có thể xem là mở rộng của các kết quả trong [7], 

[9] trên không gian b -metric với giả thiết 

“ lim ( ) 0n
n

t


  kéo theo lim 1n
n

t


 ” được thay 

bởi “   liên tục và không giảm.” 

Nhận xét 2.13. Theo [3, Định lí 2.2], các 

kết quả trong bài viết này có thể suy ra được các 

kết quả tương ứng cho ánh xạ  -chấp nhận 

được theo quỹ đạo dạng tam giác tương ứng với 

.  Khi đó, từ Hệ quả 2.10 và Hệ quả 2.11 ta suy 

ra được các kết quả tương tự như [2, Định lí 2.3, 

Định lí 2.4, Định lí 2.5] xét trên không gian     

b -metric. Từ Hệ quả 2.10, Hệ quả 2.11 và Nhận 

xét 2.12 ta suy được các kết quả tương tự [8, 

Định lí 2.7, Định lí 2.8, Định lí 2.9] xét trên 

không gian b -metric với giả thiết “ lim ( ) 1n
n

t



 

kéo theo lim 0n
n

t


 ” được thay bởi “  liên tục và 

không giảm.” 

Cuối cùng, chúng tôi đưa ra ví dụ sau minh 

họa cho Định lí 2.6. 

Ví dụ 2.14. Xét không gian b -metric đầy 

đủ ( , , )X d s  với 
3

{1,2,3,4},  ,
2

X s   

0  khi ( , ) {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4)}

1
 khi ( , ) {(2,3),(2,4),(3,2),(4,2)}

3
( , )

1
 khi ( , ) {(1,3),(3,1),(3,4),(4,3)}

2

1  khi ( , ) {(1,2),(1,4),(2,1),(4,1)}

x y

x y

d x y

x y

x y



 


 
 

 

 

 và các hàm , :f g X X  xác định bởi 

1 2 1, 3 4,  4 3,  1 1,  2 4 3,  3 2,f f f f g g g g         
:[0, ) [0, ),     ( ) ,  [0, ),t t t      
:[0, ) [0, ) ,F      ( , ) ( )F s t s s  trong đó 

  xác định bởi (s) ,  [0, ),
1

s
s

s
    

  



TRÖÔØNG ÑAÏI HOÏC ÑOÀNG THAÙP                                                  Taïp chí Khoa hoïc soá 32 (6-2018) 

 

69 

1 khi ( , ) {(1,1),(2,1),(2,4),(4,2)}
( , )

0                  .

x y
x y


 
 c¸c trêng hîp cßn l¹i

 

Khi đó, f  và g  thỏa mãn các giả thiết của 

Định lí 2.6. 

Chứng minh. Ta kiểm tra ( , )f g  là  -chấp 

nhận được theo quỹ đạo dạng tam giác. Thật vậy, 
ta có  

(1, 1) (1,1) 1,f    
( 1, 1) (1,1) 1,f gf    
(1, 1) (1,1) 1,g    

( 1, 1) (1,1) 1,g fg    
(2, 2) (2,1) 1,f    

các trường hợp còn lại luôn đúng. Do đó, ( , )f g  

là  -chấp nhận được theo quỹ đạo dạng tam 

giác. Bây giờ ta kiểm tra ( , )f g  là  - - F -co 

dạng hữu tỉ. Với mọi , ,  x y X x y   và ( , ) 1,x y   

khi đó  ( , ) (2,1),(2,4),(4,2) .x y 
 Ta có,  

      2 ( , ) ( , ) , ( , )s d fx gy F H x y H x y     

tương đương với  
2

2 (
( , )

1 ( , )

, )xH
s d fx gy

H x y

y


   
trong đó ( , )H x y  được xác định như trong Định 

nghĩa 2.4. Ta có  

2
2

.
1 (2

( 2, 1) ( 4, 2) 0, ( 2, 4) 1,

(2, 2). (4, 4)
(2,4) 3,

(2,4)

9 (2,4)
( 2, 4

4 4
)

, )

d f g d f g d f g

d f d g
H

d

H

H
s d f g

  

 






 

Do đó ( , )f g  là  - - F -co dạng hữu tỉ. Các 

giả thiết còn lại của Định lí 2.6 cũng được thỏa 
mãn. Do đó bài toán thỏa mãn các giả thiết của 
Định lí 2.6.                                                                    

Nghiên cứu này được hỗ trợ bởi Trường Đại 
học Đồng Tháp với đề tài mã số CS2015.01.36./. 
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THE EXISTENCE OF COMMON FIXED POINT FOR GENERALIZED RATIONAL 

CONTRACTION MAPPINGS IN b -METRIC SPACES 

Summary 

This paper is to establish and prove some common fixed point results for generalized rational 

contraction mappings in b -metric spaces. Also, illustrative examples are provided for the results obtained. 
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