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DẠNG GIẢI TÍCH GẦN ĐÚNG SÓNG DÀI CỦA TẦN SỐ PLASMON              

TRONG CẤU TRÚC BLG – GaAs 

 Nguyeãn Vaên Meän(*), Ñoång Thò Kim Phöôïng(*) 

Toùm taét 

Các kết quả giải tích cho phổ plasmon của vật liệu còn rất hạn chế do tính phức tạp của hàm 

phân cực. Bài báo này trình bày biểu thức giải tích của tần số plasmon trong gần đúng sóng dài của 

một cấu trúc lớp đôi được tạo thành từ một lớp bilayer graphene và giếng thế lượng tử GaAs. Các 

tính toán có kể đến bề dày lớp khí điện tử và sự không đồng nhất của hằng số điện môi nền dựa trên 

các hàm phân cực trong gần đúng pha ngẫu nhiên. Kết quả cho thấy, tần số nhánh quang học có 

dạng giống với biểu thức đã được đề cập trong các công trình trước đây, trong khi tần số nhánh âm 

học chịu ảnh hưởng của cả khoảng cách giữa hai lớp và bề dày lớp. 

Từ khóa: giải tích, bilayer graphene, phổ plasmon. 
 

1. Giới thiệu    

Kể từ khi mới được phát hiện vào năm 

2004, những đặc tính đặc biệt của graphene đã 

thu hút rất nhiều sự quan tâm của giới khoa học 

[2]. Sự tán sắc năng lượng tuyến tính trong vùng 

năng lượng thấp, các giả hạt không khối lượng 

cũng như bề rộng vùng cấm bằng không làm cho 

graphene (đơn lớp graphene – MLG) thật sự 

khác biệt so với các vật liệu hai chiều truyền 

thống [9]. Không giống với MLG, graphene lớp 

kép (bilayer graphene – BLG) có hệ thức tán sắc 

dạng parabol, các giả hạt trong BLG là có khối 

lượng và hàm phân cực có dạng hoàn toàn khác 

biệt. Do đó, các cấu trúc lớp có chứa BLG cũng 

sẽ mang nhiều đặc tính thú vị hơn so với MLG 

và đáng được quan tâm tìm hiểu [10], [14]. 

Phổ plasmon của vật liệu đã được quan tâm 

nghiên cứu và ứng dụng trong nhiều năm nay. 

Các cấu trúc có dạng giếng thế đơn và giếng thế 

đôi lượng tử trong đó giam nhốt hệ điện tử tương 

tác đã được nghiên cứu từ cuối thế kỷ trước [3], 

[11], [14]. Trong những năm gần đây, phổ 

plasmon của MLG [5], BLG [13], và cả MLGG 

(mono layer gaped graphene) [4] cũng đã được 

quan tâm nghiên cứu. Bên cạnh đó, các nhà khoa 

học đã chứng minh rằng, phổ plasmon của lớp 

đôi có đặc tính khác biệt so với các lớp đơn cấu 

thành [6], [11], [17], [16]. Bằng chứng là các 

công bố về phổ plasmon của lớp đôi graphene 

(DLG – double layer graphene) [6] và lớp đôi 

MLG – 2DEG [8] cho kết quả không trùng khớp 

với lớp đơn cấu thành chúng khi khoảng cách hai 

lớp dần về không. Bên cạnh các kết quả giải số 

rất phong phú về phổ plasmon trong hầu hết các 

công bố khoa học thì các biểu thức giải tích của 

tần số plasmon trong gần đúng sóng dài cũng lần 

lượt được cho ra đời, mặc dù với số lượng hạn 

chế hơn do tính chất phức tạp của phép tính giải 

tích các hàm phân cực của cấu trúc lớp. Biểu 

thức giải tích trong gần đúng sóng dài của các 

cấu trúc lớp đơn như 2DEG, MLG, BLG đã được 

xác định bởi Sarma và các đồng nghiệp [7], [15]. 

Trong cấu trúc lớp đôi, Sarma [6] đã đưa ra biểu 

thức tần số plasmon trong gần đúng sóng dài cho 

DLG với hằng số điện môi nền đồng nhất ở nhiệt 

độ không tuyệt đối. Principi và các cộng sự [8] 

thì tính biểu thức nhánh quang cũng trong gần 

đúng sóng dài cho lớp đôi MLG – 2DEG khi 

không tính đến bề dày lớp và sự không đồng nhất 

của hằng số điện môi nền một cách đầy đủ. Năm 

2017, Nguyễn Văn Mện và Nguyễn Quốc Khánh 

[7] cũng xác định biểu thức giải tích của tần số 

plasmon của cả nhánh quang và nhánh âm trong 

hệ BLG – 2DEG nhưng không tính đến bề dày 

lớp 2DEG. Theo tìm hiểu của tác giả, biểu thức 

giải tích cho tần số plasmon trong lớp đôi BLG – 

2DEG có tính đến bề dày lớp thì vẫn chưa thấy 

có công bố khoa học nào. 

Bài báo này trình bày kết quả tính toán chi 

tiết về tần số plasmon của một cấu trúc lớp đôi 

được hình thành từ một lớp BLG và một lớp 

2DEG bị giam nhốt trong giếng thế lượng tử 

GaAs, ngăn cách nhau bởi những lớp điện môi 

khác nhau. Các hàm phân cực trong gần đúng 

pha ngẫu nhiên (random phase approximation – 

RPA) ở nhiệt độ không tuyệt đối và thế tương tác (*)  
Trường Đại học An Giang. 
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Coumlomb nội lớp và xuyên lớp trong không 

gian xung lượng được sử dụng cùng với sự 

không đồng nhất của hằng số điện môi nền và bề 

rộng hữu hạn của giếng thế lượng tử. 

2. Lý thuyết 

Hệ khảo sát có dạng lớp đôi được hình 

thành từ một lớp BLG trên cấu trúc dị chất 

GaAs/AlGaAs hình thành lớp khí điện tử hai 

chiều với khối lượng hiệu dụng 2DEGm  trong 

giếng thế lượng tử GaAs (Hình 1). Các lớp điện 

môi nền xung quanh hệ có hằng số điện môi 

hoàn toàn khác nhau, lần lượt là 1 , 2  và 3 . 

Việc ứng dụng lý thuyết điện từ của 

Maxwell đã chỉ ra rằng điều kiện tồn tại các 

modes dao động plasmon trong vật chất là hàm 

điện môi mô tả hệ phải triệt tiêu [15] 

 , 0.pq                              (1) 

Trong gần đúng pha ngẫu nhiên, hàm điện 

môi động của lớp đôi BLG – 2DEG (có cấu tạo 

như trong Hình 1) có dạng [1], [16], [17] 
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Với  2DEG ,q   và  BLG ,q   lần lượt là 

hàm phân cực của 2DEG và BLG đã được thiết 

lập trong [3], [13], [14]. Các hàm  2DEG/gU q  và  

 g-2DEGU q   lần lượt là thế tương tác Coulomb 

nội lớp và xuyên lớp trong không gian xung 

lượng, có biểu thức [12]:  
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Hình 1. Lớp đôi BLG-2DEG với ba lớp điện môi      

có hằng số điện môi khác nhau 1 , 2  
và 3  
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Việc giải phương trình (1) bằng phương 

pháp giải tích với các dạng hàm có sẵn trong các 

biểu thức (2)-(8) một cách chính xác là điều 

không khả thi. Do đó, ta sử dụng dạng khai triển 

các hàm này trong vùng sóng dài để tìm nghiệm 

giải tích gần đúng của phương trình (1). 

3.  Kết quả và thảo luận  

Các biểu thức hàm phân cực của BLG và 

2DEG trong vùng sóng dài có dạng [3], [13]: 
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Thay vào phương trình (1) với dạng hàm 

điện môi của lớp đôi đã được cho trong (2) ta 

dẫn tới phương trình 
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  . Với BLGm  là khối lượng hiệu 

dụng của điện tử trong BLG; các đại lượng 

2DEGn  và BLGn  lần lượt là mật độ điện tử trong 

lớp 2DEG và trong BLG. Phương trình (11) là 

một phương trình trùng phương theo .  Phương 

trình này có bốn nghiệm và hai nghiệm dương là 
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Trong gần đúng sóng dài ( 0q  ), các đại 

lượng qd  và qw  nhận giá trị rất nhỏ. Do đó ta 
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có thể khai triển các hàm  2DEG ,f qd qw , 

 ,gf qd qw  và  2DEG ,gf qd qw  dưới dạng chuỗi 

và chỉ giữ lại đến số hạng bậc nhất của vector 

sóng. Kết quả khai triển đó là 

 
 
 

 
 

2 2 2 2 2

3 2 1 2 1 3 3

2 2 2 2

1 3 22 1 3 2 1 3

2 2 32 5
,

4 3

D

DEG

D D

f qd qw d w q
      

        

      
    

      



 

(13) 

 
 
 

 
 

2 2 2 2

1 2 1 2

2 2

1 3 2 1 3 2 1 3

2 22
,

D

g

D

f qd qw d w q
   

       

  
   

   
 

 

(14) 

 
 
 

 
 

2 2 2

2 1 3 1 2 2 2 1 2 3

2 2 2

1 3 2 1 3 2 2 1 3

2 22
, .

D

g DEG

D

f qd qw d w q
         

        


   
    

   
 

 

(15) 

Thay các biểu thức (13), (14) và (15) vào 

biểu thức (12) ta sẽ thu được biểu thức các tần số 

plasmon. Xét hai trường hợp cụ thể sau: 

Trong trường hợp dấu cộng ta chỉ cần giữ 

lại số hạng bậc một khác không của vector sóng 

và thu được nghiệm là 
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Biểu thức (16) cho thấy, trong gần đúng 

sóng dài, tần số nhánh quang học tỷ lệ thuận với 

căn bậc hai của vector sóng và phụ thuộc vào 

các hằng số điện môi của các lớp bao bọc quanh 

hệ, không phụ thuộc hằng số điện môi lớp trung 

gian ( 2 ), bề dày lớp 2DEG và khoảng cách 

giữa hai lớp. Kết quả này hoàn toàn tương tự 

như đối với hệ BLG – 2DEG mà đã bỏ qua bề 

dày lớp 2DEG đã được trình bày trong [7]. Biểu 

thức (16) còn cho thấy sự phụ thuộc của tần số 

nhánh quang vào các yếu tố đặc trưng của các 

lớp cấu thành (BLG và 2DEG) là như nhau (phụ 

thuộc vào mật độ hạt tải ở bậc căn bậc hai). 

Điều này có thể giải thích là do trong gần đúng 

sóng dài thì hàm phân cực của hai lớp này có 

dạng giống nhau và hệ thức tán sắc của năng 

lượng cũng có cùng dạng parabol. 

Trong trường hợp dấu trừ, vì các số hạng 

bậc nhất của vector sóng triệt tiêu lẫn nhau nên ta 

phải giữ lại đến số hạng bậc hai và thu được kết 

quả là 
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 (17) 

Biểu thức (17) cho thấy tần số nhánh âm 

học tỷ lệ với giá trị vector sóng. Khác với nhánh 

quang học, tần số nhánh âm học lại phụ thuộc 

vào hằng số điện môi của lớp trung gian ( 2 ), 

lớp 2DEG ( 2D ), bề dày lớp 2DEG ( w ) và cả 

khoảng cách giữa hai lớp ( d ). Như vậy, bề dày 

của lớp 2DEG trong hệ chỉ ảnh hưởng lên nhánh 

âm học trong phổ. Dễ thấy, khi cho bề dày lớp 

2DEG dần về không ( 0w ) trong biểu thức 

(17) ta lại thu được biểu thức tần số nhánh âm 

của hệ BLG – 2DEG được trình bày trong [7]. 

Đối với hệ có hằng số điện môi nền đồng 

nhất 1 2 3       thì biểu thức (16) và (17) 

có dạng đơn giản hơn như sau: 
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   (19) 

Để có những nhận định xác đáng hơn cũng 

như đánh giá kết quả thu được, chúng tôi so sánh 

kết quả thu được với kết quả đã có (khi bỏ qua bề 

dày) và với kết quả giải số (đầy đủ) trên các đồ 

thị Hình 2 và Hình 3. 

 
Hình 2. Phổ plasmon của lớp đôi BLG-2DEG so sánh 

kết quả giải tích và kết quả giải số 

Hình 2 vẽ phổ plasmon của lớp đôi BLG – 

2DEG cho kết quả gần đúng giải tích (đường 

đậm) và kết quả giải số (đường mảnh). Các số 

liệu sử dụng là 1 AlGaAs 12,9   ; 
22 SiO 3,8   ; 

3 air 1,0   ; 2 12,9D GaAs   ; 100d nm ; 

200w nm ; 00,033BLGm m ; 2 00,067DEGm m  

với 0m  là khối lượng nghỉ của điện tử [1], [10]; 

10 2

2 10BLG DEGn n cm  . Trong các hình vẽ, FE  

và Fk  lần lượt là năng lượng Fermi và vector 

sóng Fermi của BLG. 
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Đồ thị cho thấy, kết quả giải số và giải tích 

phù hợp khá tốt nhau trong vùng sóng dài, các 

nhánh phổ tương ứng dần tiếp xúc nhau khi 

vector sóng dần về không; nhánh âm học phù 

hợp tốt hơn so với nhánh quang học. Điều này 

hoàn toàn có thể lý giải được, vì trong các tính 

toán gần đúng, tần số nhánh âm học được giữ lại 

đến số hạng bậc hai của vector sóng trong khi chỉ 

số hạng bậc một của đại lượng này được giữ lại 

trong biểu thức của tần số nhánh quang học. 

 
Hình 3. So sánh kết quả giải tích cho trường hợp 

0w   và 200w nm  

Hình 3 biểu diễn nhánh quang học (đường 

liền nét) và nhánh âm học (đường đứt nét) của 

phổ plasmon trong trường hợp có bề dày (đường 

đậm) và không có bề dày (đường mảnh). Đồ thị 

cho thấy, nhánh quang học của phổ trong trường 

hợp có bề dày và không có bề dày lớp là gần 

giống nhau trong vùng vector sóng khá lớn. Điều 

này được giải thích là do nhánh này không chịu 

ảnh hưởng nhiều của bề dày lớp 2DEG khi giá trị 

vector sóng nhỏ. Tuy nhiên, vẫn xuất hiện sự khác 

nhau trong kết quả là do biểu thức sử dụng để vẽ 

đồ thị là biểu thức (12), ở đó vẫn có sự đóng góp 

của bề dày lớp trong biểu thức chính xác của các 

thế tương tác (các biểu thức (3) và (4)). 

Đối với nhánh âm học, bề bày lớp chỉ có thể 

bỏ qua khi vector sóng rất nhỏ ( 0,3 Fq k ). Khi 

vector sóng tăng lên, ảnh hưởng của bề dày lớp 

là rất đáng kể làm cho nhánh âm trong hai trường 

hợp (có và không có bề dày lớp) tách nhau ra xa. 

4. Kết luận 

Bài báo đã sử dụng kết quả về hàm phân 

cực của BLG và 2DEG trong gần đúng RPA, 

khai triển các hàm thế tương tác Coulomb với 

giới hạn sóng dài để tìm biểu thức giải tích của 

tần số plasmon trong cấu trúc lớp đôi được cấu 

tạo từ một lớp BLG và một lớp 2DEG có bề dày 

hữu hạn với hằng số điện môi nền không đồng 

nhất ở nhiệt độ không tuyệt đối. Kết quả tính 

toán cho thấy, nhánh quang học của phổ không 

khác nhiều so với kết quả đã được công bố trước 

đây cho trường hợp bỏ qua bề dày lớp. Tuy 

nhiên, nhánh âm học nhận phần đóng góp đáng 

kể của bề dày lớp 2DEG trong biểu thức giải 

tích, với mức độ tương tự như khoảng cách giữa 

hai lớp. Kết quả này mở ra một định hướng mới 

cho các tính toán phổ plasmon cho lớp đôi BLG 

– 2DEG với các tính toán bằng số một cách chi 

tiết cho trường hợp bề dày lớp 2DEG nhận giá trị 

hữu hạn./. 
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LONG WAVELENGTH APPROXIMATION ANALYTICAL PLASMON FREQUENCY      

IN BLG – GaAs HETEROSRUCTURE  

Summary 

Analytical results for plasmon excitations are quite unpopular because of the complicated 

polarizality functions. This paper presents the analytical calculations for plasmon frequencies in long 

wavelength limit of a double layer made of bilayer graphene and GaAs quantum well. Calculations 

are done with taking account of electron gas layer thickness and background dielectric constants 

inhomogeneity, based on polarizality functions in random phase approximation. Results illustrate that 

the optical frequency is similar to that obtained in previous researches, while the acoustic one is 

affected by both the distance between two layers and 2DEG layer thickness. 
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Ngày nhận bài: 08/3/2018; Ngày nhận lại: 30/5/2018; Ngày duyệt đăng: 18/7/2018. 


