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ĐIỀU KIỆN CẦN VÀ ĐỦ THEO DÃY CHO NGHIỆM CỦA BÀI TOÁN TỐI ƯU     
VỚI RÀNG BUỘC NHÚNG 

 Nguyeãn Kim Ngaân(*), Voõ Ñöùc Thònh(**) 

Toùm taét 
Trong bài báo này, chúng tôi xây dựng điều kiện cần và đủ theo dãy cho nghiệm của bài toán tối 

ưu với ràng buộc nhúng. Các điều kiện tối ưu theo dãy đạt được trong bài báo này không cần kèm 
theo một ràng buộc chính qui. 

Từ khóa: dãy, nghiệm của bài toán tối ưu, ràng buộc nhúng. 

1. Giới thiệu 
Trong Lí thuyết tối ưu, để đặc trưng điều 

kiện cần cho nghiệm của một bài toán tối ưu 
thường phải kèm theo một điều kiện chính qui 
nào đó [3], [4], [5], [9]. Các điều kiện chính qui 
thường gặp là điều kiện chính qui Slater, ACQ, 
BCQ, FMCQ... Năm 1982, Borwein và cộng sự 
[1] đã đặc trưng điều kiện tối ưu cho một lớp bài 
toán tối ưu mà không cần điều kiện chính qui 
kèm theo. Năm 1997, L. Thibault [10] đã xây 
dựng điều kiện cần và đủ cho nghiệm của một 
lớp bài toán tối ưu bằng nhân tử Lagrange. Kết 
quả là tồn tại dãy nhân tử Lagrange mà không 
cần ràng buộc chính qui. Cũng cùng ý tưởng như 
thế, V. Jeyakumar và cộng sự [7] xét bài toán  
             min ( ) sao cho ( ) ,f x g x S∈−            (P*) 
trong đó X là không gian Banach phản xạ, Z  là 
không gian lồi địa phương, S là nón lồi đóng 
trong Z  mà không cần nó có phần trong khác 
rỗng, :f X → \  là hàm lồi liên tục và hàm 

:g X Z→  là hàm S-lồi liên tục. Sau đó, các tác 
giả đã xây dựng dãy nhân tử Lagrange của Bài 
toán (P*) mà không cần ràng buộc chính qui. Từ 
đó các tác giả giới thiệu một số kết quả trong một 
số trường hợp đặc biệt.  

Trong bài viết này, dựa vào tài liệu [7], 
chúng tôi bước đầu xây dựng điều kiện cần và đủ 
theo dãy cho nghiệm của bài toán tối ưu có ràng 
buộc nhúng như sau.  

1

                              min ( )                                       (P)
sao cho  : { | ( ) : ( ( ),..., ( )) },n

m

f x
x x g x g x g x τ∈Ω = ∈ = ∈\

                        

trong đó : nf →\ \ , : , 1,...,n
jg j m→ =\ \  là 

các hàm lồi chính thường, nửa liên tục dưới và  
: { | , 1,..., }.m T

i iy a y b i pτ = ∈ ≤ =\  

 
 

Trong trường hợp : ,  : ,n n
jf g→ →\ \ \ \  

1,..., ,j m=  , jf g  là hàm lồi, liên tục với mọi 

1,..., .j m=  Bài toán (P) sẽ là một trường hợp 
đặc biệt của bài toán trong [7]. 

2. Các kết quả bổ trợ 
Trong bài báo này, chúng tôi kí hiệu 

:= { }∪ ±∞\ \  và quy ước: 
0 0 0,×±∞=±∞× =  
( ) ( )+∞+ −∞ =+∞− +∞ =+∞  
( ) ( ) .+∞× −∞ =−∞× +∞ =−∞  

Chúng tôi viết là x y≤  nếu 1 2( , ,..., ),  nx x x x=  

1 2( , ,..., ) n
ny y y y= ∈ \  khác rỗng và i ix y≤  

với mọi 1,..., .i n=  Cho K  là một nón lồi đóng 

trong .n\  Kí hiệu : { | 0, }.n TK x x x x K+ ∗ ∗= ∈ ≥ ∀ ∈\  

Cho : .nf →\ \  Tập xác định của hàm ,f  
kí hiệu là dom ,f  được định nghĩa bởi  

: { | ( ) }d .om nf x f x= ∈ < +∞\   
Phần trên của đồ thị ,f  kí hiệu là epi ,f  

được định nghĩa bởi 
e : {( , ) | , ( )}.pi dom nf x r x f r f x= ∈ × ∈ ≥\ \  

Hàm f  được gọi là lồi trên nR  nếu với mọi 
d, omx y f∈  và (0,1),α ∈  ta có  

( (1 ) ) ( ) (1 ) ( ).f x y f x f yα α α α+ − ≤ + −  
Hàm f  được gọi là chính thường (tương 

ứng, nửa liên tục dưới) nếu ( )f x > −∞  với mọi 
nx∈R  và domf ≠ ∅  (tương ứng, epif  là đóng). 

Cho ,nD ⊂ \  bao đóng, phần trong tương 
đối và bao lồi của D  được kí hiệu theo thứ tự 
như sau cl ,D  ri D  và co .D  Hàm giá Dσ  được 

(*) Sinh viên, Trường Đại học Đồng Tháp. 
(**) Trường Đại học Đồng Tháp.  
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định nghĩa là ( ) : sup ,D
x D

u u xσ
∈

= 〈 〉  và nón sinh bởi 

D  được định nghĩa là 
0

cone : .D D
α

α
≥

=∪  Cho 

: nf →\ \  là hàm lồi, chính thường, nửa liên 
tục dưới. Khi đó hàm liên hợp * : nf →\ \  
được định nghĩa là   

*( ) sup{ , ( ) | dom }.f u u x f x x f= 〈 〉 − ∈  
Cho 0,ε ≥  ε -dưới vi phân của f  tại 

m ,dox f∈  kí hiệu là ( )f xε∂ , được định nghĩa 
như sau 

* *( ) : { | , ( ) ( )nf x x x x x f x f xε ε∂ = ∈ 〈 − 〉 ≤ − +R
với mọi }.domx f∈   

Chúng ta gọi 0-dưới vi phân của f  tại 
domx f∈  là dưới vi phân của f  tại m .dox f∈  
Trong [8], các tác giả đã giới thiệu các qui 

tắc tính cho dưới vi phân như sau. 
Bổ đề 2.1. Xét ,  : ,  1,...,n

if f i p→ =\ \  
là hàm lồi, chính thường, nửa liên tục dưới. Khi 
đó ta có các mệnh đề sau. 

i) Với mọi 0,  dom ,x fλ≥ ∈  ta có 
( )( ) ( ).f x f xλ λ∂ = ∂  

ii) Nếu  
1
ri(dom )p

ii
f

=
≠∅∩  thì với mọi 

1
domp

ii
x f

=
∈∩  ta có  

1
1

( ... )( ) ( ).
p

p i
i

f f x f x
=

∂ + + = ∂∑  

Giả sử K  là nón lồi đóng khác rỗng trên 
,m\  không cần phần trong khác rỗng và các hàm 

chính thường, nửa liên tục dưới 
: ,  1, , .n

ig i m→ = …\ \  Ta kí hiệu  

1: ( , , )mg g g= …  và 
1

dom dom : .
m

i
i

g g
=

=∩  

Ta nói rằng g  là K -lồi nếu với mọi 

1 2 m do,x x g∈  và (0,1)α ∈  ta có 

1 2 1 2( (1 ) ) ( ) (1 ) ( ) .g x x g x g x Kα α α α+ − − − − ∈  
Trong trường hợp 1,  ( , , ),m

mK g g g−= = …\  g  

là K -lồi khi và chỉ khi ig  là lồi trên 
n

\  với 
mọi 1, , .i m= …   

Bổ đề sau giới thiệu một kết quả quan trọng 
của hàm liên hợp. Kết quả này được trình bày ở 
([6], trang 4).   

Bổ đề 2.2. Xét  hàm lồi, chính thường, nửa 
liên tục dưới : .nf →\ \  Khi đó ** .f f=  

Tiếp theo, chúng tôi trình bày một số kết 
quả bổ trợ. Các kết quả này được trình bày trong 
tài liệu [7] với giả thiết là liên tục và hàm S-lồi. 
Bổ đề sau là sự mở rộng của [7] trong trường 
hợp hàm lồi, chính thường, nửa liên tục dưới. 

Bổ đề 2.3 Xét : , 1, ,n
ig i m→ = …\ \  là 

hàm lồi, chính thường, nửa liên tục dưới và 
1: ( , , )mg g g= …  với dom .g ≠ ∅  Khi đó 

1( )
m

g −
− ≠ ∅\  khi và chỉ khi 

*(0, 1) epicl( .)( )
m

g
λ

λ
+∈

− ∉
\
∪  

Chứng minh.  Xét mλ +∈\  và * nx ∈\ . Vì 
( )g x >−∞  với mọi  nx∈\  và ( ) 0g xλ− ≥  

với mọi 1: ( ),mx A g−
−∈ = \  ta có 

* * *

*

* *

( ) ( ) sup , ( )( )

               sup , ( )( )

               sup , ( )

nx

x A

A
x A

g x x x g x

x x g x

x x x

λ λ

λ

σ

∈

∈

∈

⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤≥ −⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤≥ =⎢ ⎥⎣ ⎦

\

 

trong đó Aσ  là hàm giá của tập .A  Vì hàm giá là 
nửa liên tục dưới, ta có epi Aσ  là đóng.  Do đó  

 *cl( epi( g) ) epi .
m

A
λ

λ σ
+∈

⊂
\
∪  

Nếu A≠∅  thì (0,1) epi Aσ∈ . Khi đó 
*(0, 1) cl( epi( g) ).

mλ

λ
+∈

− ∉
\
∪  

Ngược lại, nếu *(0, 1) cl( epi( g) )
mλ

λ
+∈

− ∉
\
∪  

thì theo Định lí tách Hahn-Banch, tồn tại 
( , ) nx α ∈ ×\ \  sao cho với mọi 

*( , ) cl( epi( g) ),
m

u v
Rλ

λ
+∈

∈ ∪  ta có 

( , ), (0, 1) 0,  ( , ), ( , ) 0.x x u vα α− < ≥  
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Do đó 0α>  và , 0u x vα+ ≥  với mọi 

*( , ) cl( epi( g) ),
m

u v
Rλ

λ
+∈

∈ ∪  Đặt xx
α

=− , ta có 

, 0u x v− ≤  với mọi 
*( , ) cl( epi( g) ).

m

u v
Rλ

λ
+∈

∈ ∪  

Vì vậy, với mọi *,  dom( g) ,m uλ λ+∈ ∈\  ta có 
*, ( ) 0.u x gλ− ≤  Vì gλ  là nửa liên tục dưới, 

áp dụng Bổ đề 2.2 ta có 
** *( )( ) ( ) ( ) sup , ( ) ( ) 0

nu
g x g x u x g uλ λ λ

∈

⎡ ⎤= = − ≤⎢ ⎥⎣ ⎦
\

 

nghĩa là ( ) mg x −∈R  nên ta có x A∈  và do đó 
.A≠∅                                                                  

Chứng minh Bổ đề 2.3 tương tự như [7, Bổ 
đề 3.2]. Tuy nhiên ở đây chúng tôi giả thiết hàm 
đang xét là trên lớp hàm nửa liên tục dưới thay vì 
liên tục như trong [7]. Bằng cách như vậy, bổ đề 
sau cũng được chứng minh hoàn toàn tương tự 
như [8, Bổ đề 6.1].  

Bổ đề 2.4. Cho K  là nón lồi trên mR  và 
:

mng →\ \  là hàm chính thường, K -lồi, nửa 
liên tục dưới. Khi đó   

*: epi( )
K

A g
λ

λ
+∈

= ∪  

là một nón lồi.  
Chứng minh.  Cho *( , )x r A∈ . Khi đó tồn 

tại Kλ +∈  sao cho * *( ) ( )r g xλ≥ . Với mọi 
0,α≥  ta có 

* * *

*

* *

( ) ( ) sup , ( )

                  = sup , ( )

                  = ( ) ( ) .

n

n

x

x

g x x x g x

x x g x

g x r

λ α α αλ

α λ

α λ α

∈

∈

⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦

≤

R

R
 

Do đó, ta có * *( , ) epi( g) .x r Aα λ∈ ⊂  
Nghĩa là A  là một nón. 

Xét * *
1 1 2 2( , ), ( , ) .x r x r A∈  Khi đó tồn tại 

1 2,K Kλ λ+ +∈ ∈  sao cho  
* *
1 1 1( , ) epi( )x r gλ∈  và * *

2 2 2( , ) epi( ) .x r gλ∈  
Với mọi (0,1)γ ∈  ta có 1 2(1 ) Kλ γλ γ λ += + − ∈  
và 

* * * * *
1 2 1 2

* *
1 1 1 2 2

*
1 1 1

( ) ( (1 ) ) sup (1 ) ( )

                                     =sup , ( ) (1 ) , (1 ) ( )

                                    sup , (

n

n

n

x

x

x

g x x x x g x

x x g x x x g x

x x g x

R

R

R

λ γ γ γ γ λ

γ γλ γ γ λ

γ γλ

∈

∈

∈

⎡ ⎤+ − = + − −⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤− + − − −⎢ ⎥⎣ ⎦

≤ − *
2 2

* * * *
1 1 2 1

1 2

) sup (1 ) , (1 ) ( )

                                    = ( ) ( ) (1 )( ) ( )
                                    (1 )

nx
x x g x

g x g x
r r

R
γ γ λ

γ λ γ λ
γ γ

∈

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

+ −

≤ + −

 

 nghĩa là * * *
1 1 2 2( , ) (1 )( , ) epi( g) .x r x r Aγ γ λ+ − ∈ ⊂  

Do đó, A  là một tập lồi. Vì vậy, bổ đề đã được 
chứng minh.                                         

Cuối cùng, chúng tôi giới thiệu lại một số 
kết quả của giải tích lồi. Các kết quả này được sử 
dụng để chứng minh kết quả chính của chúng tôi. 
Độc giả có thể tham khảo [2], [7] cho sự giới 
thiệu chi tiết của các kết quả. 

Bổ đề 2.5 ([7], Mệnh đề 2.1). Cho X  là 
không gian Banach, :f X → \  là hàm lồi, 
chính thường, nửa liên tục dưới và dom .x f∈  
Khi đó ta có 

*

0

epi {( , , ( )) | ( ))}.f v v x f x v f xε
ε

ε
≥

= + − ∈∂∪  

Mệnh đề 2.6 ([2], Định lí Brondsted 
Rockafellar). Cho X  là không gian Banach, 

:f X → \  là hàm lồi, chính thường, nửa liên 
tục dưới. Khi đó, với mọi số thực 0ε≥ , 

* ( )x f xε∈∂  tồn tại *, ( )x X x f xε ε ε∈ ∈∂  sao cho 
* *

*

, , 

( ) ( ) , 2 .

x x x x

f x f x x x x

ε ε

ε ε ε

ε ε

ε

− ≤ − ≤

− − − ≤
 

3. Điều kiện tối ưu theo dãy cho bài toán 
tối ưu 

Trong mục này, chúng tôi sẽ xây dựng điều 
kiện cần và đủ theo dãy cho nghiệm của bài toán  
(P). Các điều kiện tối ưu này có được mà không 
cần kèm theo các điều kiện chính qui như các 
điều kiện chính qui Slater, ACQ, BCQ, MFCQ. 

Định lí 3.1. Xét bài toán (P). Cho 
1( , , )mg g g= …  và 1 ( ).x g τ−∈  Khi đó x  là 

nghiệm tối ưu của bài toán (P) khi và chỉ khi tồn 
tại * 1( ),  , ( , , )n n n

p p
nu f x x x λ λ λ +∈∂ → = … ∈\  và 

*

1
( ( ( )))

p
i T

n n i n
i

w a g xλ
=

∈∂ ∑  sao cho ** 0nu w+ →  và 

1
( ( ) ) 0

p

i

i T
n i ia g x bλ

=

− →∑  khi .n→∞  
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Chứng minh. Đặt ( ) : ( ) ,T
i i ig x a g x b= −�  

1,..., .i p∀ =  Khi đó 1( )x g τ−∈  khi và chỉ khi 
1 ( ).px g R−

−∈ �  Bài toán (P) trở thành 
min ( ) sao cho ( ) 0.f x g x ≤�  

Ta chứng minh x  là nghiệm của bài toán 
(P) khi và chỉ khi tồn tại ( )u f x∗ ∈∂  sao cho  
        * *( , , ) cl( epi( ) ).

p

u u x g
λ

λ
+

∗

∈

− − ∈
\

�∪        (1) 

Thật vậy, nếu (1) thỏa mãn thì khi đó tồn tại 
*{ } ,  { } ,  { }p n

n n nu rR R Rμ +⊂ ⊂ ⊂  sao cho  
   

* * * * *,  , ,  ( ) ( ) ,n n n n nu u r u x g u rμ→− →− ≤�  

với mọi .n ∈`   

Khi đó, với mọi 1 ( )
p

x g −
−∈ � R  ta có 

* , .n n n nu x r g rμ≤ + ≤�  

Cho n →∞  ta có * *, , .u x u x− ≤−  
Điều này tương đương với 

* *, , 0,u x u x− + ≤  với mọi 1( ) : .
p

x g R−
−∈ =Ω�   

Do đó ta có * *, 0,  N( , ).u x x u x− − ≤ − ∈ Ω  
Suy ra 0 ( ) N( , ).f x x∈∂ + Ω  
Vậy x  là nghiệm tối ưu của bài toán (P). 

Ngược lại, giả sử x  là nghiệm của bài toán 
(P). Khi đó tồn tại ( )u f x∗ ∈∂  sao cho  

* *, , ,u x u x≥  với mọi 1 ( ).
p

x g R−
−∈ �   

Ta cần chứng minh (1) đúng bằng phản chứng. 
Giả sử ngược lại  

* *( , , ) e c p ).i )l( (
p

u u x g
λ

λ
+∈

∗− − ∉
\

�∪  

Vì 1( )pg−
− ≠∅� R  nên theo Bổ đề 2.3 ta có  

*(0, 1) epicl( )( )
p

g
λ

λ
+∈

− ∉
\

�∪  với .pλ +∀ ∈R  

Chúng ta khẳng định rằng 
*epiB cl( )( ) ,

p

g
λ

λ
+∈

=∩ ∅
\

�∪  

trong đó * *B: { ( , , ) (1 )(0, 1) | [0,1]}nu u x R Rδ δ δ= − − + − − ∈ × ∈  

là đoạn thẳng nối hai điểm * *( , , , )u x u x− −  
và (0, 1).−  Để thấy được điều này ta giả sử 
ngược lại rằng   

*epiB cl( )( ) ,
p

g
λ

λ
+∈

∩ ≠∅
\

�∪  

Khi đó tồn tại [ ]0,1δ ∈  sao cho  
* **, (1 )(0, 1) cl(( , ) ep ) )i(

p

u u x g
λ

δ λδ
+∈

∈−− − + −
\

�∪  

nghĩa là 
** *, (1 ) c( , ) epi( )l( ).

p

u gu x
λ

δ λδ δ
+∈

− −− ∈−
\

�∪  

Mặt khác, vì *0 ,  epi(0g) {0}p
+ +∈ = ×�R R  nên 

*cl({0} e ( .)pi )
p

g
λ

λ
+

+
∈

× ⊂
\

�∪R  Từ Bổ đề 2.4 ta có 

* *** *, , ( )( , ) ( , 1 (0,) 1 ) ep ) .( ( )icl
p

x uu xu gu
λ

δ δ δ δδ λδ
+∈

− = − − ∈− − −− +
\

�∪
Do đó 

* ** **1( , ) ( , ) cl, , epi ) .( ( )
p

u u gu x u x
λ

δ δ
δ

λ
+∈

− −− −= ∈
\

�∪  

Đây là một sự mâu thuẫn. Vậy khẳng định trên  
là đúng. 

Áp dụng Định lí tách Hahn-Banch, tồn tại 
( , ) ,  ( , ) (0,0)nx xR Rβ β∈ × ≠  sao cho  

* *( , ) (1 )(0, ( , ), 1) 0,u xu x βδ δ⎡ ⎤− + − −⎣ − <⎢ ⎥⎦  với 

mọi [0,1]δ ∈   
và , 0,v x γβ+ ≥  với mọi *( , ) epi(cl ))( .

p

v g
λ

γ λ
+∈

∈
\

�∪   

Cho 0δ=  ta có 0β>  và cho 1δ=  ta có 
* *, , 0.u x u x β+ >  Do đó  

* *, , .xu u x
β
−

<  

Mặt khác 
*0, ( , ) cl

1
, epi ))( ( .

p

vv x g
λ

δ λ
β

δ
+∈

∀ ∈− − ≤
\

�∪  

Suy ra 
* *( ) 0,1 , ( ) )d .(omv x v vg gλ λ

β
− ∈− ≤� �  

Do đó với mọi 1 1( , , ) pλ λ λ += … ∈\  ta có 

*

*

( )

** 1( )( )( ) ( ) sup ( ( ), ( )) 0.
v dom g

g v xx xg g v
λ

λ λ
β β

λ
β ∈

− −
= = −− ≤

�
��  

Suy ra 1( ),px
g R

β
−

−

−
∈ �  điều này mâu thuẫn với 

* *, , .xu u x
β

− ≤  Do đó (1) đúng. 
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Áp dụng Bổ đề 2.5 ta có (1) tương đương 
với             

* *

0

( , , ) {( , , ( )( )) | ( )(cl( ) }.
p

u u x w w x g x w g xε
ελ

ε λ λ
+ ≥∈

− − ∈ + − ∈∂
\

� �∪ ∪  (2) 

Do đó, tồn tại dãy 1( , , ) ,n n n
p pλ λ λ += … ∈\  

 nε +∈\  và * ( )
nn nv g xε λ∈∂ �  sao cho   

* * * *( , , ) lim( , ( ), ).i
n in nn nu u x v xv x gε λ− − = + − �  

Điều này có nghĩa là 
* * * *

* *

0,  ( ),  ( ),  

( ( ) ), 0.  (3)
n

T
n i

n n n

n n i

u v u f x v g x

u v x a g x b
ε

λ

λ

ε

+ ∈∂ ∈∂

+ − →

→

−+

�
       

Suy ra 

            
1

( ( ) 0) .
p

n
i

i T
n i ia g x bε λ

=

−− →∑              (4) 

Vì 1( )px g −
−∈ � \  nên ( ) ) 0(i T

n i ia g x bλ − ≤  
với mọi 1,..., .i p=  Kết hợp với (4) ta có  

0nε →  và ( ) 0.( )i T
n i ia g x bλ →−   

Vì vậy, tồn tại dãy ,   0,n
p

nλ ε+∈ →\  
* *( ), ( )

nn nu f x v g xε λ∈∂ ∈∂ �  sao cho  

* *

1
( ( ) )0, 0.i T

n in
i

i

p

a g bv xu λ
=

+ → →−∑  

Áp dụng Mệnh đề 2.6, với mọi ,n∈`  ta có 
n

nx ∈R  và * ( )( )n n nw g xλ∈∂ �  sao cho  
* *

*

, ,

| ( )( ) ( )( ) , | 2 .
n n n n n

n n n n n n

x x w v

g x g x w x x

ε

λ λ

ε

ε

− < − <

− − − <� �

‖ ‖ ‖ ‖
 

Vì * *0, ( )n nv u f xε → → − ∈∂  và 
1

( ( ) 0,)i T
n i

p

i
ia g x bλ

=

− →∑  

ta có  
* *, 0n nx x u w→ + →  và 

1
( ( ) 0,)i T

n i

p

i
ia g x bλ

=

− →∑  

Hơn nữa, ta có 
*

1 1
( ( ) ) ( )( ) ( ) ( ).

n

i T i T
n i i n

p p

nn
i

in
i

a g x bw a g xg xε λλ λ
= =

=∈∂ ∂ =∂−∑ ∑�  

Suy ra tồn tại ( ),  ,  ,p
nu f x x xλ∗

+∈ ∂ ∈ →R   

1
( ( )) i T

n n i n

p

i
a g xw λ

=

∗ ∈∂ ∑  thỏa mãn  

* * 0nu w+ →  và 
1

( ( ) 0.)i T
n i

p

i
ia g x bλ

=

− →∑  

Do đó, điều kiện cần đã được chứng minh. 
Để chứng minh điều kiện đủ ta giả sử ngược 

lại rằng tồn tại ( ),  ,pu f x λ∗
+∈∂ ∈R ,nx x→  

( ( ) )T
n i ia g x bw∗ ∈∂ −  thỏa mãn  

* * 0nu w+ →  và 
1

( ( ) 0.)i T
n i

p

i
ia g x bλ

=

− →∑  

Khi đó, với g�  như trên, ta có  
* * *( ) ( ( .) , )n n n n nng w w gx xλλ = − ��  Vì vậy 

* * *( , , ) ( )( ep .) in n nn n n g x gw w x λ λ− ∈� �  

Hơn nữa, ta cũng có * *, 0n n nx x w u+ →→  và 
( ) 0.n ng xλ →�  Do đó, ta có  

* *, ( )( ) , .n n n nw x g x u xλ− → −�  
Suy ra  

* * * *, , ( )(  ( ) ( , ,) , )n n n n nw w x g x u u xλ − −→− �  
nghĩa là  

* * *( , , ) epicl )( )( .
p

nu u x g
λ

λ
+∈

− − ∈
\

�∪  

Sử dụng (1), ta có x  là nghiệm tối ưu của 
bài toán (P). Vậy điều kiện đủ được chứng minh.  

Do đó định lí đã được chứng minh.             
Kết thúc bài báo này, chúng tôi giới thiệu 

một ví dụ để khẳng định rằng kết quả của chúng 
tôi là khác biệt với kết quả trong [7].  

Ví dụ 3.2. Xét bài toán tối ưu có ràng 
buộc sau 

      { }
             min ( )

sao cho  : | ( ) ,
f x

x x g x τ∈Ω = ∈ ∈\
      (P1) 

trong đó 
,            [ 1,1]

( ) ,
,         [ 1,1]

x x
f x

x

∈ −
=

+∞ ∉ −

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
 ( )g x x=  

và : { | 3 2}.x xτ = ∈ ≤\  

Vì : nf →\ \  không liên tục nên kết quả trong 
tài liệu [7] không thể áp dụng cho Bài toán (P1).  
Tuy nhiên, các điều kiện trong Định lí 3.1 được 

thỏa mãn. Hơn nữa lấy 
1

0,  nx
n

= →  

1
0 .n n

λ += →  Khi đó (0) [ 1,1],f∂ = −  
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( ) 1,ng x∂ =  với mọi .n ∈`  Chọn 
* 0 (0),u f= ∈∂  * 1 ( ),n nv g x= ∈∂  với mọi .n  

Khi đó ta có 
* *

2

3 3 23 0,  ( ( ) ) 0.T
n n n nu v a g x b

n n n
λ λ+ = → − = − →  

Theo Định lí 3.1 thì ta có 0x =  là nghiệm tối ưu 
của Bài toán (P1).  

Kiểm tra trực tiếp ta thấy 0x =  là nghiệm 
tối ưu duy nhất của Bài toán (P1). 
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SEQUENTIALLY NECESSARY AND SUFFICIENT CONDITIONS FOR SOLUTIONS      
OF OPTIMIZATION PROBLEMS WITH INCLUSION CONSTRAINTS 

Summary 
In this paper, we provide sequentially necessary and sufficient conditions for optimal solutions 

of optimization problems with inclusion constraints. The sequentially optimal conditions obtained are 
without any constraints. 
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