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NOÙN PHAÙP TUYEÁN THEO HÖÔÙNG VAØ ÑIEÀU KIEÄN TOÁI ÖU 
 ThS. Voõ Ñöùc Thònh(*) 

Toùm taét 
Trong baøi baùo naøy, chuùng toâi nghieân cöùu moät soá tính chaát cuûa noùn phaùp tuyeán Freùchet theo 

höôùng vaø noùn phaùp tuyeán qua giôùi haïn theo höôùng. Ñoàng thôøi, chuùng toâi caûi bieán ñònh nghóa cuûa noùn 
phaùp tuyeán qua giôùi haïn theo höôùng vaø nghieân cöùu moät soá tính chaát cuûa noùn caûi bieán naøy. Sau ñoù, 
chuùng toâi ñöa ra nhöõng ví duï minh hoïa cho söï khaùc nhau giöõa caùc noùn phaùp tuyeán theo höôùng. Cuoái 
cuøng, chuùng toâi xaây döïng caùc khaùi nieäm döôùi vi phaân theo höôùng thoâng qua caùc noùn phaùp tuyeán theo 
höôùng. Baèng caùch söû duïng döôùi vi phaân theo höôùng, chuùng toâi chæ ra ñieàu kieän caàn cho nghieäm toái 
öu theo höôùng cuûa moät baøi toaùn toái öu.  

Töø khoùa: Noùn phaùp tuyeán theo höôùng, döôùi vi phaân theo höôùng, ñieàu kieän toái öu.  
 

1. Giôùi thieäu vaø toång quan 
Lyù thuyeát toái öu laø moät lónh vöïc quan 

troïng cuûa toaùn hoïc. Trong lyù thuyeát toái öu, caùc 
taùc giaû quan taâm ñeán baøi toaùn sau (xem [2], 
[3], [5], [6] vaø caùc taøi lieäu tham khaûo). 

                
min ( ),  
x D

f x
∈   

(P) 

trong ñoù  laø haøm nöûa lieân tuïc döôùi 
vaø  laø taäp con cuûa khoâng gian 

:f X →
D .X  
Trong phaïm vi baøi baùo naøy, chuùng toâi ñaëc 

tröng ñieàu kieän caàn cho nghieäm cuûa baøi toaùn 
(P) thoâng qua döôùi vi phaân theo höôùng. Chuùng 
toâi luoân giaû thieát  laø khoâng gian Banach; 

 laø hình caàu taâm 
X

( ; )B x r x  baùn kính r; B laø hình 

caàu ñôn vò cuûa  vaø X 0 0( , ) : arg min
x

x x x
∈Ω

Π Ω = −  laø 

taäp caùc aûnh cuûa pheùp chieáu vuoâng goùc töø 0x  leân 
 Moät taäp  ñöôïc goïi laø ñoùng ñòa 

phöông xung quanh 
.Ω XΩ ⊂

x  neáu toàn taïi laân caän U  
cuûa x  sao cho Ω∩  laø taäp ñoùng. Ngoaøi ra, 
caùc kí hieäu 

U
Ω

0x,C xQ ⎯⎯→  vaø ,Q
0x xΩ⎯⎯⎯→  ñöôïc 

ñònh nghóa nhö trong [3]. 
Baây giôø, chuùng toâi nhaéc laïi moät soá khaùi 

nieäm sau. 
Ñònh nghóa 1.1. Cho khoâng gian Banach 

 vaø taäp  Ñieåm X .D X⊂ 0x D∈  ñöôïc goïi laø 
nghieäm toái öu ñòa phöông cuûa baøi toaùn  neáu 
toàn taïi soá thöïc  sao cho 

( )P
0r >

         (1.1) 0 0( ) ( ) ( , ) D.f x f x x B x r≤ ∀ ∈ ∩
 
 

Naêm 1994, B. S. Mordukhovich [5] ñaõ giôùi 
thieäu caùc noùn phaùp tuyeán nhö sau. 

Ñònh nghóa 1.2. Cho khoâng gian Banach 

 

,X 0ε ≥ . vaø taäp X⊂  Ñieåm Ω x X∗ ∗∈  ñöôïc 
goïi laø moät ε -phaùp tuyeán cuûa  taïi   neáu 

 

Ω 0x ∈Ω

0

0

0

,
limsup
x x

x x x

x xΩ

∗

⎯⎯→

−
.≤ ε

−  

ε -phaùp tuyeán cuûa  taïi Taäp taát caû caùc Ω

0x ∈Ω 0
ˆ ( , ).N xε Ω ñöôïc kí hieäu laø  Theo ñònh 

nghóa ta coù 

0

0
0

0

,ˆ ( , ) : limsup .|
x x

x x x
N x x X

x xε ε
Ω

∗
∗ ∗

⎯⎯→

−
Ω = ∈ ≤

−

⎧ ⎫⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

0x  Neáu ∉Ω

0 ,ˆ ( ) : .N xε

 thì chuùng ta qui öôùc 
=∅ 0 Neáu εΩ =

0
ˆ ,( )N x

 thì chuùng ta vieát 

0 0 ),ˆ (N xΩ  thay Ω  vaø goïi laø noùn phaùp 
tuyeán Freùchet.  

Noùn phaùp tuyeán qua giôùi haïn cuûa  taïi Ω 0x  
ñöôïc kí hieäu laø 0( , )N x Ω  vaø xaùc ñònh nhö sau: 

0

0
0

ˆ( , ) : Lim sup ( , ),
x x

N x N xε
ε +

Ω
→

⎯⎯→

Ω = Ω

: 2YF X →
X

→

∈ ∃ →
=

∃ ∈ → ∈

 
trong ñoù neáu laø moät aùnh xaï ña trò töø 

 vaøo Y  thì  
⎧ ⎫⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭0

0|  daõy ,
Lim sup ( ) : .

 daõy ( ) vôùi  vôùi moïi 
n

x x n n n

y Y x x
F x

y F x y y n

0        Nhaän xeùt 1.3. Vôùi moïi x X∈Ω ⊂

0 0
ˆ( , ) ( , ).N x N x

 ta coù 
 

(*) Khoa Sö phaïm Toaùn-Tin, Tröôøng Ñaïi hoïc Ñoàng Thaùp. 
Ω ⊃ Ω  
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Ngoaøi ra, moät soá tính chaát cuûa noùn phaùp 
tuyeán Freùchet vaø noùn phaùp qua giôùi haïn cuõng 
ñöôïc taùc giaû chæ ra [5]. Cuï theå chuùng ta coù caùc 
meänh ñeà sau. 

Meänh ñeà 1.4. Cho  laø caùc khoâng gian 
Banach,  laø caùc taäp con cuûa ,  laø caùc 
taäp con cuûa ,  vaø 

1 2,X X

1 x
1Ω 1X

2

2Ω

2X 1x ∈Ω 2 ∈Ω . Khi ñoù ta coù  
1 1 2 2

ˆ ˆ ˆ(1) ( , ) ( ) (, ,, )N x N x N xΩ = Ω × Ω      (1.2) 

1 1 2 2, ,(2) ( , ) ( ) ( ),N x N x N xΩ = Ω × Ω    (1.3)                          
trong ñoù 1 2 1 2 1 2( ; ) :x x x X X= ∈Ω = Ω ×Ω ⊂ × . 

Meänh ñeà 1.5. Neáu Ω  laø taäp loài,  vaø 
 laø moät laân caän cuûa 

0x ∈Ω
U 0x  thì   

{ * * *
0 0( , ) | , 0, .N x x X x x x x UΩ = ∈ 〈 − 〉 ≤ ∀ ∈Ω∩ }   (1.4) 

Trong [5], B. S. Mordukhovich ñaõ ñaëc 
tröng tính chaát cuûa noùn phaùp tuyeán qua giôùi 
haïn trong khoâng gian höõu haïn chieàu. Tính chaát 
naøy giuùp chuùng ta thuaän lôïi hôn trong vieäc moâ 
taû caùc noùn phaùp tuyeán qua giôùi haïn trong 
khoâng gian höõu haïn chieàu. Cuï theå chuùng ta coù 
ñònh lí sau. 

Ñònh lí 1.6. Giaû söû  vôùi  laø 
caùc taäp ñoùng ñòa phöông quanh 

0
nx ∈Ω ⊂

0

Ω

x . Khi ñoù ta coù 
caùc khaúng ñònh sau:  

(1)    
0

0 Limsu ˆ( , ) ( , )p , 
x x

N x N x
→

Ω = Ω

(2) [ ]
0

0 Limsup( , ) cone( ( , )) ,
x x

N x x x
→

Ω = −Π Ω   

trong ñoù  laø taäp caùc aûnh cuûa pheùp chieáu 
vuoâng goùc töø 

( , )xΠ Ω
x  leân  .Ω

Töø caùc noùn phaùp tuyeán naøy, B. S. 
Mordukhovich [5] ñaõ giôùi thieäu khaùi nieäm ñoái 
ñaïo haøm Freùchet, ñoái ñaïo haøm qua giôùi haïn vaø 
döôùi vi phaân qua giôùi haïn,… Töø ñoù, taùc giaû ñaëc 
tröng caùc tính chaát nhö Lipschitz, giaû Lipschitz, 
meâtric chính qui,… cuûa aùnh xaï ña trò thoâng qua 
caùc ñoái ñaïo haøm cuõng nhö xaây döïng caùc ñieàu 
kieän caàn vaø ñieàu kieän ñuû cho nghieäm toái öu 
cuûa baøi toaùn ( ).P  

Naêm 2011-2012, F. Ginchev vaø B. S. 
Mordukhovich [2], [3] ñaõ giôùi thieäu noùn phaùp 
tuyeán qua giôùi haïn töông öùng vôùi moät taäp thoâng 

qua khaùi nieäm noùn phaùp tuyeán Freùchet töông 
öùng vôùi moät taäp nhö sau. 

Ñònh nghóa 1.7. Cho  laø moät khoâng gian 
Banach, 

X
0,ε ≥ ,QΩ  laø caùc taäp con cuûa  vaø X

0x X∈ . Khi ñoù vôùi moïi 0,δ >

: .Q Q Bδ

 ñaët 
∗ ∗∈δ= +  Ñieåm X  ñöôïc goïi laø moät x

ε -phaùp tuyeán töông öùng vôùi taäp  cuûa  taïi Q Ω

0
,

0

0

0

,
limsup .

Qx x

x x x

x xΩ

∗

⎯⎯⎯→

−
≤

−
x ∈Ω  neáu ε

 
Taäp taát caû caùc ε -phaùp tuyeán töông öùng vôùi 

taäp Q  cuûa Ω  taïi 0x  ñöôïc kí hieäu laø  
Theo ñònh nghóa ta coù 

, 0
ˆ ( , ).QN xε Ω

, 0 0 0
ˆ ˆ( , ) : ( , ( )).Q QN x N x x Cε εΩ = Ω∩ +

0
           (1.5) 

0
ˆ ( , )QN xNeáu =  thì chuùng ta vieát ε Ω  

thay cho 0, 0
ˆ ( , )QN x Ω  vaø goïi laø noùn phaùp tuyeán 

Freùchet töông öùng vôùi taäp  cuûa  taïi Q Ω 0x . 

Neáu 0x ∉Ω 0
ˆ ( , ) : .QN x Ω =∅

Q

 thì chuùng ta ñaët   
Noùn phaùp tuyeán qua giôùi haïn töông öùng vôùi 

taäp  cuûa Ω  taïi 0x ∈Ω

,Q
0

0 ,
0 , 0

ˆ( , ) : Lim sup ( , ),G
Q Q

x x

N x N x
δε

ε δ+ +

Ω
→ →
⎯⎯⎯→

 ñöôïc xaùc ñònh nhö sau: 

= Ω

,
0

Q

        (1.6)

 

Ω

       
xΩ⎯⎯⎯→ 0 ,x x x→ ∈Ω nghóa laø  vaø trong ñoù x

0

0

0

lim ; 0.
x x

x x
d Q

x x→

−
→

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

0

 

Töø ñoù, caùc taùc giaû xaây döïng khaùi nieäm 
döôùi vi phaân theo höôùng vaø xaây döïng moät soá 
qui taéc tính cho döôùi vi phaân theo höôùng qua 
giôùi haïn trong moät soá tröôøng hôïp cuï theå. Trong 
[3], caùc taùc giaû ñaõ thieát laäp caùc ñieàu kieän caàn 
vaø ñuû cho moät ñieåm x  cho tröôùc laø nghieäm toái 
öu ñòa phöông cho moät tröôøng hôïp cuï theå cuûa 
baøi toaùn ( . )P

0

Trong baøi baùo naøy, treân cô sôû caùc khaùi nieäm 
noùn phaùp tuyeán trong [2], [3], chuùng toâi ñöa ra 
moät khaùi nieäm noùn phaùp tuyeán khaùc (cuï theå thay 
> 0 bôûi δ δ ≥ ). Sau ñoù, chuùng toâi xaây döïng 

caùc meänh ñeà, caùc ví duï ñeå so saùnh noùn phaùp 
tuyeán môùi naøy vôùi caùc noùn phaùp tuyeán trong [3]. 
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2. Keát quaû chính 
Trong phaàn naøy, chuùng toâi giôùi thieäu moät 

khaùi nieäm khaùc veà noùn phaùp tuyeán qua giôùi 
haïn theo höôùng. Sau ñoù, chuùng toâi trình baøy 
moät soá tính chaát cuûa noùn phaùp tuyeán ñoù vaø ñöa 
ra ví duï chöùng minh raèng caùc tính chaát naøy 
khoâng ñuùng cho noùn phaùp tuyeán qua giôùi haïn 
trong [3]. Tröôùc heát, ta coù ñònh nghóa sau. 

Ñònh nghóa 2.1. Cho  laø moät khoâng gian 
Banach,  laø caùc taäp con cuûa  vaø 

X
,QΩ X

0x X∈ . Khi ñoù vôùi moïi 0δ ≥  ñaët : BδQ Q δ= + , 
moät noùn phaùp tuyeán qua giôùi haïn töông öùng vôùi 
taäp  cuûa  taïi  ñöôïc xaùc ñònh nhö sau: Q Ω 0x ∈Ω

   

     (2.1) 
,Q

0

0 ,
0 , 0

ˆ( , ) : Limsup ( , ).Q

x x

N x N x
δε

ε δ+ +

Ω
→ →
⎯⎯⎯→

Ω = ΩQ

Chuù yù raèng trong Ñònh nghóa 2.1, soá δ  coù 
theå baèng 0 khaùc vôùi ñieàu kieän 0δ >  trong Ñònh 
nghóa 1.7. Ví duï sau chæ ra raèng hai noùn phaùp 
tuyeán trong Ñònh nghóa 1.7 vaø Ñònh nghóa 2.1 laø 
khaùc nhau. 

Ví duï 2.2. Xeùt 2
1 2 2 1\{( ) | | }, |x x x x<Ω= − , 

{ }1 2: ( , ) |Q x x= ∈Ω 1 0x ≥ , (0, 0)x = . Khi ñoù 

1 2 1 2 0}≤,( , ) {( ) |Q x x x xN xΩ = ≤
0

. Baây giôø vôùi 
baát kì δ > 2

QC
δ
= thì . Do ñoù ( )Qx C

δ
Ω∩ + =Ω 

vaø cho baát kì ,Qx xΩ⎯⎯⎯→   ta coù:  

{ }

δ

= − +

= ≠

Ω = = + ≤ −

= − ≠

≥⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎩

0
1 2 1 2 1 1 2

0 0
1

0
1 2 1 2 1 2 1

0
1 1

0

1

{( , ) | 2 , }

neáu ( ) (0,0);

( ; ) {( ) | 2 , }

neáu  ( ) (0,0);

0 neáu ngöô

,

,

,

ïc laïi. 

Q

x x x x x x x

x x x

N x x x x x x x x

x x x  

Do ñoù  
1 2 1 2 1 2( , ) {( ) | 0, hay G

QN x x x x x x xΩ = = ≤ = − ≤ 0}. 
Baèng tính toaùn tröïc tieáp ta coù  

1 2 2 2 1( , ) {( ) | 0, }QN x x x x x xΩ = ≤ ∧ ≤ − .

1 2,

 
Döôùi ñaây, chuùng toâi xaây döïng moät soá tính 

chaát cuûa noùn phaùp tuyeán theo Ñònh nghóa 2.1 
töông öùng vôùi tính chaát (1.2) vaø (1.3) cuûa noùn 
phaùp tuyeán qua giôùi haïn. Chuù yù raèng, moät soá 
tính chaát seõ khoâng ñuùng cho noùn phaùp tuyeán 
theo Ñònh nghóa 1.7 vaø khi ñoù chuùng toâi seõ xaây 
döïng nhöõng ví duï minh hoïa ñeå laøm roõ söï khaùc 
nhau naøy. 

Ñònh lí 2.3. Giaû söû X X

1 2 1 2,X X X Q Q Q
 laø hai khoâng gian 

Banach, = × = × 1 2Ω=Ω ×Ω
0 0

0 1 2( , )  x x x

,  vaø 
∈Ω

1 2

0 0
0 1 1 2 2

ˆ ˆ ˆ( , ) ( , ) ( , )Q Q QN x N Nx x
. Khi ñoù ta coù caùc khaúng ñònh sau. =

(1) Ω = Ω × Ω

1 2

0 0
0 1 1 2 2( , ) ( , ) ( , )Q Q QN x N Nx x

. 
(2) Ω = Ω × Ω

1X 2X

X

. 

Chöùng minh. Vì noùn tieàn phaùp tuyeán 
khoâng phuï thuoäc vaøo caùc chuaån töông ñöông 
treân  vaø , chuùng ta coù theå coá ñònh moät 
chuaån baát kì treân caùc khoâng gian naøy vaø ñònh 
nghóa chuaån treân khoâng gian tích  bôûi  

                    1 2 1 2( , ) .x x x x= +  
Vôùi baát kì 1 20, 0, ( , )x x xε δ≥ ≥ = ∈Ω
* * *

1 2 , 0
ˆ( ) ( , ), Qx x x N x

δε

 ta 
laáy ∈ Ω * * * *

1 1 2 2, , vôùi = x X x X∈ ∈

2U
 

ta tìm ñöôïc laân caän 1U U ×  cuûa x  sao cho =
( )Qx x C U

δ
ta coù ∈Ω∩ + ∩

*, 2x x x x xε〈 − 〉 ≤ −‖ ‖.  
Do ñoù  

( )* *
1 1 1 2 2 2 1 1 2 2, , 2x x x x x x x x x xε〈 − 〉 + 〈 − 〉 ≤ − + −‖ ‖‖ ‖

 vôùi ( ) ,i i i Q ii
x x C U∈Ω ∩ + ∩ 1, 2.=

δ

Choïn 
vôùi moïi i   

2 2.  Khi ñoù vôùi baát kì x x=

11 1 1 10, ( ) ,Qx x C U
δ

θ > ∈Ω ∩ + ∩  ta coù 

         
*
1 1 1 1 1, 2 .x x x x xε〈 − 〉 ≤ −‖ ‖            (2.2) 

Suy ra 
1Q δ

*
1 , 1 1

ˆ ( , ).x N xε∈ Ω2   
Choïn 1 1.  Khi ñoù cho baát kì x x=

22 2 2 20, ( )Qx x C U
δ

θ > ∈Ω ∩ + ∩  ta coù  

        
*
2 2 2 2 2, 2 .x x x x xε〈 − 〉 ≤ −‖ ‖           (2.3) 

Suy ra 
2

*
2 , 2 2

ˆ ( , ).Qx N x
δε  Do ñoù ∈ Ω2

1 2

*
, 1 1 , 2 2

ˆ ˆ( , ) ( , ).Q Qx N x N x
δ δε ε∈ Ω × Ω2 2  Ñieàu naøy 

suy ra  
1 2, , 1 1 , 2 2

ˆ ˆ ˆ( , ) ( , ) ( , ).Q Q QN x N x N x
δε ε εδ δ

Ω ⊂ Ω × Ω2 2  
Ngöôïc laïi, laáy  

1 2

* * *
1 2 , 1 1 , 2 2

ˆ ˆ( , ) ( , ) ( , )Q Qx x x N x N x
δ δε ε= ∈ Ω × Ω2 2

1 2, 1 2,
, ta tìm 

ñöôïc caùc laân caân U U  cuûa x x

1 2: U= ×
 sao cho (2.2) 

vaø (2.3) ñöôïc thoûa maõn. Ñaët U U , khi 
ñoù vôùi baát kì 1 2( , ) ( )Qx x x x C U

δ
 thì = ∈Ω∩ + ∩

1 21 1 1 1 2 2 2 2( ) , ( ) .Q Qx x C U x x C U
δ δ

∈Ω ∩ + ∩ ∈Ω ∩ + ∩

Ta coù  
* *
1 1 1 1 1 2 2 2 2 2, 3 ; , 3 .x x x x x x x x x xε ε〈 − 〉 ≤ − 〈 − 〉 ≤ −‖ ‖ ‖ ‖  

Do ñoù  
( )*

1 1 2 2, 3 3 .x x x x x x x x xε ε〈 − 〉 ≤ − + − = −‖ ‖‖ ‖ ‖ ‖   
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Suy ra 3

*
,

ˆ ( , )Qx N x
δε∈ Ω . Khi ñoù vôùi baát kì 

0,ε ≥  ta coù 
31 2, , 1 1 , 2 2 ,

ˆ ˆ ˆ ˆ( , ) ( , ) ( , ) ( , ).Q Q Q QN x N x N x N x
δ δ δ δε ε ε εΩ ⊂ Ω × Ω ⊂ Ω2 2  (2.4) 

Cho 0ε = , 0x x=  trong (2.4) ta ñöôïc (1). 
Laáy giôùi haïn trong (2.4) khi 00, x xε → →  ta 
ñöôïc (2). Do ñoù ñònh lí ñöôïc chöùng minh.                                                                                                         

Sau ñaây, chuùng toâi seõ xaây döïng moät tính 
chaát töông töï cho noùn phaùp tuyeán qua giôùi haïn 
theo höôùng thoâng qua ñònh lí sau.  

Ñònh lí 2.4. Giaû söû  vaø 
 sao cho Ω  vaø 

0
nx ∈Ω ⊂

( )Q
nQ ⊂ 0x C+

0

 laø caùc taäp 
ñoùng ñòa phöông xung quanh x  vaø 

. Khi ñoù ta coù caùc khaúng ñònh sau. Q QC C QC+ ⊂

(1)   
0

0 Limsup ˆ( , ) ( , ),Q
x x

QN x N x
→

Ω = Ω

(2) 
0

0 0( , ) cone( ( , ( ))Li su )m p .Q
x

Q
x

N x x x x C
→

Ω = −Π Ω∩ +⎡ ⎤⎣ ⎦
 

Chöùng minh. Tröôùc tieân chuùng ta chöùng 
minh (1), nghóa laø chuùng ta coù theå laáy , 0ε δ =  
trong Ñònh nghóa 2.1 veà noùn phaùp tuyeán theo 
höôùng cho taäp ñoùng ñòa phöông trong khoâng 
gian höõu haïn chieàu. Chuù yù raèng  

00

0 ,
; 0 ; 0

ˆ ˆ( , ) ( , ) (Lim , ).sup Limsup
x xx x

Q QN x N x N x
δ

δ
ε

ε + + →→ → →
Ω = Ω ⊃ ΩQ

 
Chuùng ta chæ caàn chöùng minh bao haøm 

thöùc ngöôïc laïi. Coá ñònh 0( , )Qx N x∗ ∈ Ω
,,0 Q

k

 ta tìm 

ñöôïc caùc daõy 00,k k x xδ ε Ω⎯⎯⎯→  vaø 

kx x∗ →

k∈

∗  sao cho  vôùi moïi 

. Vì  vaø caùc taäp 
,

ˆ ( , )
k kk Q kx

δε∈ Ω

,

x N∗

* nX X= = 0 Qx CΩ +  
laø ñoùng ñòa phöông xung quanh 0x  neân vôùi moãi 

 cho baát kì k∈ 0α >
)Qx C+

 toàn taïi 
. Khi ñoù ta coù 

baát ñaúng thöùc sau 
0( ), (kx∗ Ω∩k kw x∈Π α+

2 22 .k k k kx x w xα α∗ ∗+ − ≤  

Khoâng maát tính toång quaùt, giaû söû chuaån 
ñang xeùt laø chuaån Euclid, ta coù  

2 2 22 ,k k k k k k k k kx x w x w x x w xα α ∗∗+ − = − + 〈 − 〉 +
2
.α ∗

        Do ñoù ta coù 

     
2 2 ,  ,k k k kx w x w xα α∗− ≤ 〈 − 〉 ∀ > 0.

k kw x→ 0α , ( ),ˆ
k kk Q kx N x

δε
∗ ∈ Ω

0 0( ) ( ),
kk Q Qw x C x C

δ
∈Ω∩ + ⊂ Ω∩ +

    (2.5) 

Vì  khi  vaø , 

 
suy ra  

x , 2 .k k k k k k
w x w xε∗〈 − 〉 ≤ −  Keát hôïp vôùi (2.5), 

ta coù 4 ,k k k kx w α ε− ≤ : trong ñoù α α=k

0( )
0

Qx C
k

Ω∩ +⎯⎯⎯⎯→ .k →+∞

. Suy 

ra  khi   w x

Hôn nöõa, ñaët 1
: ( ),k k k k

k

w x x w
α

∗ ∗= + −  ta coù 

4k k kw x ε∗ ∗− ≤ kw x vaø ∗ ∗→ →+∞

ˆ ( ),k Q kw N w∗

 khi .k  Ta seõ chæ 

ra raèng ∈ Ω .k∈
k

 vôùi moïi  Thaät 
vaäy, coá ñònh ∈

( )k Q

 vaø vôùi moïi ñieåm cho tröôùc 
w C∈Ω∩ + 0 0 ,Q Q Q khi ñoù xx x C C x C∈ + + ⊂ +  

ta coù   
2 2

k k k k k k k0 x x x x x wα α∗ ∗≤ + − − + −

, ,k k k k k k k k k kk

                                           
x x x x w x x x w xxα α α∗ ∗ ∗= 〈 + − − 〉 − 〈 + − −+ 〉

, ,k k k k k k k k k k k k

                
x x w x w x x w x x xα α α∗ ∗ ∗〈 + − − 〉 − 〈 + − + − 〉  −   

   
22 , .k k k kw x w x wα ∗= − 〈 − 〉 + −  

Do ñoù 21
,

2k k kw x x x w
α

∗〈 − 〉 ≤ −

( ).k Q

k

 vôùi moïi 

w C∈Ω∩ +
0

                                       (2.6) x
Vôùi baát kì ε >

( , )kU w
 ta tìm ñöôïc laân caän 

ε  cuûa  sao cho vôùi moïi kw ( , )kx U w ε∈  
ta coù 2 .k kx w α ε− ≤ ˆ ( , )k Q kw N w∗ ∈ Ω

.
 Vì vaäy  

vôùi moïi k∈

0( , )Qx N x∗

  
Söû duïng ñònh nghóa cuûa noùn phaùp tuyeán 

qua giôùi haïn töông öùng vôùi taäp Q  ta coù 
∈ Ω

0 0

ˆLimsup ( , Limsu) cone( ( , (p ))) .
x x

Q Q
x x

N x x x x C
→ →

Ω = −Π Ω∩ +

. Do ñoù (1) ñöôïc chöùng minh. 

Ñeå chöùng minh  (2), ta caàn chöùng minh 
⎡ ⎤⎣ ⎦

ˆ ˆ( , ) ( , ( )).Q QN x N x x CΩ = Ω∩ +

LimsupˆLimsup ( , ( )) cone( ( , ( ))) .Q Q
xx xx

N x x C x x x C
→ →

Ω∩ + = −Π Ω∩ +⎡ ⎤⎣ ⎦

0 0

ˆLimsup ( , Limsu) con ( ( , (p )e )) .
x x

Q Q
x x

N x x x x C
→ →

Ω = −Π Ω∩ +

 

Quan saùt raèng  
Söû duïng chöùng minh trong Ñònh lí 1.6 [3] ta coù 

0 0

Do ñoù ta coù 
⎡ ⎤⎣ ⎦

 Vaäy ñònh lí ñöôïc chöùng minh.                          
 Chuù yù raèng Ñònh lí 2.4 khoâng ñuùng cho 

noùn phaùp tuyeán theo höôùng qua giôùi haïn trong 
Ñònh nghóa 1.1. Thaät vaäy, ta xeùt ví duï sau. 

66 



TRÖÔØNG ÑAÏI HOÏC ÑOÀNG THAÙP                           Taïp chí Khoa hoïc soá 13 (6-2015)
 

67 

Ví duï 2.5. Cho  vaø Q  nhö trong Ví duï 
2.2. Khi ñoù vôùi 

Ω

(0, 0)x =  thì theo keát quaû trong 
Ví duï 2.2 ta thaáy raèng Ñònh lí 2.4 khoâng thoûa 
maõn cho noùn phaùp tuyeán theo höôùng qua giôùi 
haïn trong Ñònh nghóa 1.7.  

Ñònh lí 2.6. Giaû söû Ω  vaø Q laø caùc taäp con 
cuûa  U  laø moät laân caän cuûa ñieåm  sao 
cho 

,X 0x ∈Ω

0( )Qx C U+ ∩Ω∩

0
 laø taäp loài. Khi ñoù vôùi moïi 

ε ≥  ta coù 

, 0 0 0
ˆ ( , ) { | ,QN x x X x x x x xε ε∗ ∗Ω = ∈ 〈 − 〉 ≤ −                            

0( )Q }.x x C U∀ ∈Ω∩ + ∩  
Chöùng minh. Chuù yù raèng bao haøm thöùc 
 trong bieåu thöùc treân ñaït ñöôïc töø ñònh 

nghóa vôùi baát kì taäp  vaø baát kì laân caän U  
cuûa 

" "⊃
,QΩ

0x . Chuùng ta chæ caàn chöùng minh chieàu 
ngöôïc laïi khi 0( )}Qx CΩ∩ ∩U+  laø taäp loài. 

Baây giôø, laáy baát kì ,
ˆx N∗

Q

( , )Q xε∈

( )

Ω  vaø coá ñònh 
ñieåm 0x x C ∩

)
U+

0( Q

∈Ω∩

0 0: (
. Khi ñoù ta coù 

)x x x xα= + −
1

x C+ Uα

0
∈Ω∩ ∩  vôùi moïi 

α≤ ≤  do tính loài cuûa taäp 0( )Q .x C UΩ∩  
Hôn nöõa, daõy 

+ ∩

0x xα →  khi . Laáy baát kì 0α +→
0γ > , ta coù 0 0, ( )  x x x〈 − xα αε γ≤ + x−∗ 〉

0.
khi 

1 α≥ ≥  Ñònh lí ñöôïc chöùng minh.                  
Sau ñaây, chuùng toâi giôùi thieäu khaùi nieäm 

döôùi vi phaân theo höôùng thoâng qua khaùi nieäm 
noùn phaùp tuyeán theo höôùng vaø aùp duïng döôùi vi 
phaân theo höôùng ñeå tìm ñieàu kieän caàn cho 
nghieäm toái öu cuûa baøi toaùn (P). Tröôùc heát, 
chuùng toâi seõ giôùi thieäu khaùi nieäm cöïc tieåu 
töông öùng vôùi moät taäp nhö sau. 

Ñònh nghóa 2.8.  Cho f  laø moät haøm nöûa 
lieân tuïc döôùi töø khoâng gian Banach  vaøo  
Ñieåm 

X .
0x X∈  ñöôïc goïi laø cöïc tieåu ñòa phöông 

töông öùng vôùi  cuûa {0}Q X⊂ 5 f  neáu toàn taïi 
0,r 0δ> >  sao cho  

0 0( ) ( ) ( , , ),Qf x f x x D x rδ≥ ∀ ∈  
trong ñoù  0 0( , , ) : ( ) ( , ).Q QD x r x C B x r

δ
δ = + ∩ 0

.

Tieáp theo, chuùng toâi seõ giôùi thieäu khaùi 
nieäm döôùi vi phaân theo höôùng thoâng qua khaùi 

nieäm noùn phaùp tuyeán theo höôùng. Sau ñoù 
chuùng toâi söû duïng döôùi vi phaân theo höôùng ñeå 
ñaëc tröng ñieàu kieän caàn cho nghieäm cöïc tieåu 
theo höôùng cuûa moät haøm soá f  

Cho  laø moät haøm nöûa lieân tuïc 
döôùi. Khi ñoù ta coù caùc kí hieäu sau 

:f X →

: { | ( ) }domf x X f x= ∈ < +∞
: {( , ) | , ( )}.epif x r X x domf r f x

 vaø 
∈ × ∈ ≥

,QΩ

0x

 =

Ñònh nghóa 2.9. Cho  laø caùc taäp con 
ñoùng cuûa  vaø ∈ΩX . Döôùi vi phaân qua giôùi 
haïn töông  öùng vôùi Q  cuûa f  ñöôïc xaùc ñònh bôûi 

*
0 0 0( ) : { | ( , 1) (( , ( )), )}.Q Qf x x X x N x f x epif∗ ∗∂ = ∈ − ∈

{ }       Neáu Q u= 0u ≠

0( )u

 vôùi  thì ta kí hieäu 

f x∂ { } 0( )u thay f x∂

u

 vaø goïi laø döôùi vi phaân 

qua giôùi haïn theo höôùng  cuûa f  taïi 0x . 
Ñònh lí 2.10. Neáu 0x  laø cöïc tieåu ñòa phöông 

töông öùng vôùi  cuûa f  thì {0}Q X⊂ 5

00 ( ).Q f x∈∂
,

0 0: ,dom Q
n

 
Chöùng minh. Laáy x x xϕ= ⎯⎯⎯→

*

: 0 0w
nx∗ =

 

⎯→ 0, 0n nδε vaø laáy baát kì +⎯ → →

0
 

thì vôùi moãi > 0 0nr r= > choïn  baát kì ta coù ε

0, ( ( )) ( ( ))n n nx x r x r xϕ ϕ∗ − − − = − −x

( )0( ( ) ( )) ( ) | ( ) |n n nx x x x r xϕ ϕ ε ε ϕ≤ − − ≤ + − + −

( , , ) , ( ).Q n n n

 

vôùi moïi x D x r dom r xδ ϕ ϕ∈ ∩ ≥

0( ).Q

 Do 

ñoù 0 xϕ∈∂

0

                                                  
Sau ñaây, chuùng toâi ñöa ra ñieàu kieän caàn 

cho cöïc tieåu ñòa phöông cuûa baøi toaùn (P). Tröôùc 
tieân, chuùng ta coù boå ñeà sau. 

Boå  ñeà 2.11. Neáu x  laø cöïc tieåu ñòa phöông 
cuûa f  thì 0x  laø cöïc tieåu ñòa phöông theo moïi 
höôùng  {0}u X 5 . cuûa f  ∈

Chöùng minh. Suy ra tröïc tieáp töø Ñònh 
nghóa 2.8 vaø Ñònh nghóa 2.9.                              

Ñònh lí 2.12. Neáu 0x  laø cöïc tieåu ñòa phöông 
cuûa  t }hì vôùi moïi {0u X∈ 5 0( ).u ta coù 0 f x∂     

 minh.
                 

f ∈

Chöùng  Suy ra töø Ñònh lí 2.10 vaø Boå 
ñeà 2.11.                                               
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