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Toùm taét 
Trong baøi baùo naøy, chuùng toâi thieát laäp vaø chöùng minh ñònh lí ñieåm baát ñoäng chung cuûa aùnh xaï 

-co yeáu phi tuyeán trong khoâng gian kieåu-meâtric saép thöù töï. Caùc keát quaû naøy laø söï môû roäng caùc 
keát quaû chính cuûa baøi baùo [4]. Ñoàng thôøi, chuùng toâi xaây döïng ví duï minh hoïa cho keát quaû ñaït ñöôïc. 
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Töø khoùa: ñieåm baát ñoäng chung, aùnh xaï ( , -co yeáu phi tuyeán, khoâng gian kieåu-meâtric saép thöù töï. )ψ φ
 
1. Giôùi thieäu 
Caùc ñònh lí ñieåm baát ñoäng laø coâng cuï höõu 

ích trong vieäc khaûo saùt söï toàn taïi nghieäm cuûa 
nhieàu baøi toaùn lieân quan ñeán phöông trình vi 
phaân, phöông trình tích phaân, phöông trình ñaïo 
haøm rieâng,… Trong caùc ñònh lí ñieåm baát ñoäng, 
Nguyeân lí aùnh xaï co Banach trong khoâng gian 
meâtric ñaày ñuû laø cô baûn nhaát. Vì vaäy, vieäc 
nghieân cöùu nhöõng môû roäng cuûa nguyeân lí naøy 
cho nhöõng lôùp khoâng gian khaùc nhau cuõng nhö 
cho nhöõng lôùp aùnh xaï khaùc nhau ñöôïc nhieàu 
taùc giaû quan taâm.  

Trong höôùng nghieân cöùu môû roäng Nguyeân 
lí aùnh xaï co Banach cho nhöõng lôùp khoâng gian 
khaùc nhau, nhieàu khoâng gian meâtric suy roäng ñaõ 
ñöôïc giôùi thieäu [1]. Naêm 2010, Khamsi [8] ñaõ 
giôùi thieäu moät khoâng gian meâtric suy roäng laø 
khoâng gian kieåu-meâtric. Gaàn ñaây, vieäc nghieân 
cöùu thieát laäp ñònh lí ñieåm baát ñoäng treân khoâng 
gian kieåu-meâtric ñöôïc nhieàu taùc giaû quan taâm vaø 
ñaït ñöôïc moät soá keát quaû [5], [6], [7].  

Trong höôùng nghieân cöùu môû roäng Nguyeân 
lí aùnh xaï co Banach cho nhöõng lôùp aùnh xaï khaùc 
nhau, nhieàu lôùp aùnh xaï co suy roäng ñaõ ñöôïc 
giôùi thieäu [2]. Naêm 2001, Rhoades [9] ñaõ giôùi 
thieäu khaùi nieäm aùnh xaï co yeáu. Khaùi nieäm naøy 
ñaõ ñöôïc Zhang vaø coäng söï [10] toång quaùt thaønh 
khaùi nieäm ϕ -co yeáu cho hai aùnh xaï vaø thieát laäp  
ñònh lí ñieåm baát ñoäng chung cho hai aùnh xaï 
naøy. Sau ñoù, Dorić [3] ñaõ môû roäng keát quaû 
chính cuûa Zhang vaø coäng söï baèng vieäc söû duïng 
caëp haøm ( ,   
 
 

Beân caïnh vieäc thieát laäp nhöõng keát quaû veà 
ñieåm baát ñoäng trong khoâng gian meâtric vaø 
khoâng gian meâtric suy roäng, moät soá taùc giaû ñaõ 
khaûo saùt ñieåm baát ñoäng vaø ñieåm baát ñoäng 
chung treân khoâng gian meâtric saép thöù töï cuõng 
nhö treân khoâng gian meâtric suy roäng saép thöù töï. 
Moät trong nhöõng keát quaû quan troïng veà ñieåm 
baát ñoäng trong khoâng gian meâtric saép thöù töï laø 
baøi baùo cuûa Ran vaø Reurings (2004), Nieto vaø 
Rodriguez-Loùpez (2005). Naêm 2012, Gordji vaø 
caùc coäng söï [4] ñaõ thieát laäp ñònh lí ñieåm baát 
ñoäng chung cho moät lôùp aùnh xaï ( , - co yeáu 
phi tuyeán trong khoâng gian meâtric saép thöù töï. 
Caùc keát quaû naøy laø söï môû roäng caùc keát quaû 
chính cuûa [3].  

Trong baøi baùo naøy, chuùng toâi môû roäng keát 
quaû chính trong baøi baùo [4] sang khoâng gian 
kieåu-meâtric saép thöù töï. Ñoàng thôøi, chuùng toâi 
xaây döïng ví duï minh hoïa cho keát quaû ñaït ñöôïc.  

Tröôùc heát, chuùng toâi trình baøy moät soá 
khaùi nieäm vaø keát quaû cô baûn ñöôïc söû duïng 
trong baøi baùo.  

Ñònh nghóa 1.1 ([8]). Cho X  laø moät taäp 
khaùc roãng,  vaø aùnh xaï  
thoûa maõn caùc ñieàu kieän sau vôùi moïi 

 
(1) D x  khi vaø chæ khi x y  
(2) D x  
(3) D x   
Khi ñoù, D  ñöôïc goïi laø moät kieåu-meâtric 

treân  vaø boä ( ,  ñöôïc goïi laø moät khoâng 
gian kieåu-meâtric. Khi  laø taäp saép thöù töï 
thì boä ( ,  ñöôïc goïi laø moät khoâng gian 
kieåu-meâtric saép thöù töï.  

 
(*) Sinh vieân, Khoa Sö phaïm Toaùn-Tin, Tröôøng Ñaïi hoïc
Ñoàng Thaùp. 

 

(**) Khoa Sö phaïm Toaùn-Tin, Tröôøng Ñaïi hoïc Ñoàng Thaùp.
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Ñònh nghóa 1.2 ([8]).  Cho  laø 
moät khoâng gian kieåu-meâtric. Khi ñoù 

( , , )X D K

(1) Daõy {  ñöôïc goïi laø hoäi tuï ñeán  
kí hieäu  neáu 

 
Ñieåm  

ñöôïc goïi laø ñieåm giôùi haïn cuûa daõy {   

}
n
x

,
n
x =

,x X∈

xlim
n

x
→∞

lim ( , ) 0.
nn

D x x
→∞

=

n
x }.

(2) Daõy {  ñöôïc goïi laø daõy Cauchy  neáu 
 

}
n
x

)
n m
x =

,
lim ( , 0.
n m

D x
→∞

(3) Khoâng gian ( ,  ñöôïc goïi laø ñaày 
ñuû neáu moãi daõy Cauchy trong ( ,  laø moät 
daõy hoäi tuï. 

, )X D K
, )X D K

Meänh ñeà 1.3 ([7]). Cho  laø moät 
khoâng gian kieåu-meâtric. Khi ñoù, neáu daõy { }  
trong  hoäi tuï thì ñieåm giôùi haïn cuûa noù 
laø duy nhaát. 

( , , )X D K

n
x

( , , )X D K

Ñònh nghóa 1.4 ([4]). Cho  laø moät 
taäp saép thöù töï vaø hai aùnh xaï  Khi 
ñoù, caëp ( ,  ñöôïc goïi laø taêng yeáu 
neáu  vaø  vôùi moïi x . Khi 

 caëp ( ,  ñöôïc goïi laø taêng yeáu neáu 
 vôùi moïi  

( , )X
, : X →

∈

.f g X

X
)f g

x
f i

fx gf
,
X

g id=
fx

gx fgx
)

X
d
.x X∈x

Caùc kí hieäu sau ñöôïc trình baøy trong [4].  
(1)  laø taäp hôïp caùc haøm soá lieân tuïc, 

khoâng giaûm  thoûa maõn 
Ψ

: [0, ) [0, )ψ ∞ → ∞

0

lim sup
( )r
Φ

r

r
+→

<∞
ψ  (2)  laø taäp hôïp caùc haøm soá nöûa lieân tuïc 

döôùi  thoûa maõn  khi 
vaø chæ khi  vaø vôùi baát kyø daõy {  maø 

 thì toàn taïi  vaø toàn taïi 

 sao cho φ  vôùi moïi   

vaø  khi vaø chæ khi   ( ) 0tψ = 0.t =

: ) [0, )φ ∞ → ∞
0t =

n
t

( )
n
t ≥

[0,

0=

Ω

( ) 0tφ =
}
n
t

.n n≥

lim
n→∞

0
n ∈

(0,1)k ∈

kt
n 0

(3)  laø taäp hôïp caùc haøm soá lieân tuïc 
 thoûa maõn  khi vaø 

chæ khi  
: [0, [0, )θ ∞

0.t
)∞ →
=

( ) 0tθ =

Ví duï sau laø moät minh hoïa cho lôùp haøm .Φ  Ví duï 1.5. Xeùt haøm soá  

xaùc ñònh bôûi 

: [0, ) [0, )φ ∞ → ∞

( )
3

t
tφ =  vôùi moïi   Khi 

ñoù, vôùi baát kyø daõy  maø 
 
ta coù 

[0, ).t ∈ ∞

lim 0,
nn
t

→∞
={ }

n
t

( ) ( ) 0)
lim limn n

n n

t tφ φ φ
→∞ →∞

=
(

n n
t t

− 1
(0) .

3
= =φ′  Do ñoù, 

toàn taïi  sao cho  
0
n ∈ ( ) 1 1

3 6
− ≤n

n

t

t

φ

0
.n n≥

 vôùi moïi 

 Suy ra 
1

( )
6n n

t t≥
0
.≥φ  vôùi moïi n n  

Maët khaùc, 
1

( )tφ =

[0, )∞ ( )tφ
[0, )∞ ( ) 0tφ =
0.t = .

( , , )X D K
,{ }

n n
x y

lim , lim .
n nn n
x x y y

→∞ →∞
= =

3
 laø haøm soá lieân tuïc treân 

 neân  laø haøm soá nöûa lieân tuïc döôùi 
treân . Hôn nöõa,  khi vaø chæ khi 

 Do ñoù, φ  laø haøm soá thuoäc lôùp Φ  
2. Caùc keát quaû chính 
Tröôùc heát, chuùng toâi chöùng minh keát quaû 

veà söï hoäi tuï trong khoâng gian kieåu-meâtric 
nhö sau.   

Boå ñeà 2.1. Cho  laø moät khoâng 
gian kieåu-meâtric vaø hai daõy { }  trong X  

thoûa maõn  Khi ñoù 

(1) 1 ( , ) lim inf ( , ) lim sup ( , ) ( , ).
n n n nn n

D x y D x y D x y KD x y
K →∞ →∞

≤ ≤ ≤
 

(2) 1 ( , ) lim inf ( , ) lim sup ( , ) ( , )
n nn n

D x a D x a D x a KD x a
→∞ →∞

≤ ≤ ≤

.∈

( , ) ( ( , ) ( , ) ( , )).
n n n n

D x y K D x x D x y D y y≤ + +

lim inf ( , ) lim sup ( , ) ( , ).
n n n nn n

D x y D x y KD x y
→∞ →∞

≤ ≤

( , ) ( ( , ) ( , ) ( , ))
n n n n

y K D x x D x y D y y≤ + +

K  
vôùi moïi a X  

Chöùng minh. (1). Ta coù  
 

Suy ra  
 

Maët khaùc, .D x        
Suy ra 1 ( , ) lim inf ( , ) lim sup ( , ).

n n n nn n
D x y D x y D x y

K →∞ →∞
≤ ≤

 
Vaäy 1 ( , ) lim inf ( , ) lim sup ( , ) ( , ).

n n n nn
D x y D x y D x y KD x y

K →∞
≤ ≤ ≤

)ψ φ

( , , , )X D K

, : .f g X X→ f

( , )ψ φ g

,ψ ∈ Ψ ∈ Φ ∈ Ω
( ( , )) ( ( , )) ( ( , ))) ( ( , ))KD fx gy M x y M x y N x yψ ψ φ ψ θ≤ − +

, X∈ ,y

n→∞  (2). Laäp luaän töông töï nhö trong chöùng 
minh (1).  

Tieáp theo, chuùng toâi giôùi thieäu khaùi nieäm 
aùnh xaï ( , -co yeáu phi tuyeán lieân keát vôùi aùnh 
xaï cho tröôùc trong khoâng gian kieåu-meâtric saép 
thöù töï.  

Ñònh nghóa 2.2. Cho  laø moät 
khoâng gian kieåu-meâtric saép thöù töï vaø hai aùnh 
xaï  Khi ñoù, ñöôïc goïi laø aùnh xaï 

-co yeáu phi tuyeán lieân keát vôùi  neáu  toàn 
taïi haøm  φ  vaø θ  sao cho 

(2.1) 

vôùi moïi x y  maø x  so saùnh ñöôïc vôùi 
nhau, trong ñoù   

( , ) ( , )
( , ) max ( , ), ( , ), ( , ), ,

2

D x gy D y fx
M x y D x y D x fx D y gy

K

+
=

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭
( , ) min{ ( , ), ( , )}.N x y D y fx D x gy=   

 70 
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Boå ñeà sau thieát laäp moái lieân heä giöõa ñieåm 
baát ñoäng chung cho aùnh xaï  lieân keát vôùi aùnh 
xaï g  vaø ñieåm baát ñoäng cuûa hai aùnh xaï naøy.  

f

Boå ñeà 2.3. Cho  laø moät khoâng 
gian kieåu-meâtric saép thöù töï vaø laø moät aùnh xaï 

-co yeáu phi tuyeán lieân keát vôùi  Khi ñoù, 
neáu  laø ñieåm baát ñoäng cuûa hoaëc thì  laø 
ñieåm baát ñoäng chung cuûa  vaø   

( , , , )X D K

f

f

f .g

( , )ψ φ
z

.g

g z

Chöùng minh. Giaû söû z  laø ñieåm baát ñoäng 
cuûa  Töø ñieàu kieän (2.1), ta ñöôïc  .f

( ( , )) ( ( , ))D z gz KD fz gzψ ψ≤  
( ( , )) ( ( ( , ))) ( ( , )),M z z M z z N z zψ φ ψ θ≤ − +

trong ñoù 
( , ) ( , )

( , ) max ( , ), ( , ), ( , ),
2

( , ),

D z gz D z fz
M z z D z z D z fz D z gz

K
D z gz

+
=

=

⎧⎪⎪⎨ ⎬⎪⎪⎩

⎫⎪⎪
⎪⎪⎭

=

Su
Töông töï, neáu  laø ñieåm baát ñoäng cuûa 

h
v ö  

minh
 laø moät khoâng 

gian

(1) Caëp a  
xaï  phi tuyeán 

lieân 
 lieân tuïc, hoaëc  thoûa maõn 

giaû t

 aïi ho
aø co  ñoäng chung. 

. o 

 xeùt daõy  tr ñònh bôûi 

x  vaø 

 neân 
0
x

0 1 3
.gfx gx=

trình naøy, ta  
1n n

x x +  v i n ≥   

taïi n 2 2 1n n
x +=  thì

2 2n n
x fx=  hay  2n

x  laø ñieåm baá

ta coù 2n
x baát ñoäng 

chun .  Ne 0n ≥  sao 

2 1 2n n
x x+ =

 

( , ) min{ ( , ), ( , )} 0.N z z D z fz D z gz=  
Do ñoù,  

Ñieàu naøy daãn ñeán  Theo 
tính chaát cuûa  vaø  ta suy ra  
hay  Do ñoù, z aø ñieåm baát ñoäng cuûa .g  

y ra z  la eåm baát ñoäng chung cuûa f  va .g  

( ( , )) ( ( , )) ( ( ( , ))).D z gz D z gz D z gzψ ψ φ ψ≤ −

( ( ( , ))) 0.D z gzφ ψ =
ψ ,φ ( , ) 0D z gz =

z  l
ñi ø 
.z g=
ø 

z
g t ì z  laø ñieåm baát ñoäng chung cuûa f  vaø .g  

Tieáp theo, chuùng toâi thieát laäp aø ch ùng
 keát quaû chính cuûa baøi baùo. 
Ñònh lí 2.4. Cho ( , , , )X D K
 kieåu-meâtric saép th vaø hai aùnh xaï 

, :f g X X→  thoûa maõn  
ùnh xaï( , )f g  taêng  yeáu.

öù töï ñaày ñuû 

(2) f  laø aùnh , )ψ φ -co yeáu(
keát v  .g   
(3) f  hoaëc 

ôùi
g

 
 X

ânghieát (H): Neáu { }x  laø daõy kho  giaûm hoäi 

tuï ñeán x  thì x x moïi 0.n ≥  
(4) Toàn t X  sao c

n

 vôùi n

 
0
x ∈  

0 0
.x fx  

Khi ñoù, f  v ù ñieåm baát g  
Chöùng minh Vôùi x X∈ sao ch

0  
ong X  xaùc 

2 1n n
x+ +  vôùi n

0 0
,x fx

2 1
x f+ =

{ }
n
x

2 2
=2n n x g 0.≥  

Do caëp ( , )f g  taêng yeáu
1 0
x fx=  

1 2 2
gx x f fx x= = =  Tieáp tuïc quaù 

ñöôïc ôùi moï 0.

Neáu toàn 0≥  sao cho x  

t ñoäng cuûa .f  

Theo Boå ñeà 2.3,  laø ñieåm 
g cuûa f  vaø g áu toàn taïi cho 

2+  thì + +=
2 2 1n
x gx  hay 2 1n

x +  laø ñieåm 

baát ñoäng cuûa .g  Theo B ñeà 2.3, ta coù 2 1n
x +  

cuõng laø ñieåm baát äng chung cuûa .g   
ôø ta n n

≠ vôùi moïi 

0,n ≥  nghóa laø 1
( , ) 0
n n

D x x + >  vôùi i 

0.n ≥  Töø (2.1), ta coù 

1n

oå 
ño  f  vaø 

Baây gi  giaû söû 1
x x +  

moï

2 1
( ))

n
D xψ ψ +  
(KDψ≤  

2 2 1 2 2 1
( ( , ))) ( , )).

n n n n
M x N x xψ φ θ

+ +
≤ − +

Ta laïi coù  
{ }2 2 1 2 2 1

max ( , ), ( , ) )
n n n

D x x D x x x
+ + + +

≤

{ 2 2 1 2 2 2 1 2 1
max ( , ), ( , )

n n n n n n
D x x x D x gx+ + +=

             

2 1 2 2 2
( , )) ( ( ,
n n n
x x D fx g+ + =  

2 2 1
( , ))

n n
fx gx +  
2 2 1
, )) ( ( ( (
n n
x x M xψ

+
 

2 1 2n

), ( ,D x f
2
( ,
n n

M x

,
 

2
( ,
n

D x g
2 1 2 1 2
) ( , )

2
n n n
x D x fx

K
+ ++ }

 
{ 2 2 1 2 2 1 2 1 2 2

max ( , ), ( , ), ( , ),
n n n n n n

D x x D x x D x x+ + + +=
 

             
2 2 2 2 1 2 1
( , ) ( , )

2
n n n n

D x x D x x

K
+ + ++ }

 

{ }2 2 2
2 2 1 2 1 2 2

( ,
max ( , ), ( , ),

2

)
n n

n n n n

D x
D x x D x x

K
+

+ + +=

{ 2 2 1 2 1 2 2
max ( , ), ( , ),

n n n n
D x x D x x

+ + +
≤

 

             

x

}2 2 1 2 1 2 2
( , ) ( , )

2

n n n n
D x x D x x+ + ++

 

2 2 1 2 1 2 2
max{ ( , ), ( , )}

n n n n
D x x D x x

+ + +
=

 hay 2 2 1 2 2 1 2 1 2 2
( , ) max{ ( , ), ( , )}
n n n n n n

M x x D x x D x x
+ + + +

=  vaø 

1 2 1 2 2 2 1

2 1 2 1 2 2 2

) min{ ( , ), ( , )}

min{ ( , ), ( , )} 0.
n n n n n

n n n n

D x fx D x

D x x D x x
+ + +

+ + +

=

= =  

Do ñoù 
2 1 2 2 2 2 1 2 1 2 2
, )) (max{ ( , ), ( ,

n n n n n n
x D x x D x x

+ + + +
≤

2 2 1 2 1 2 2
( (max{ ( , ), ( , )})).

n n n n
D x x D x xφ ψ
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2 2
( ,
n

N x x gx

( ( )})D xψ ψ
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Giaû söû toàn taïi  sao cho 

aøy laø voâ lí. D
ta coù +

.

    
                                          (2.3)

ch choïn 
 trong (2.1), ta cuõng chöùng

(2.4) 
vôùi moïi ù 
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Ñie
o ño

                             (2.5) 
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1
( ( , ))

n n
D x xψ

+
 

1
(1 ) ( ( , )).

n n
k D x xψ −  Khi ñoù 

     0

0

1
1

( , ( ( , ))
n

n n n n
n

D x x D x xψ ψ
∞ ∞

+
=
∑

  
0

0

1 1
1

( ( , (1 ) ( ( , ))
n

n n n n
n n n

D x x k D x xψ ψ
∞

+ −
= =

≤ + −∑ ∑
 

0

0

2
1 2 1

1

( ( , )) (1 ) ( ( , ))
n

n n n n
n n n

D x x k D x xψ ψ
∞

+ − −
= =

≤ + −∑ ∑   

…
 0

0

0 0

0

1 1
1

( ( , )) (1 ) ( ( , )) .
n

n n

n n n n
n n n

D x x k D x xψ ψ
∞

−
+ +

= =

≤ + − < ∞∑ ∑

Maët khaùc, theo tính chaát cuûa haøm ,ψ  ta coù 

0n ≥

2
)} (

n
D x+ =

 neân (2.2
2 2 1 2 1 2 2 1 2 2

max{ ( , ), ( , , ).
n n n n n

D x x D x x x+ + + +

Khi ñoù, vì ( , ) 0D x x > ) trôû th
 

aønh 1n n+  
, )) ( ( , ) ( , )))x D x x D x x≤ −

Ñieàu n o ñoù, vôùi moïi 0,n ≥

≤ −2 1 2 2 2 1 2 2 2 1 2 2

2 1 2 2

( ( ) ( (

( ( , )).
n n n n n n

n n

D x

D x x

ψ ψ φ ψ

ψ
+ + + + + +

+ +<  

 

2 2
, )}
n
x+  2 2 1 2 2 1 2 1

( , ) max{ ( , ), (
n n n n n

M x x D x x D x+ +=

2 2 1

Khi ñoù (2.2) trôû thaønh 
2 1

( (D xψ

 

( , )
n n

D x x +=  

2 2 2 2 1 2 2 1
, )) ( ( , )) ( ( ( , )))

n n n n n n
x D x x D x xψ φ ψ

+ + + +
≤ −

2 2
( ( ,

n n
D x xψ +<

1
)).

Töông töï, baèng caù =
2
,
n

x x  
 minh ñöôïc −=

2 1n
y x

2 1 2 2 2 1 2n n n n n+ −

2 2 1
( , ))
n n

D x x                                       
≥ 1.n  Khi ñoù, töø (2.3) vaø (2.4), ta co

2 1
( ( , ))

n
D x xψ ψ≤

     
( ( , )) ( ( ( , )))D x x D x xφ ψ

−
−  

(ψ −<

 
, ))

n n
x <

ψ  l
)
n

D<
oá thöïc 

 trong (2.

1 1
( ( ( ( , ))

n n
D x D x xψ ψ+ −

Maët khaùc, a

moät daõy s giaûm vaø bò ch

n → ∞ 3) vaø s

1n ≥  

 ra

haát c

.

ø haøm khoâng giaûm neân ta coù 

1 1
( , ( , )
n n n

D x x x x+ −  hay 1
{ ( , )}

n n
D x x +  laø 

aën bôûi 0. Suy  
toàn taïi 0r ≥  ñeå 

1
lim ( , ) .

n nn
D x x r+→∞

=  Cho 

öû duïn uûa 
, ,ψ φ  ta coù 

2 2 1
( ) ( ) lim inf ( ( ( , )))

n nn
r r D x xψ ψ φ ψ

+→∞
≤ −

 
( ) )).rψ φ≤ −

 àu naøy daãn ñeán ( ( )) 0.rφ ψ =  Suy ra 
0.=  D

g tính c

( (ψ

( )rψ ù 0r =  hay  

1n nn→∞

Nhö vaäy, 
2

( (D x  vaø 

lim ( , ) 0.D x x + =

2 1
lim , )) 0

n nn
xψ +→∞

=

2 1
))

n n+ + =

(0,1)  vaø toàn taïi 0
n ∈

0
,  ta coù 

2 2
lim ( ( ,
n

D x xψ
→∞

haøm 

cho vôùi moïi n n≥

0.
 
Theo tính chaát cuûa 

,φ  toàn taïi k ∈  sao 

2 2 1 2 2
( ( , ( ( ,

n n n n
D x x D x xφ ψ + +

2 2
( ( ( , (

n n
D x kφ ψ ψ+ +

1
( ))) ( )))k ψ≥  

2 1 2 2 2
))) ( ( ,

n n
x D x x+≥

1
))).+  

0
n n≥

2 1 2 2 2 2 1 2 2 1

2 2 1

( ( , )) ( ( , )) ( ( ( , )))

(1 ) ( ( , )),
n n n n n n

n n

D x x D x x D x

k D x x

ψ ψ φ ψ

ψ
+ + + +

+

≤ −

≤ −
 x

2 1 2 2 1 2 2 1
, )) )) ( ( ( , )))

n n n n n
x x x D x xψ φ ψ+ − −≤ −  

1 1
1

( ( , )) ( ))
n n

n n n

D x x ψ+ +
= =

= +∑ ∑

))

 

1

01

( , )
lim sup lim sup .

( ( , )) ( )
n n

n rn n

D x x r

D x x rψ ψ+

+

→∞ →+

= < ∞  Do 

ñoù, 
1

1
n n

n
+

=

ùi 

toàn taïi 
0
n  sao cho vôùi moïi 

0
,n n≥  moïi p

ta coù 

ta coù ( , ) .D x x
∞

< ∞∑  Khi ñoù, vô 0,ε >  

1,≥  

1 1 2 1
( , ) ... .

n n n n n p n p
D x x

K

ε
+ + + + − ++

ô
0

 1,p ≥

1 1 2
( , ) ( ( , ) ( , )

... ( , )) .
n n p n n n n

n p

D x x K D x x D x x

D x x ε
+ + + +

+

≤ +

+ + <  

daãn ñ }
n  aõ

Cauchy trong .X  Vì ( , , )X D K  laø moät khoâng 
gian kieåu-meâtric ñaày ñuû neân toàn taïi z X∈  sao 
cho 

hi ño

2 1 2 1n nn+ +∞ →∞
z  laø ñ

oäng cuûa .g heo B å ñeà 2.3, ta coù z  laø ñieåm 
baát ng töï, neáu f
lieân tuïc thì ta cuõng chöùng minh 
baát ñoäng chung cuûa f vaø .g   

ia
 

D g  
2 2 2

( ( , )) ( ( ( , ))) ( ( , )),
n n n

M x z M x z N x zψ φ ψ φ≤ − +   (2.6)  

( , ) ( , )D x x D x x+ + <

 Do ñoù, v ùi moïi ,n n≥  moïi  ta coù 

1n p+ −

Ñieàu naøy eán {x laø moät d y 

lim .
nn
x z

→∞
=  

 
Giaû söû g  lieân tuïc. K ù 

2 2
lim

nn
z x +→∞
=  

lim (lim )
n
gx g x gz

→
= = =  hay ieåm 
baát ñ T o

ñoäng chung cuûa f  vaø .g  Töô  
ñöôïc z  laø ñieåm 

 
Giaû söû g û thieát ( )H  ñöôïc thoûa maõn. Khi 

ñoù, 
n
x z  vôùi moïi 0.n ≥ Giaû söû ( , ) 0.D z gz >  

Töø (2.1), ta coù 
2 1 2

( ( , )) ( ( , ))
n n

KD x gz K fx zψ ψ
+

=
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trong ñoù 
{ 2 2

( max ( ( ,
n n

M x D x x fx
2 2
, ) , ), ), ( , ),
n n
z z D D z gz=  

                             
}2 2

( , ) ( , )

2
n n

D x gz D z fx

K

+

  
{ 2 2 2 1

max ( , ), ( , ), ( , ),
n n n

D x z D x x D z gz+=   

}2 2
( , ) ( , )

2
n n

            
1

x gz D z x
+

+
                  (2.7)

2n

Cho trong (2.7), (2.8) vaø söû duïng 
1, ta ñöôïc 

D

K
2 2
( , ) min{ ( , ), ( , )}
n n

N x z D x gz D z fx=  

 

                min{D x=   (2.8) 2 2
( , ), ( , )}.
n n
gz D z x  1+

n →∞  
Boå ñeà 2.

22 2

1 ( , )
( , ) min ( , ), lim in ( , )

2 2 nn

D z gz
D z gz D z gz x z

K K →∞
= ≤

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪⎨ ⎬⎪ ⎪  
fM

⎪ ⎪⎩ ⎭

2

( , )
lim sup (M D z g≤ ( , )

n
n

D z gz
x z ≤

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪

 Khi ñoù, cho  
ïng Boå ñeà 2.1  

. Suy ra  laø ñieåm b
å ñeà 2.3, ta coù 

uûa  vaø  
Baèng caùc choïn  trong Ñònh lí 2.4, 

ta nh

 sao cho 

trong ñoù  

max ( , ), , )
2

D z gz z
→∞

=⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭  
vaø 

2
lim ( , )

nn
N x z

→∞
= 0.

trong (2.6) vaø söû du
( ( , )) (lim su

n
D z gzψ ψ

→∞
≤

n → ∞  
, ta ñöôïc
)  2 1

p ( , )
n

KD x gz
+

2 2
lim sup ( ( , )) lim inf ( ( ( , )

n n
n

M x z M x zψ φ ψ
→∞

≤ −

( ( , )).D z gz  

))
n→∞

ψ<
Ñieàu naøy laø voâ lí. Do ñoù ( , ) 0D z gz =  hay 

z gz=
Theo Bo
chung c

z
 
.g   

aát ñoäng cuûa 
 laø ñieåm baát ñoäng 

.g  
z

f
h  f g=

aän ñöôïc heä quaû sau. 
Heä quaû 2.5. Cho ( , , , )X D K  laø moät khoâng 

gian kieåu-meâtric ñaày ñuû saép thöù töï vaø aùnh xaï 
:f X X→ thoûa maõn  

(1) Caëp aùnh xaï ( ,f taêng yeáu.  
(2) Toàn taïi haøm ψ ∈ Ψ

)
X
id  

, φ ∈ Φ
( , )) ( (MK yψ ψ φ ψ( , )) (M( ( , )))D fx fy x x y≤ −   (2.9) 

vôùi moïi ,x y X∈  vaø ,x y  so saùnh ñöôïc vôùi nhau, 

( , )D x fy +⎧⎪ ( , )
M( , , ), ( ), .

D y fx
x fx D y

⎫⎪
⎬⎪⎪⎭

(3)  lieân tuïc hoaëc  thoûa maõn gi

l  kh

thì 

Khi ñoù,  coù ñieåm baát ñoäng. 
ãi 

ôùi  neân [4, Theorem 2.1] vaø [4, 

2.2]
 Ñònh l eä quaû 2.5. 
Cuoái ùng toâi aây döïng ví duï minh 

hoïa g chung trong 
Ñònh

.7. Xe

c ñònh bôûi:   
(0D

1,0) D(0,2) D(2,0) 1.= = =
 laø moät kho u-

töï ña ùi K
, :f g X X→  xaùc ñ

0 1 2 0f f f= = =  vaø 0 0, 1 2, 2 1.g g g= = =  
Ta coù 
0 0 1 1 2 2 0f gf f gf f gf= = = = = =

 
vaø

 0 1 2 0fg =

θ ∈ Ω  xaùc ñònh bô

) max ( , ), ( ,
2

y D x y D x y f
K

= ⎪ ⎪⎨⎪⎪⎩

         (H): Neáu aø daõy oâng giaûm hoäi tuï ñeán x  

f

 x

x x

X

0.  

aû thieát 

{ }
n  

 vôùi moïi n n ≥

f

Nhaän xeùt 2.6. Do mo meâtric laø moät kieåu-
meâtric v

Theorem  laàn löôït laø tröôøng hôïp ñaëc bieät 
cuûa í 2.4 vaø H

cuøng, chu  x

1K =

cho söï toàn taïi ñieåm baát ñoän
 lí 2.4. 
Ví duï 2 ùt {0,1,2}X =

 
vôùi thöù töï  

xaùc ñònh bôûi: x y  neáu x y≥  treân .  Xeùt 
aùnh xaï : [0, )D X X× → ∞  xaù
, 0) (1,1) D(2,2) 0,D= = =  
(1,2) (2,1) 4,D D= =  
(0,1) (D D=

 Khi ñoù, ( , )X D âng gian kieå
meâtric saép thöù ày ñuû vô 2.=  Xeùt hai 
aùnh xaï ònh bôûi:   

.fg fg= =
 

Suy ra fx gfx  vaø 
gx fgx  vôùi moïi .x X∈

 
Do ñoù, ( , )f g  laø caëp 

aùnh xaï taêng yeáu. Xeùt haøm ,ψ φ∈ Ψ ∈ Φ  vaø 

ûi 1
,

2
t t=  ( )ψ

1
( )

3
t tφ =  v

( )t tθ =  vôùi  0.t ≥  Khi ñoù, (2.1) trôû thaønh 

aø 

1
( ).D fx M      

 so saùnh ñöôï
xeùt hai tröôøng hôïp sau. 

T {0,1,2}∈  vaø 0.y =  
ñoù, ( (0D fx D öôïc 
thoûa maõn.  

Tröôøng hôïp 2. {0,1,2}x ∈  vaø 
Khi , ) )gy = =

) (1,2) 4.D= =  Suy ra 
(M x 10) ñöô  maõn

Töø hai tröôøng hôïp treân,
hoûa maõn vaø do ñoù f  laø moät aùnh xaï 

( ,ψ φ yeán lieân k ùi .g  Hôn
iaû thieát khaùc cuûa Ñònh lí 2.4 c

aõn. Vì vaäy, Ñònh lí 2.4 aùp duïng ñ

meâtr

neân D  X

D

, ) ( , ) ( ,
3

gy x y N x y≤ +  (2.10)  

Vôùi moïi ,x y X∈  maø ,x y c, ta 

röôøng hôïp 1. x Khi 
, ) , 0) 0.gy = =  Suy ra (2.10) ñ

{1,2}.y ∈  
ñoù, ( (0,1 (0,2) 1.D fx D D =  Ta 

laïi coù (1, 1) (2, 2D g D g=
, ) 4.y =  Do ñoù, (2. ïc thoûa .  

 ta suy ra ñieàu kieän  
(2.1) ñöôïc t

)-co yeáu phi tu eát vô  
nöõa, caùc g uõng 
thoûa m öôïc cho 
caùc aùnh xaï , , , ,f g ψ φ θ  vaø khoâng gian kieåu-

ic( , , , ).X D K  
 Tuy nhieân, vì 4 (1,2) (1,0) (0,2) 2D D D= > + =  

 khoâng phaûi laø moät meâtric treân .  Do 
ñoù, [4, Ñònh lí 2.1] khoâng aùp duïng ñöôïc cho 
aùnh xaï  ñaõ cho. 
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SOME COMMON FIXED POINT THEOREMS FOR  -WEAK NONLINEAR ( , )ψ φ
CONTRACTION  IN PARTIALLY ORDERED METRIC-TYPE SPACES 

Summary 
his paper aims to present results obtained from constr g and proving some com

 theorems for ( , )ψ φ -weak nonlinear contraction in partially ordered metric-type
se results are the expansion of the 4].   main results in [
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