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BOÄ ÑOÂI ÑIEÅM TRUØNG KHOÂNG GIAO HOAÙN  
TRONG KHOÂNG GIAN b -MEÂTRIC SAÉP THÖÙ TÖÏ 

 ThS. Huyønh Ngoïc Caûm(*) 

Toùm taét 
Trong baøi baùo naøy, chuùng toâi thieát laäp vaø chöùng minh ñònh lí boä ñoâi ñieåm truøng cho caëp aùnh xaï 

khoâng giao hoaùn trong khoâng gian -meâtric saép thöù töï. Ñoàng thôøi, chuùng toâi cuõng ñöa ra ví duï minh 
hoïa cho keát quaû ñaït ñöôïc. 

b

Töø khoùa: Boä ñoâi ñieåm truøng, khoâng gian b -meâtric, aùnh xaï khoâng giao hoaùn.  
 

1. Giôùi thieäu  
Gaàn ñaây, söï toàn taïi ñieåm baát ñoäng cho aùnh xaï 

co trong khoâng gian meâtric thöù töï ñöôïc söï quan 
taâm cuûa caùc taùc giaû R. P. Agarwal vaø caùc coäng söï 
[1], T. G. Bhaskar vaø V. Lakshmikantham [2],  N. 
V. Luong vaø N. X. Thuan [10],… 

Duøng khaùi nieäm aùnh xaï giao hoaùn vaø -
ñôn ñieäu hoãn hôïp, V. Lakshmikantham vaø L. 
Ćirić [9] ñaõ thieát laäp vaø chöùng minh ñònh lí boä 
ñoâi ñieåm truøng, keát quaû naøy ñöôïc toång quaùt töø 
T. G. Bhaskar vaø V. Lakshmikantham [2]. Naêm 
2012, N. Hussain vaø caùc coäng söï [7] ñaõ chöùng 
minh keát quaû chính cuûa baøi baùo [9] trong khoâng 
gian meâtric thöù töï ñaày ñuû maø khoâng duøng ñeán 
ñieàu kieän giao hoaùn cuûa hai aùnh xaï. 

g

Naêm 1998, S. Czerwik [5] ñaõ giôùi thieäu 
khoâng gian -meâtric. Ñoàng thôøi, taùc giaû ñaõ 
trình baøy moät soá tính chaát cuûa khoâng gian b -
meâtric vaø thieát laäp ñònh lí ñieåm baát ñoäng treân 
khoâng gian naøy. Höôùng nghieân cöùu naøy ñöôïc 
söï quan taâm cuûa caùc taùc giaû M. Boriceanu [3], 
M. Boriceanu vaø caùc coäng söï [4],… 

b

Trong baøi baùo naøy, chuùng toâi thieát laäp vaø 
chöùng minh keát quaû ñeà caäp trong [7] cho khoâng 
gian b -meâtric. 

Sau ñaây laø moät soá ñònh nghóa vaø tính chaát 
ñöôïc duøng trong baøi baùo. 

Ñònh nghóa 1.1 ([5]). Cho X laø taäp khaùc 
roãng, 1K ≥  laø soá thöïc vaø  laø 
aùnh xaï thoûa maõn caùc ñieàu kieän sau vôùi moïi 

: [0D X × → ∞, )X

, ,x y z X∈   
(1)  khi vaø chæ khi ( , ) 0D x y = x y= ; 
(2)  vôùi moïi ( , ) ( , )D x y D y x= ,x y X∈ ; 
(3) ( , ) ( ( , ) ( , )).D x z K D x y D y z≤ +   
 
 
 

Khi ñoù  ñöôïc goïi laø moät b -meâtric treân  
vaø ( ,

D
)

X
,X D K  ñöôïc goïi laø moät khoâng gian b -meâtric. 

Roõ raøng, ( , ,1)X D  laø khoâng gian meâtric. 
Ñònh nghóa 1.2 ([3]). Cho ( , , )X D K  laø 

khoâng gian -meâtric vaø {b }nx  laø moät daõy trong 

 Khi ñoù .X
(1) Daõy { }nx  ñöôïc goïi laø hoäi tuï ñeán ,x  

vieát laø li
n

m nx x
→∞

=  hoaëc ,nx x→  neáu 

(lim , )nn
xD x

→∞
0= . Khi ñoù x  ñöôïc goïi laø ñieåm giôùi 

haïn cuûa daõy { }nx . 
(2) Daõy { }nx  ñöôïc goïi laø daõy Cauchy neáu 

,
lim ( ,

m n
D x x

→∞
) 0.n m =  

(3) Khoâng gian ( , , )X D K  ñöôïc goïi laø ñaày 
ñuû neáu moãi daõy Cauchy trong ( , , )X D K  laø daõy 
hoäi tuï. 

Nhaän xeùt 1.3 ([8]). Trong khoâng gian b -
meâtric ( , , )X D K

G
, )

 toâpoâ ñöôïc hieåu laø toâpoâ caûm 
sinh bôûi söï hoäi tuï theo daõy trong  Ñieàu naøy coù 
nghóa laø taäp  môû trong khoâng gian -meâtric 

.X
b

( ,X D K  khi vaø chæ khi vôùi moãi x G∈ , moïi daõy 
{ }nx X lim

n
⊂  maø nx x

→∞
=

 
thì toàn taïi

  sao 

cho 
0 ∈n

nx G∈  vôùi moïi . Khi ñoù b -meâtric 0nn ≥
, ): [0XD X × → +∞  lieân tuïc taïi ( , )x y  neáu vaø chæ 

 neáu li
n

m ( , )n nD x ( , )y D x y
→∞

=
 
vôùi moïi daõy { }nx , 

 trong  maø { }ny X lim nn
x x

→∞   
= vaø lim

n
.ny y

→∞  
Ñònh nghóa 1.4 ([9]). Phaàn töû 

=

( , )x y X X∈ ×
:
 ñöôïc goïi laø boä ñoâi ñieåm truøng cuûa 

hai aùnh xaï F X X X× →  vaø  :g X X→  neáu 
( , ) ,F x ( , ) .y gx F y x gy= =  

Ñònh nghóa 1.5 ([9]). Cho  laø taäp saép 
thöù töï boä phaän vaø 

( , )X ≤ 

(*) Khoa Sö phaïm Toaùn-Tin, Tröôøng Ñaïi hoïc Ñoàng Thaùp. 
:F X X X× →  laø aùnh xaï. 
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Khi ñoù ñöôïc goïi laø ñôn ñieäu hoãn hôïp neáu  
laø khoâng giaûm ñoái vôùi bieán thöù nhaát vaø khoâng 
taêng ñoái vôùi bieán thöù hai, nghóa laø, vôùi moãi 

F F

,x y X∈  
1 2 1 2( , ) ( , ) x x F x y F x y≤⇒≤

11 2 2,, .,x y y
vaø

vôùi moïi 
1 2 1 2( , ) ( , )  y y F x y F x y≥⇒≤

x X∈  
Ñònh nghóa 1.6 ([9]). Cho ( ,  laø taäp saép 

thöù töï boä phaän, vaø 
)X ≤

X:F X X× → :g X X→  
laø hai aùnh xaï. Khi ñoù ñöôïc goïi laø F g -ñôn ñieäu 
hoãn hôïp neáu  laøF g -khoâng giaûm ñoái vôùi bieán 
thöù nhaát vaø -khoâng taêng ñoái vôùi bieán thöù hai, 
nghóa laø, vôùi moãi 

g
,x y X∈  

1 2 1 2( , ) ( , ) gx gx F x y F x y≤ ≤⇒

1 2 1 2 ( , ) ( , )gy F x y F x y≤ ≥⇒
vaø

         (1.1)  
.

gy
vôùi moïi 11 2 2,, ,x y yx X∈    

Ñònh nghóa 1.7 ([9]). Cho laø taäp khaùc 
roãng,  vaø 

X
:F X X X× → :g X X→  laø hai aùnh 

xaï.  Khi ñoù  vaø  ñöôïc goïi laø giao hoaùn neáu F g
, )) ( ,( ( )g F x y F gx gy=  vôùi moïi , .x y X∈  

Meänh ñeà 1.8 ([6]). Cho laø taäp khaùc 
roãng  vaø 

X
:f X X→

E X⊂
 laø aùnh xaï. Khi ñoù toàn taïi 

taäp con  sao cho ( ) ( )f E f X=  vaø 
:f E → X  laø ñôn aùnh. 

Goïi  laø taäp hôïp taát caû caùc haøm Φ
[0:[0, ) , )ϕ ∞ → ∞  thoûa maõn caùc ñieàu kieän sau 

(1) ( )t tϕ <  vôùi  vaø 0t > (0) 0ϕ = ,  
(2)  vôùi . lim ( )

r t
rϕ

+→
< t 0t >

1. Keát quaû chính 
Keát quaû sau laø söï môû roäng cuûa [9, 

Theorem 2.1] sang khoâng gian -meâtric.  b
Meänh ñeà 2.1. Cho  laø khoâng 

gian -meâtric thöù töï boä phaän ñaày 
ñuû, vaø  laø hai aùnh xaï 
thoûa maõn caùc ñieàu kieän sau 

( , , , )X D K ≤

g X X→
b

F X: X X× → :

(1) F laø aùnh xaï -ñôn ñieäu hoãn hôïp vaø 
.  

g
( )× ⊂F X gXX

(2)  Toàn taïi ϕ ∈Φ  sao cho 

( ) 4

( , ) ( , )
( , ), ( , )

2
D gx gu D gy gv

D F x y F u v
K

ϕ
+

≤ ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠   

(2.1) 
vôùi moïi , , ,x y u v X∈  vaø , .gx gu gy gv≤ ≥  

(3) g  lieân tuïc vaø giao hoaùn vôùi  .F
(4) F lieân tuïc hoaëc coù tính chaát sau X

( )a  Neáu daõy khoâng giaûm nx x→  thì nx x≤  
vôùi moïi  ;n

( )b
y

 Neáu coù daõy khoâng taêng  thì 
 vôùi moïi  

ny → y

ny ≥ .n
(5)  Toàn taïi 0 0,x y X∈  sao cho 0 0( , )0gx F x y≤  

vaø 0 0( , 0 ).gy F y x≥  
Khi ñoù  vaø F g  coù boä ñoâi ñieåm truøng. 
Chöùng minh. Khi 1,K =  Meänh ñeà 2.1 trôû 

thaønh [9, Theorem 2.1] neân trong pheùp chöùng 
minh naøy, ta chæ xeùt tröôøng hôïp 1.K >  

Töø ( )F X X gX ,× ⊂  ta choïn 1 1,x y X∈  sao 
cho 1 0 0( , )gx F x y=  vaø 1 0 0( , ).gy F y x=  Vì 

( ) ,X gXF X × ⊂  ta choïn 2 2,x y X∈  sao cho 

2 1 1( , )gx F= x y  vaø 2 1 1).( ,gy F y x=  Cöù tieáp tuïc 
quaù trình nhö vaäy, ta xaây döïng ñöôïc daõy { }ngx  
vaø daõy { }ngy  trong X sao cho 

1n n( , )ngx F x y=+  vaø 1n n( , )ngy F y x+ =  vôùi 
moïi                                                      (2.2) 0.n ≥

Baèng phöông phaùp quy naïp, ta seõ chöùng toû 
1n ngx gx +≤  vaø 1n ngy gy +≥

0,
 vôùi moïi    (2.3) 0.n ≥

Vôùi n =  ta coù 0 10 0( , )gx F gx

1

x y≤ =  vaø 

00 0 .( , )gy F gy≥ y x =  Vaäy (2.3) ñuùng vôùi  0.n =
0.n >Giaû söû (2.3) ñuùng vôùi  Khi ñoù 

1n ngx gx +≤  vaø 1.n ngy gy +≥  Töø (2.2) vaø  laø F
g -ñôn ñieäu hoãn hôïp, ta coù 

1 11( , ) ( , ) ( , )n n n n nn n 1 2ngx F x y F x y F x y gx+ + + ++= ≤ ≤ =

1 211 1( , ) ( , ) ( , )n n n n nn n

vaø 
.ngy F y x F y x F y x gy++ + + += ≥ ≥ =

1.n +
0.n ≥

( , ) ( , ).D gx gx D gy gyδ = +

        Do ñoù (2.3) ñuùng vôùi Vaäy (2.3) ñuùng 
vôùi moïi  

Ñaët  Ta 
chöùng toû  

1 1n n n n n+ +

                 
1
42 .

2
n

n K
δ

δ ϕ −≤ ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠          

(2.4) 

Töø 1n ngx g− ≤ x n vaø 1 ,ngy gy− ≥  keát hôïp 
(2.1) vaø (2.2) ta coù 

1 1 1( , ) ( ( , ), ( , ))n n n n n nD gx gx D F x y F x y+ − −=     (2.5) 
1 1

4 4
1

2 2
n n n n n

K K
ϕ ϕ− − −≤ = ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1))−

( , ) ( , )D gx gx D gy gy δ+⎛ ⎞  

vaø            
 (2.6) 1 1( , ) ( ( , ), ( ,n n n n n nD gy gy D F y x F y x+ −=

 76 
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1 1 1−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠4 4

( , ) ( , )
.

2 2
n n n n nD gy gy D gx gx

K K
δ

ϕ ϕ− −+
≤ =⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Töø (2.5) vaø (2.6) ta coù (2.4). 
Töø (2.4) vaø ñònh nghóa haøm ϕ  ta suy ra 

1 1
14 42

2
n n

n nK K
δ δ

δ ϕ δ− −
−≤ ≤ <⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠  

hay daõy { }nδ  
giaûm. Do ñoù toàn taïi 0δ ≥  sao cho lim

n
.nδ δ

→∞
=  

Ta chöùng toû 0.δ =  Giaû söû ngöôïc laïi 
0,δ >  qua giôùi haïn 2 veá cuûa (2.4) vaø söû duïng 

tính chaát 
 
vôùi moïi  ta coù 

 
lim ( )
r t

rϕ
+→

< t 0,t >

1

1
4 4 4lim 2 lim 2 .

2 2n n

n
n K K Kδ δ δ δ

δ δ δ
δ δ ϕ δ

+
−

−

→ →
= ≤ < = <⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠  

Ñieàu naøy laø maâu thuaãn. Vaäy 0,δ =  nghóa laø 
( )1 1lim ( , ) ( , ) lim 0.n n n n nn n
D gx gx D gy gy δ+ +→∞ →∞

+ = =

}
  
(2.7) 

Baây giôø ta chöùng minh { ngx  vaø { n}gy  laø 
hai daõy Cauchy trong ( ,  Giaû söû ngöôïc 
laïi 

, ).KX D
{ n}gx  hoaëc { n}gy

).
 khoâng laø daõy Cauchy 

trong  Khi ñoù toàn taïi ( , ,X D K 0ε >
)}

 vaø hai 
daõy soá nguyeân { ( ,  sao cho 

 vaø  
)}l k { (m k

( ) l k( ) k> ≥ 1≥m k

( ) ( ) ( ) ( )( , ) ( , )k l k m k l k m kr D gx gx D gy gy .ε= + ≥

.

  (2.8) 
Vôùi moãi  choïn  nhoû nhaát thoûa 

maõn (2.8). Khi ñoù ta coù 
1,k ≥ ( )m k

( ) ( ) ( ) ( )1 1( , ) ( , )l k m k l k m kD gx gx D gy gy ε−− + <    (2.9) 
Töø (2.8) vaø (2.9), ta coù 

( )( ) ( ) 1 ( ) 1 ( )( , ) ( ,k l k m k m k mr D gx gx D g xK xε − −+≤≤ )kg  
( )( ) ( ) 1 ( ) 1 ( )( , ) ( ,l k m k m k m kK D gy gy D y gy− −+ + ) (2.10)

 
( )( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1 ( ) 1( , ) ( , )l k m k l k m k m kK D gx gx D gy gx Kδ− −= + −+  

( ) 1.m kK Kε δ −< +
 

Cho k  trong (2.10) vaø söû duïng (2.7), ta coù  →∞
lim sup .k

k
r Kε ε

→∞
≤ ≤

                            
(2.11) 

Maët khaùc 
( ) ( ) ( ) ( )( , ) ( ,k l k m k l k mr D gx gx D g gyy= +

2 2

)k

)

)

)

.

)
))

 
( ) ( ) 1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) 1 ( )( , ) ( , ) ( ,l k l k l k m k m k m kKD gx gx K D gx gx K D gx gx+ + + += + +

2 2
( ) ( ) 1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) 1 ( )( , ) ( , ) ( ,l k l k l k m k m k m kKD gy gy K D gy gy K D gy gy+ + + ++ + +  

( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1( , ) ( , )l k l k l k l kK D gx gx D gy gy+ += +⎡ ⎤⎣ ⎦  
2

( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1( , ) ( ,m k m k m k m kK D gx gx D gy gy+ ++ +⎡ ⎤⎣ ⎦  
2

( ) 1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) 1( , ) ( , )l k m k l k m kK D gx gx D gy gy+ + + ++ +⎡ ⎤⎣ ⎦  

Do ñoù  
2

( ) ( ) ( ) 1
2

( ) 1( ,(k l k m k l k m kKr K K D gx gxδ δ + +≤ + +
D gy gy+

  
( ) 1 ( ) 1( ,l k m k+ +                            

(2.12) 
      

Töø (2.3), ta coù () )( m kl kgx gx≤ vaø () )( m kl kgy gy≥ , 
keát hôïp vôùi (2.1) vaø (2.2) ta coù 

( ) ( )( )( ) 1 ( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( )( , ) , , ,l k m k l k l k m k m kD gx gx D F x y F x y+ + = (2.13)
 

( ) ( ) ( ) ( )
4 4

( , ) ( , )
.

2 2
l k m k l k m k kD gx gx D gy gy r

K K
ϕ ϕ

+
≤ =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠  
vaø 

( ) ( )( )( ) 1 ( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( )( , ) , , ,m k l k m k m k l k l kD gy gy D F y x F y x+ + = (2.14)
 

( ) ( ) ( ) ( )
4 4

( , ) ( , )
.

2 2
l k m k l k m k kD gx gx D gy gy r

K K
ϕ ϕ

+
≤ =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠  Töø
 
(2.12), (2.13) vaø (2.14), ta coù 

2
( ) ( )

2
42

2
k

k l k m k
r

K
K

r K Kδ δ ϕ+≤ + ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠  

2
( ) 2( )

k
l k m kK K

r
K

δ δ< + + .                     (2.15) 

Cho  trong (2.15) vaø söû duïng (2.7) 
vaø (2.11), ta coù 

k →∞

2lim sup lim sup .k

k k
k

r
r

K K
ε

εε
→∞ →∞

≤≤ ≤ <
 

Ñieàu naøy laø maâu thuaãn. Do ñoù { }ngx  vaø 
{ }ngy  laø hai daõy Cauchy trong ( ,   , ).KX D

Vì  ñaày ñuû neân toàn taïi ( , , )X D K ,x y X∈  
sao cho    

lim nn
gx

→∞
x=  vaø lim .nn

gy y
→∞

=
       

(2.16) 

Töø (2.16) vaø tính lieân tuïc cuûa ,g  ta coù 
lim ( )nn

g gx gx
→∞

=  vaø lim ( )nn
g gy gy

→∞
= .       (2.17) 

Töø (2.2) vaø tính giao hoaùn cuûa  vaø F ,g  ta coù 
( ) (1( ) , ,n n n ng gx gF x y F gx gy+ = = )n , 

( ) ( )1( ) , , .n n n n ny gF y x F gy gx+ = =g g        (2.18) 

Ta chöùng toû ( , )gx F x y=  vaø .  ( , )gy F y x=
Giaû söû lieân tuïc. Khi ñoù cho  trong 

(2.18) vaø söû duïng (2.16) vaø (2.17), ta coù 
F

, li
n n

n →∞

( )n

( ) ( )

1lim ( ) lim ,

lim m , ,

n nn n

n n

gx g gx F gx gy

F g gy F x y

+→∞ →∞

→∞ →∞

= =

= =

(
x

)

( ) ( )

1lim ( ) lim ,

lim m , .

n nn n

n n, li
n n

ngy g y F gy g

F g gx F y x

→∞ →∞

→∞ →∞

= =

= =

g

y

+ x

 



TRÖÔØNG ÑAÏI HOÏC ÑOÀNG THAÙP                           Taïp chí Khoa hoïc soá 13 (6-2015)
 

Giaû söû  coù tính chaát  Do { }X ( ),a ( ).b ngx  
laø daõy khoâng giaûm, { }ngy  laø daõy khoâng taêng 
vaø tính chaát giao hoaùn cuûa  vaø F g  neân ta coù 

        
1 1

2

(
),
gx+ +

+1 1n n

F g
gy+ +

( ) ( ,
( , )

n ng gx x g
F gx≤ =

)
(
n

n

y F
g gx

= ≤ ,n gy )

)n

n

1 1

1 1 2

( ) ( , ) ( ,
( , ) ( ),

n n n n

n n n

g gy F gy gx F gy gx
F gy gx g gy

+ +

+ + +

= ≥

≥ =  

Suy ra { ( })ng gx  laø daõy khoâng giaûm, 
{ ( )}ng gy  laø daõy khoâng taêng. Khi ñoù keát hôïp 
vôùi (2.17) ta suy ra )( ng gx xg≤  vaø 

)( ng gy .gy≥  Do ñoù töø (2.1) vaø (2.18) ta coù 
( )1 1( ( ), (n nD g gx F+ +( , ( ,D gx F x y)) ( ,K D gx g( )) , ))gx x y≤ +  

( )1( , ( )) ( ( , ), ( , ))n n nK D gx g gx D F gx gy F x y+= +  (2.19) 

1 4

( ( ), ) ( ( ), )
( , ( )) .

2
n n

n
D g gx gx D g gy gy

K D gx g gx
K

ϕ+

+
≤ +

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎟
⎠

⎜ ⎟⎜
⎝⎝ ⎠

 

Cho  trong (2.19) vaø söû duïng (2.17) 
ta coù  Do ñoù 

n →∞
( ( ), (x F , )) 0.D g x y = ( , ).gx F x y=  

Töông töï ta cuõng chöùng minh ñöôïc 
 Vaäy  vaø ( , ).gy F y x= F g  coù boä ñoâi ñieåm 

truøng.                                                                   
Trong Meänh ñeà 2.1, cho  laø aùnh xaï ñoàng 

nhaát, ta coù heä quaû sau 
g

Heä quaû 2.2. Cho  laø khoâng 
gian -meâtric thöù töï boä phaän ñaày ñuû vaø  

 laø aùnh xaï thoûa maõn caùc ñieàu 
kieän sau 

( , , , )X D K ≤
b

:F X X X× →

(1) coù tính chaát ñôn ñieäu hoãn hôïp.  F
(2) Toàn taïi ϕ ∈Φ  sao cho 

( ) 4

( , ) ( , )
( , ), ( , )

2
D x u D y v

D F x y F u v
K

ϕ
+

≤ ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠   

(2.20) 

vôùi moïi , , ,x y u v X∈  vaø ,x u y v≤ ≥ . 
(3)   lieân tuïc hoaëc  coù tính chaát sau F X
(a) Neáu coù daõy khoâng giaûm nx x→  thì 

nx x≤  vôùi moïi  ;n
(b) Neáu coù daõy khoâng taêng  thì 

 vôùi moïi  
→yn y

yny ≥ .n
,(4) Toàn taïi 0 0x y X∈  sao cho 0 0 )0( ,x F x y≤  

vaø  0 0( ,y F y≥
F

0 ).x
gKhi ñoù  vaø  coù boä ñoâi ñieåm baát ñoäng. 

Tieáp theo, chuùng toâi thieát laäp ñònh lí boä 
ñoâi ñieåm truøng cho caëp aùnh xaï khoâng giao 
hoaùn trong khoâng gian -meâtric, keát quaû naøy 

laø söï môû roäng cuûa [7, Theorem 2.9] sang khoâng 
gian -meâtric. 

b

b

→

Ñònh lí 2.3. Cho ( ,  laø khoâng gian 
-meâtric thöù töï boä phaän,  vaø 

 laø hai aùnh xaï thoûa maõn caùc ñieàu 
kieän sau 

, , )X D K ≤
:F Xb

:
X X× →

g X X

(1) F laø aùnh xaï g -ñôn ñieäu hoãn hôïp, 
( )XF X gX× ⊂  vaø  ñaày ñuû. gX

(2) Toàn taïi ϕ ∈Φ  sao cho 
( ) 4

( , ) ( , )
( ,x ), ( , )

2
D gx gu D gy gv

D F y F u v
K

ϕ
+

≤ ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠   

(2.21)
 

vôùi moïi , , ,x y u v X∈  vaø , .gx gu gy gv≤ ≥  
(3) Neáu ngx g→ x  thì .nx x→  
(4)  lieân tuïc hoaëc coù tính chaát sau F X
(a) Neáu coù daõy khoâng giaûm nx x→  thì 

nx x≤  vôùi moïi  ;n
(b) Neáu coù daõy khoâng taêng  thì 

 vôùi moïi  
ny → y

yny ≥ .n
(5) Toàn taïi 0 0,x y X∈  sao cho 

0 0( , )0gx F≤ x y  vaø 0 0( , )0 .gy F y x≥  
Khi ñoù  vaø F g  coù boä ñoâi ñieåm truøng. 
Chöùng minh. Theo Meänh ñeà 1.8, toàn taïi 

 sao cho E ⊂ X gE gX=  vaø  laø ñôn 
aùnh. Ta xaây döïng aùnh xaï  xaùc 
ñònh nhö sau 

:g E X→
X gX×:G g X→

( , ) ( , )G gx gy F x y=  vôùi moïi   (2.22) ,gx gy gX∈ .
Vì g  laø ñôn aùnh treân  neân aùnh xaï G  

ñöôïc xaùc ñònh. Töø (2.21) vaø (2.22), suy ra 
E

4

( ( ,

( ,

), ( , )) ( , ), ( , )

) ( , )
2

D G ( )gx gy G gu gv D F x y F u v

x gu D gu gv
K

ϕ

=

+
≤ ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

D g
 

vôùi moïi , , , ,gx gy gu gv gX∈  gx gu≤  vaø .gy gv≥  
Do ñoù G  thoûa maõn ñieàu kieän (2.20). 

Do  laø haøm F g -ñôn ñieäu hoãn hôïp neân vôùi 
moïi , ,gXgx gy∈  ta coù 

1 2 1, , 2gx gx

G

1 2

gX gx gx∈ ≤

1 2( , ) (gx gy G gx≤
 suy ra  

hay  

1 2( , ) ( , )F x y F x y≤

, gy)

2

vaø  
1, ,gy g gX g gy y≤∈

( , ) (gx gy G gx≥

y  suy ra  
hay G  

1 2( , ) ( , )F x y F x y≥

.1 2, )gy
Do ñoù G  coù tính chaát ñôn ñieäu hoãn hôïp.  
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Giaû söû toàn taïi 0 0,x y X∈  sao cho 

0 0( , )0gx F x y≤  vaø 0 0 0( , ).gy F y x≥

0 )
 Khi ñoù ta coù 

0 0( ,gx G gx gy≤  vaø 0 0( , 0 .)gy G gy gx≥  
Giaû söû  lieân tuïc. Ta chöùng toû raèng G  

lieân tuïc. Vôùi moãi { }
F

,{ }n nx y ⊂
.

X  sao cho 
( , ) , )n n (gx gy x gy→

( , (n nG gx gy gx
( , ,n n

g
) G→

) (

 Ta caàn chöùng toû 
 Thaät vaäy, töø , ).gy

),gx gy x gy→
( , ) ).n n

g
( ,

 theo Giaû thieát (3), ta coù 
x y y→
( , ) ).n nF x

x
( ,

 Vì  lieân tuïc neân F
y F x y→  Do ñoù ( , )n nG ( , )

Chöùng minh. Theo Meänh ñeà 1.8, toàn taïi 
 sao cho E X⊆ ( ) ( ).g E g X=  Vì g  laø toaøn 

aùnh neân ( )X g X= . Vaäy theo Ñònh lí 2.3 ta coù 
ñieàu phaûi chöùng minh.                               

Cuoái cuøng, chuùng toâi ñöa ra ví duï minh 
hoïa cho Ñònh lí 2.4. 

Ví duï 2.5. Cho  vôùi thöù töï thoâng 
thöôøng vaø aùnh xaï  xaùc ñònh bôûi 

X =
:D X X× → X

2( , ) ( )D x y x y= −  vôùi moïi ( , ) .x y X X∈ ×  Khi 
ñoù vôùi moïi , , ,x y z X∈  ta coù .gx gy F gx gy→  

Vaäy G  lieân tuïc.  (1)   khi vaø chæ khi ;( , ) 0,D x y ≥ ( , ) 0D x y = x y=  
Giaû söû  coù tính chaát (a), (b). Vì X gX X⊆  

neân gX  coù tính chaát (a), (b).  
(2) ( , ) ( , );D x y D y x=   
(3) 2 2

2 2

( , ) ( ) ( )

2[( ) ( ) ] 2[ ( , ) ( , )].

D x y x y x y y z

x y y z D x y D y z

= − = − + −

≤ − + − = +
 

Nhö vaäy caùc giaû thieát cuûa Heä quaû 2.2 ñöôïc 
thoûa maõn. Do ñoù  coù boä ñoâi ñieåm baát ñoäng.  G

Vaäy ( , , )X D ≤  laø khoâng gian b -meâtric thöù 
töï vôùi 2.K =  

Cuoái cuøng, ta chöùng minh   vaø F g  coù boä 
ñoâi ñieåm truøng. Giaû söû ( , )u v gX gX∈ ×

,
 laø boä 

ñoâi ñieåm baát ñoäng cuûa G  ta coù  Xeùt aùnh xaï :F X X X× →
( , ) 1y

vaø  
xaùc ñònh bôûi 

:g X X→
F x =  vôùi moïi ( , )x y X X∈ ×  

vaø ( )g x 1x= −  vôùi moïi .x X
)

∈
) 0 1 ( ,

 Khi ñoù 
( ( , )) (1g F x y g F gx gy= = ≠ =  vôùi moïi 
, .x y X∈  Do ñoù  vaø F g  khoâng thoûa maõn tính 

chaát giao hoaùn. Khi ñoù Meänh ñeà  2.1 khoâng theå 
aùp duïng cho hai aùnh xaï naøy. 

( , )u G u v=  vaø                  (2.23) ( , ).v G v u=
Töø , toàn taïi moät ñieåm 

 sao cho  
( , )u v gX gX∈ ×
X X∈ ×0 0( , )u v

0u gu=  vaø         (2.24) 0.v gv=

Töø (2.23) vaø (2.24) suy ra 
0 0( , 0 )gu G gu gv=  vaø    (2.25) 0 0( , )G gugv gv= 0 .

0

Roõ raøng ta coù   laø toaøn 
aùnh, 

( )F X X gX× ⊂ , g
gX X=  laø ñaày ñuû,  laø F g -ñôn ñieäu. 

Keát hôïp (2.22) vaø (2.25) ta coù 
0 0( , )gu F u v=  vaø 0 0( , ).0gv F v u=  Do ñoù 

 laø boä ñoâi ñieåm truøng cuûa F  va .0 0( , )u v Choïn 0 1x =  vaø  vôùi 0 3y =

(1) 0 1g F(1,3)= < =  vaø   (3) 2 1,3).1 (g F= > =
ø g        

Ñònh lí 2.4. Cho  laø khoâng gian 
m

( , , , )X D K ≤
phaän, :F Xb -

g
cuû

eâtric thöù töï boä X X× →  vaø 
: X X→  laø hai aùnh xaï sao cho caùc giaû thieát 

í 2.3 thoûa maõn tröø ñieàu kieän ñaày ñuû 
cuûa ( ).g X  Khi ñoù, neáu X  ñaày ñuû vaø 

a Ñònh l
g  laø toaøn 

aùnh t vaø hì F  g  coù moät b ñoâi ñieåm truøng. oä 

Giaû söû ngx g→ x 1 ta coù 1nx x− → − . Suy 
ra .nx x→  Hôn nöõa, (2.21) thoûa maõn. Do ñoù, caùc 
ñieàu kieän cuûa Ñònh lí 2.4 ñöôïc thoûa maõn. Khi ñoù, 

 vaø F g  coù boä ñoâi ñieåm truøng trong . Cuï 
theå, boä ñoâi ñieåm truøng cuûa  vaø 

X × X
F g  laø (2,2).  
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