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LICH SU HINH THANH PHEP TINH VI - TICH PHAN
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Tém tit

Trong nghién citu va gidng day todn, lich sit todn hoc la linh vice thii vi va bo ich. Bai bdo gidi
thiéu nhitng bai todn gdn lién vdi ci nguon ciia phép tinh vi phén va phép tinh tich phan trong lich sit.
Pong thoi dé cap dén mdi lien hé giita hai phép tinh néi trén.

Tw khoa: Lich sut, phép tinh vi phdn, phép tinh tich phan.

1. Pat van dé

Trong sich gido khoa (SGK) m6n Todn &
trudng phd thong ¢ cung cip mdt sd tr licu lich
stf todn dudc dat dudi tén chung 1a “Em c6 biét?”
dé md rong ki€n thitc va 1am cho cudn sich thém
sinh dong. Piéu d6 chiing to tac gid sdch gido khoa
da danh cho lich st todn hoc mdt vi tri nhat dinh.

Qua nghién ctu lich si to4n hoc, ngudi thay
gido day toan c6 thé luta chon phuong phip giing
day thich hgp, suy nghi cach gido duc sao cho gay
hitng thi hoc tap cho hoc sinh. Ngoai ra, gido vién
c6 thé doc thém, két hgp diing lic vao bai gidng clia
minh va gidi thiéu ngén gon nhitng nét lich st cla
van d¢, khoi day thém hiing thi hoc tap.

Phép tinh vi - tich phan da m& ra sy’ phat trién
hau hét c4dc nganh cla todn hoc cao cip, lam cho
toan hoc trd thanh mot khoa hoc ¢6 tng dung to
16n, tac dong vao cdc linh vuc clia ddi song xa
hoi. Vi th&, nghién cttu lich stt phép tinh vi - tich
phan dé cap trong bai vi€t la mot van dé thd vi.

2. Noi dung

2.1. Nhitng bai todn gin lién véi coi nguon
cua phép tinh tich phian

Mot diéu dang chid y 1a vé miit lich s, thit
ty xudt hién hai phép tinh vi phan va tich phan
khéc vdi cach trinh bay ching trong cac gido trinh
todn hoc ngay nay. Trong thuc t€, phép tinh tich
phén ra doi truSe phép tinh vi phan. Hai phép tinh
nay dugc phéat hién hoan toan doc lap véi nhau.
Mam mdng ctia phép tinh tich phan di c6 tir thdi
Hy Lap c¢§ dai, trong cdc céng trinh cia
Archimede, lién quan dén van dé cau phuong, cau
tich, cAu trudng. Ping trudc mot hinh phing cu
th&, mdi nha todn hoc c¢6 quan niém riéng vé dién
tich va céc ki thuat tinh dac thu. Bdc 1ap v6i nhau,

) Khoa Su pham Khoa hoc - Ty nhién, Trudng Pai hoc
DPong Nai.
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Newton va Leibniz dd dua ra 15i gidi tdng quat
cua bai todn bing ngdn ngit tich phan, mic du
dinh nghia chinh x4c clia dién tich hinh phing va
clia tich phan chua dugc thi€t1ap. Cauchy 1a ngudi
diu tién dinh nghia tich phan x4c dinh clia mot
ham lién tuc, khdo sat su kha tich va chitng minh
dinh 1i ¢d ban cda phép tinh vi - tich phan trén

/
doan [x,, X] nhu'sau: Vx e [xO,X],[.[f(t)dtJ = f(x)
v6i f 1a ham li€n tuc trén [x, X]. Riemann xay
dung li thuyét tich phan cda 6ng, mot 1y thuyét
tdng quit hon ctia Cauchy, nhim c6 thé khai trién
mdt cach chinh x4c cidc ham c6 vo han diém gidn
doan thanh chudi Fourier.
Ta c6 thé tém tit ti€n trinh x4y dung nay
theo So db 1.
Bai toan dién tich
!
Tinh tong mdt sd vo cling 16n
cac dién tich vo cuing bé
(khong chuyén qua gidi han)

!

Tich phan bat dinh va xac dinh
(chua dinh nghia tudng minh)

!

Cong thiic Newton - Leibniz
(nlra cudi thé ki XVII)

!

Tich phan Cauchy (1823)

!

Tich phan Riemann (1845)
S¢ d6 1. Ti€n trinh xAy dung phép toin
tich phan



TRUONG DAI HOC DPONG THAP

Tap chi Khoa hoc s6 13 (6-2015)

Cac nha todn hoc trudc Cauchy chua dinh
nghia dugc mot cach chinh x4c khai niém ham so
va khdi niém gidi han, hai trd ngai 16n nhat khi
dinh nghia tich phan. Ho quan ni€ m tich phan mot
cach tryc gidc va tinh tich phan trudc khi quan tam
dén diéu kién kha tich 1An tinh hop thifc clia cac
ky thuat dugc st dung.

2.2. Nhitng bai toan giin lién véi coi nguon
cua phép tinh vi phian

Phép tinh vi phan sinh ra tir viéc gidi bai toan
vé ti€p tuyén clia cic dudng cong, tim céc gia tri
cuc dai, cuc ti€u cia ham s6 va tim van toc tdc
thdi clia mot chuyén dong. Viéc xem xét cac van
dé nhu vay c6 thé thdy tir thdi Hy Lap c6 dai,
ngudi ta thira nhan ring tién than clia phép tinh
vi phan thyc sy bit ngudn tir nhitng tu tudng ma
Fermat da hinh thanh vao ndm 1629.

2.2.1. Phuong phdp xdc dinh cuc dai va cuc
ti€u ciia Fermat

Fermat 12 ngudi dau tién c6 nhitng y tudng
co ban rit gan giii véi phép 14y dao ham ngay nay.
Cu thé 1a xuat phat tir nguyén ly dirng ctia Kepler:
“sO gia clia mot ham sd s& tré nén nhd tdi mic
triét tiéu tai 1an cin ciia mot gia tri cuc dai hodc
cuc tiéu thudng”. Fermat di dua ra mot phuong
phap dé xac dinh cac cuc dai va cyc ti€u clia ham
s6 f. Theo ki hiéu hién dai, phuong phép clia dng
c6 thé dugec mod ta nhu sau:

+ Vi h1a rat nhd, cho f(x + h) = f (x)
+ Don gi4n nhitng s6 hang giong nhau &
hai v€&, roi chia hai v& cho h.

B4 di nhitng s6 hang c6 chita & (tirc 1a xem
nhu £ =0) va tor dé xac dinh dudc nhitng gié tri x
ma tai d6 f dat cuc dai hay cuc tiéu.

V& miit logic, c4ch lap luan cia Fermat con
nhiéu chd chua rd rang: ban diu & 1a mot s6 hitu
han khé4c khong, do d6 dng tié€n hanh chia cho 4,
nhung sau do lai cho 7 = 0 ma khong dua ra mot
cach giai thich hgp li. R6 rang 1a 6ng gip kho
khin v6i phép 1ay gidi han va khai niém vo cling
bé. Vao thdi ki nay hai khai niém dé chua dugc
dinh nghia chinh xac. Tuy nhién, phi néi ring &
day da hién hitu tu tudng vé khéi niém vo cling
bé (mac du Fermat khong n6i nhung /4 dong vai
tro sO gia rit bé), giéi han h — 0 (mot s6 ma lic
thi né hitu han rat nhd rdi tu nhién noé lai c6 thé
biang khong) va phép l1dy dao ham clia mot ham

s6 (vé co ban ma Fermat thuc hién tuong tuw nhu
qud trinh tim dao ham # (x) cia ham s6 f (x) va

e /1@=0 (lim f(x+h)h—f(x) :Oj'

h—0

2.2.2. Phuong phdp xdc dinh tiép tuyén ciia
Fermat

Fermat 12 ngudi dau tién dua ra mot cach
hi€u méi vé ti€p tuyé&n. P6 1a vi tri gidi han cla
cat tuy&n khi hai di€ém ma né cit dudng cong dén
chd tring nhau, tit nhién lic d6 khdi niém
khong dugc dinh nghia ro rang theo ngén ngit
ctua gidi han.

Véi cach hi€u nay, 6ng da gidi bai toan tim
ti€p tuy€n clia dudng cong y = f(x) tai M (x, y)
theo mot qui trinh tuong ty véi qui trinh da dugc
st dung trong 15i giai bai toan xac dinh cuc dai, cuc
tiéu. Chinh dng d4 nhin manh tinh thdng nhat clia
cac phuong phap tinh toin trong hai bai toin trén.
Nhung 6ng khong néu bat dugc khai niém co ban
cta phép tinh vi phan - dao ham va vi phan, ciing
nhu khong luu ¥ t6i moi quan hé giita nhitng bai toan
nay va bai toan ciu phuong da c6 trudc do.

Ngudi ta cho ring c6 18 1a do st dung nhitng
cong cu dai s6 kha khé hi€u cia Viete véi cac ki
hiéu cong kénh ctia né, Fermat da khong budc
thém dugc bude cudi cling, di khong 16n trén con
dudng xay dung phép tinh vi phan. Tuy nhién,
phai cong nhan ring dng da c6 nhitng dong g6p
quan trong cho su phat trién cic y tudng ctia phép
tinh nay.

2.3. Moi lién hé giita phép tinh vi phan va
tich phan

2.3.1. Bai todn ddn dén su phdt hién ra moi
quan hé

Cung v6i bai todn dung ti€p tuyén, trong
toan hoc cling nhu trong cac linh vuc khoa hoc
khac xuat hién nhitng bai toan dang: xac dinh cic
dudng cong xuat phat tir tinh chat chung cta tat ca
céc ti€p tuyén vdi ching. Van dé nay dudc phat
biéu mdt cach tdng quit nhu sau. Tim y = f(x) tir
dieukiénf, (x, y, ') =0. Theo ngdn ngi hién dai,
gidi bai todn nay tudng duong vdi viéc gidi
phuong trinh vi phan cAp mdt c6 4n ham y.

Descartes (1596 - 1650) 1a ngudi dau tién bat
tay vao viéc tim mot phuong phap téng quit dé
gidi nhitng bai ton loai nay. Ong ti€n hanh phan
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tat cd cac dudng cong dai sd theo loai, rdi tim céc
ti€p tuy€n clia ching va thit xem nhitng ti€p tuyén
nay c6 thda mén céc tinh chit da cho hay khong.

Vé phuong dién thyc hanh, phuong phép clia
Descartes té ra khong kha thi. Van dé phan loai
dudng cong gay cho 6ng mdt s6 ric roi khi gidi
nhiéu bai toan. Tuy nhién, chinh Ia thong qua viéc
gidi nhitng bai todn xac dinh dudng cong néu trén
ma dan dan tinh chit ngugc nhau clia loai bai todn
nay va bai toan vach ti€p tuyén da dudc chi rd.

2.3.2. Hinh thanh moi lién hé giita phép tinh
vi phdn va tich phdn

Nha todn hoc Anh Isaac Barrow (1630 -
1677) dugc xem 1a ngudi dau tién nhan rd mai
lién hé gitta bai todn xac dinh ti€p tuyé&n va bai
toén cau phuong. Theo cach ki hiéu hién dai, 6ng

chi ra dugc ring, tir ding thic y =a +Izdx suy
0

ra dy = zdx, va ngugc lai.

Cu thé Barrow xét hai dudng cong OF va OE
c6 phuong trinh tuong ting la y=y (x) va y=y (x),
F (x, v), E (x, v) lién hé v6i nhau theo diéu kién
DF.R =S___ (vi€t theo ki hiéu ngay nay la

ODE
X

Ry =Ivdx), véi R 12 mot sO cho truée, D, T
0

tuong wng 13 giao di€m clia Ox v6i EF va tiép

tuyén tai F ( Hinh 1).

F
O/n >X

Hinh 1
Ong da chitng minh dugc ding thic
DF dy N
R.—=DE jala R.— = a i
DT (nghia Ia e v) bang hai phuong
phép khic nhau: dya vao quan diém dong hoc va
dva vao phuong phdp hinh hoc trong d6 cé s
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dung phuong phép tinh dién tich hinh thang cong.

Nhu thé, Barrow da nhan ra mdi quan hé
thulin nghich gitra phép tinh vi phan va tich phan.
Tuy nhién viéc chua thié€t 1ap dugc dudi dang tong
quat nhitng khai niém cd ban ctia phép tinh vi -
tich phan, viéc trinh bay mdi lién hé nay bing
ngdn ngit hinh hoc da ngan cdn 6ng dién dat mot
cach tudng minh y tudng ctia minh.

K& tir khim ph4 mdi nay clia Barrow, hai
phép tinh vi phan, tich phan va mdi quan hé gitra
chiing ludn gén k&t chit ch& véi nhau trong nhitng
cong trinh nghién ciu cta cdc nha khoa hoc.

2.3.3. Xudt hién tuong minh cdc khdi niém
tich phdn, vi phdn va quan hé giita chiing

Mic di ¢6 nhiéu nha todn hoc dan ti€p can
vGi céc phép tinh vi - tich phan, nhung Newton
(1642 - 1727) va Leibniz (1646 - 1716) méi dugc
coi la nguG1 phat minh ra ching.

Newton xem mot dudng nhu dugc sinh ra bsi
chuyén dong lién tuc cia mot diém. Céc dai lugng
v0 ciing bé, tuong duong véi cac s§ gia vo cling
bé ctia Fermat dugc Newton goi 1a cic moment.
Gia st S 12 dién tich da bi&t clia mdt hinh phéng
gi6i han bdi dd thi clia ham s6 khong Am y = £ (x)
céc truc toa do va dudng thing x = x, (x, > 0).
Newton xét moment dién tich oS (sd gia AS clia
dién tich) khi x tang 1&én mot lugng vo cung bé ki
hiéu o (sd gia Ax, clia x,). Ong nhén thay d s& bién

thién ctia dién tich (ﬁ) bang f (x,). K&t qua nay
o
phat bi€u theo ngdn ngit hién dai [a §' (x)) = f(x,) -

P& x4c dinh phan dién tich S thi Newton lai
ddo ngugc cdc thao tic 14y dao ham, néu rd moi
li€n hé gitra bai todn tinh dién tich va bai todn dao
ham. Trong cdc nghién cttu cia minh, Newton
dat dao ham vao vi tri trung tAm cia ti€n trinh.
Theo quan niém cta 6ng, tich phan trudc hét la
tich phan khong xdc dinh, nhu 1a nguyén ham
bat ki dugc tinh bing cdch ddo ngugc k€t qua
cta bai todn tinh dao ham. Tuy nhién, ngudi ta
khong tim thdy & 6ng cdc dinh nghia tudng minh
vé dao ham va tich phan ciing nhu moment hay
sO gia vO cling bé.

Né&u nhu Newton chon khéi niém dau tién
12 van tdc thi & Leibniz khai niém dau tién 1a ti€p
tuyé&n. Céc ki hiéu dx va dy da dugc dua ra. Theo
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ong dx - vi phan clia ddi s6 dugc xem nhu mot
dailugng hoan toan tily y va dy - vi phan ctia ham
s6 dugc xac dinh qua dx.

Liic dau, Leibniz c6 y dinh trdnh cic vo cling
bé. C4c vi phin dudc hiéu 1a nhitng dai luong ti
1é véi cac sO gia clia ddi s6 va ham s6. Vé sau,
cac vi phan dudc x4c dinh nhu cic hiéu vo cung
bé. V& co ban, vo cling bé, theo Leibniz, 1a hiéu
hai gi4 tri gin nhau clia dai lugng. Tir d6 v cling
bé dudc ki hiéu bing d (chit dau cia differentia -
c6 nghia 12 hiéu). Pao ham dugc hi€u 1a i s& cac
vi phan dx va dy.

Khédc vdi Newton, tich phan cia Leibniz
trudc hét 1a tich phan xéc dinh, dudi dang tdng
vO han cac vd cung bé vi phan ma mot dai lugng
nao d6 c6 thé phan chia ra. Nhu vay, Leibniz 14y
vi phan lam khai ni€m trung tam, t dé6 6ng dinh
nghia dao ham va tich phan. Chinh 6ng da dua ra
ki hiéu [ va ching minh riing [dy = y.

Cauchy (1789 - 1975) 1a ngudi dau tién
dua ra mdt dinh nghia chinh xdc cda tich phan

(vao nam 1823). Ong diing ki hiéu j f(x)dx do
Fourier dé nghi d€ chi tich phan x4c dinh. Ong
da chitng minh dugc ring F' (x) = f (x) trong do,

F(x)= j f(£)dt thi€t1ap tudng minh mdi lién hé
gifta viéc tinh tich phan va viéc 1y dao ham.
V& mat toan hoc thi céc cong thic S (x,) = (x,)
cia Newton, | dy =y clia Leibniz v F'(x) = f (x)
clia Cauchy rat gan giii nhau. Hon nifa, cling tir
phuong phdp gidi bai todn cAu phuong, cau tich
dd st dung ma ho c6 thé chitng minh dugc ring

b
J.f(x)dx = F(b)-F(a) v6i F(x) 1a m0t nguyén

ham ctia ham f (x) lién tuc trén [a, b]. Cong thic
nay mang lai mdt phuong tién cd ban dé tinh céc
tich phan xac dinh.

Euler, Lagrange, D’Alembert va nhiéu
ngudi khdc da lam cho phép tinh vi - tich phan
trd nén chit ché hon. Nam 1797, Lagrange tim
cidch xay dung toan b§ phép tinh vi phdn ma
khong dung khdi niém vo cling bé, c6 tinh chat

thuin tiy dai s&, biing cdch bi€u dién ham dudi
dang khai tri€n ra chudi liiy thira va xdc dinh
dao ham nhu1a hé s6 & s& hang thit hai ctia khai
tri€n Ay.

Riemann (1826 - 1866), trong luan van cda
minh, da xay dung mot 1y thuyét tich phan tdng
quét hon ctia Cauchy, nhim khai trién mot cach
chinh x4c cdc ham s6 ¢6 vo han diém gian doan
thanh chudi Fourier.

Sau nay khéi niém tich phan ti€p tuc dugc
hoan thién va phat trién nhd cdc cong trinh cia
nhiéu nha todn hoc nhu Lebesgue, Radon,
Riesz, Stieltjes, Denjoy, Borel, Khintchine,
Kolmogorov,...

Tuy nhién, trong nén tdng nay van con 15
héng 12 vAn chua dd cd s§ chat ché cho chinh khai
niém so thuc va viéc chitng minh tinh lién tuc clia
pham vi céc so thuc. Piéu nay chi dudc thuc hién
vao cudi th€ ki XIX.

3. Két luan

Trong lich s, hai phép tinh vi phan va tich
phan da dugc phéat hi€n hoan toan ddc lap véi
nhau. Mam méng clia phép tinh tich phan da c6
tir thoi Hy Lap c6 dai, trong cdc cong trinh ctia
Archimede, lién quan dén van dé cau phuong, cau
tich, cau trudng. Vao th& ki XVII, nhitng tu tudng
ctia phép tinh vi phan méi dugc hinh thanh qua
nghién cttu cia Fermat trén viéc giai cc bai toan
tim ti€p tuyén, cyc dai, cuc ti€u ciia ham s& va
viéc nghién citu cic chuyén dong. Fermat da nhan
manh tinh thdng nhit clia phuong phép gidi cac
bai toan d6, nhung khong luu ¥ t6i moi quan hé
gitta chling véi van dé cau phuong. Chinh tir viéc
xac dinh dudng cong khi biét ti€p tuyén clia n6
ma Barrow da thi€t 1ap dudc ciu ndi gifta bai todn
cAu phuong va bai todn dung ti€p tuyén. Quan hé
thudn nghich gitra hai phép tinh vi phan, tich phan
thé hién rit r6 qua cic cong thitc do Newton,
Leibniz, Cauchy chitng minh, ma ngay nay ta goi
12 dinh 1i co ban cta hai phép tinh nay. Mdi lién
hé d6 dan d&€n mot sy lién hé tuong (ng gitta cac
tinh chat clia hai phép tinh 1 tif tinh chat ctia phép
tinh nay ta chitng minh dudc tinh chat tuwong ng
clia phép tinh kia va ngudc lai. Chinh vi diéu nay,
trong qud trinh gidng day vé hai phép tinh vi phan
va tich phan, gido vién (GV) can phai huéng dan
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cho hoc sinh (HS) thdy r6 c6 sy lién hé gitta
ching. Tir d6 tao thun Igi hon cho viéc ti€p thu
cac ki€n thifc méi. Ngoai ra, qua nghién cifu viéc
xay dung phép tinh vi - tich phdn ¢ SGK todn
phd thong ching ta thdy c¢6 sy chuyén ddi su
pham nhu sau: SGK hién hanh xay dung khai
niém dao ham dua vao bai todn xdc dinh van toc
tirc thdi cia mot vat thé chuyén dong & thdi

di€m cho trudc. Khai niém tich phan dugc SGK
dinh nghia thong qua nguyén ham. Sy thay d6i
nay doi khi 1am mat nghia cla céc tri thifc néi
trén. Vi 1& d6, d€ gitip viéc day hoc phép tinh
vi - tich phan ¢6 hiéu qua GV cén chd trong hon
dén viéc thi€t k€ cac hoat dong day hoc gép
phin cho HS hi€u rd hon dic trung khoa hoc luin
cla cdc doi tugng ndi trén./.
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THE HISTORY OF DIFFERENTIATION AND INTEGRATION

Summary

The math history of mathematics is an interesting and useful area of research and instruction.
The paper presents the historic origin of differentiation and integration. Also, it discusses the

relationship between these two operations.

Key words: history, differentiation, integration.
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