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ÑA TAÏP CON f-CÖÏC TIEÅU VAØ ÑÒNH LYÙ KIEÅU BERNSTEIN  
TRONG KHOÂNG GIAN TÍCH 2G Rn×  

 TS. Traàn Leâ Nam(*) 

Toùm taét 
Trong baøi baùo naøy, chuùng toâi xaây döïng caùc khaùi nieäm -vectô ñoä cong trung bình vaø ña taïp 

con -cöïc tieåu. Töø ñoù, chuùng toâi chöùng minh raèng ñoà thò -cöïc tieåu toaøn phaàn cuûa moät haøm khaû vi 
ñaït cöïc trò taïi moät ñieåm trong khoâng gian phaûi laø moät maët phaúng. 

f
f f

2 ,n n 1,× ≥G
Töø khoùa: Bernstein, maät ñoä, ñoä cong trung bình, ñoà thò toaøn phaàn, Lagrange. 
 
1. Giôùi thieäu 
Trong nhöõng naêm gaàn ñaây vieäc nghieân cöùu 

vaø söï quan taâm ñeán ña taïp vôùi maät ñoä ñöôïc gia 
taêng raát nhanh do caùc öùng duïng cuûa noù trong 
Toaùn hoïc vaø Vaät lyù. Ña taïp vôùi maät ñoä laø moät ña 
taïp Riemann ( , )M g  vôùi moät haøm trôn, döông, 
thöôøng ñöôïc kyù hieäu ,fe− ñöôïc duøng laøm troïng 
soá cho theå tích -chieàu, k 1, ,k n= …  (xem [1], 
[2], [6]). Sau khi ñöôïc gia theâm maät ñoä, meâtric 
treân M thay ñoåi nhöng caáu truùc toâpoâ cuûa M vaãn 

ïc giöõ nguyeân. Do ñoù, noù laø moät coâng cuï raát 
höõu hieäu khi giaûi quyeát caùc baøi toaùn lieân quan 
ñeán toâpoâ treân ña taïp nhö giaû thuyeát Poincareù vaø 
ñònh lyù taùch ña taïp (xem [8]). 

ñöô

Treân ña taïp M vôùi maät ñoä ,fe− Gromov 
ñaõ ñeà xuaát ñònh nghóa f -ñoä cong trung bình 
cuûa sieâu maët  (xem [2]) bôûi ñaúng thöùc: Σ

                
,f

dH
d

H f
= +

N
ôû ñoù  laàn löôït laø ñoä cong trung bình vaø 
vectô phaùp ñôn vò cuûa 

                       (1.1) 

,H N
.Σ  Ñònh nghóa treân ñaõ 

ñöôïc kieåm tra thoûa maõn bieán phaân thöù nhaát vaø 
thöù hai cuûa phieám haøm f -dieän tích. Tuy 
nhieân, do caùc nhaø nghieân cöùu thuoäc lónh vöïc 
naøy chæ taäp trung laøm vieäc treân caùc sieâu maët 
neân caùc khaùi nieäm hình hoïc cuûa moät ña taïp con 
baát kì trong M chöa ñöôïc chuyeån sang ngoân 
ngöõ cuûa maät ñoä. Trong baøi baùo naøy, chuùng toâi 
xaây döïng caùc khaùi nieäm f -vectô ñoä cong 
trung bình, f -cöïc tieåu cho moät ña taïp con. Töø 
ñoù, chuùng toâi chöùng minh moät ñònh lyù kieåu 
Bernstein cho maët 2-chieàu trong khoâng 
gianG ôû ñoù G  laø maët phaúng  

vôùi maät ñoä Gauss

2 n× , n 1,≥
(

2 2

)2 2 /2x y+e−
. 

 
 

Cho  laø moät 
haøm khaû vi sao cho ñoà thò Σ  cuûa noù treân toaøn 
boä  laø moät maët cöïc tieåu trong khoâng gian 

: 2, ,n m nu m→ ≥ ≥ ,1

n

n m+ . Vôùi ñieàu kieän naøo cuûa haøm u  thì Σ  
phaûi laø moät n -phaúng? Ñaây laø moät trong caùc baøi 
toaùn ñöôïc quan taâm nhieàu trong lyù thuyeát maët 
cöïc tieåu (xem [9]). Naêm 1917, Bernstein ñaõ 
chöùng minh ñònh lyù trong tröôøng hôïp u  laø moät 
haøm khaû vi caáp 2 töø  vaøo . Ñoàng thôøi, 
oâng döï ñoaùn raèng ñònh lyù vaãn ñuùng trong 
tröôøng hôïp m

2

1=  vaø n  toång quaùt. Sau ñoù, 
Giorgi, Almgren vaø Simons laàn löôït chöùng 
minh ñònh lyù ñuùng cho caùc tröôøng hôïp 

3, 4, 5, 6, 7n = . Tuy nhieân, baøi toaùn trong 
tröôøng hôïp 1m =  ñöôïc kheùp laïi vaøo naêm 1969 
khi Bombieri, Giorgi vaø Giusti chæ ra ñöôïc moät 
ñoà thò cöïc tieåu toaøn phaàn khoâng phaûi laø n -
phaúng khi . Baét ñaàu töø ñoù, caùc nhaø hình 
hoïc quan taâm ñeán ñònh lyù Bernstein vôùi ñoái 
chieàu cao. Naêm 1969, Osserman ñaõ chöùng 
minh raèng moät ñöôøng cong giaûi tích phöùc coù ñoà 
thò toaøn phaàn laø moät maët cöïc tieåu trong 

8n ≥

2 2× vaø xaây döïng ñöôïc moät ñoà thò toaøn phaàn 
cöïc tieåu khoâng phaûi laø ñöôøng cong giaûi tích 
phöùc. Ñoù laø ñoà thò cuûa haøm  ñöôïc 
cho bôûi: 

2:u → 2

( ) ( )1
, 3 cos , si

2 2
x x y y

u x y e e−= − −⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

n .
2

 

Keát quaû môùi nhaát cuûa baøi toaùn laø giaû 
thuyeát haøm u  khaû vi caáp hai vaø coù Jacobian bò 
chaën cuûa Hasanis, Halila vaø Vlachos (xem [3]). 

Neáu chuùng ta gia theâm maät ñoä vaøo caùc 
khoâng gian trong ñònh lyù Bernstein thì noù 
khoâng coøn ñuùng ñoái vôùi moät soá maät ñoä. Ví duï 
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(xem [4]) maët tònh tieán ñöôïc cho bôûi tham soá 
( )( , ) , , ( ) ( ) ,X u v u v g u h v= +  ôû ñoù 

( )
( ) ,

( ) 2log cos / 2 , , ,

g u u

h v v u v

⎧⎪
⎨
⎪⎩

=

= − ∈
 

laø f -cöïc tieåu trong khoâng gian  vôùi maät ñoä 
 Tuy nhieân, ñònh lyù Bernstein vaãn coøn ñuùng 

trong moät soá maät ñoä. Chaúng haïn khoâng gian 
Gauss (xem [10]) hay khoâng gian tích  
(xem [5]). Trong muïc 3, chuùng toâi chöùng minh 
raèng neáu moät haøm khaû vi caáp 2 

 coù cöïc trò ñòa phöông taïi 1 
ñieåm vaø ñoà thò laø 

3

.

2G

ze

n ×G

: ,nu → ≥1,n
f -cöïc tieåu thì  phaûi laø moät 

haøm haèng. 
u

2. Ña taïp con -cöïc tieåu  f
2.1. f -vectô ñoä cong trung bình cuûa ña 

taïp con 
Cho  laø moät ña taïp con -chieàu ñònh 

höôùng coù bieân hoaëc khoâng coù bieân trong ña taïp 
Riemann 

Σ k

( ,n )M g  vôùi maät ñoä fe−  vaø lieân 
thoâng Levi-Civita . ∇

Vôùi moãi tröôøng vectô  treân Σ , chuùng ta 
kyù hieäu 

X
TX  vaø  laàn löôït laø thaønh phaàn tieáp 

xuùc vaø thaønh phaàn phaùp cuûa noù.  

NX

f -vectô ñoä cong trung bình, kyù hieäu fH , 
taïi x  cuûa  ñöôïc ñònh nghóa bôûi: Σ

( ) ( ) ( )
1

1
,:

i

k
N

i
E

N
f

N

iEH f H
k =

+ ∇ == ∇ + ∇∑ f  

ôû ñoù { }iE  laø moät cô sôû tröïc chuaån cuûa khoâng 
gian tieáp xuùc xT Σ  cuûa Σ  taïi x  vaø f∇  laø 
gradient cuûa haøm f  taïi x .  

Ña taïp con Σ  ñöôïc goïi laø f -cöïc tieåu neáu 

fH  cuûa noù baèng vectô 0  taïi moïi ñieåm. 
Nhaän xeùt.  
- Ñònh nghóa fH  laø ñoäc laäp vôùi vieäc choïn 

cô sôû tröïc chuaån { }iE . 
- Neáu  thì ñaïi löôïng  

ôû ñoù  laø vectô phaùp ñôn vò cuûa Σ  chính laø    
f-ñoä cong trung bình theo ñònh nghóa cuûa 
Gromov.  

dim 1nΣ = − . ,f fH H= N
,N

2.2. f -vectô ñoä cong trung bình cuûa maët 
tham soá trong khoâng gian vôùi maät ñoä 

Khi Σ  laø moät maët tham soá chính qui trong 
khoâng gian Ôclít  thì chuùng ta coù theå xaây 
döïng ñònh nghóa 

n

f -vectô ñoä cong trung bình 
cuûa Σ  maø noù töông ñöông vôùi ñònh nghóa trong 
muïc 2.1. Hôn nöõa, ñònh nghóa naøy cho chuùng ta 
caùc phöông trình xaùc ñònh ñieàu kieän f -cöïc 
tieåu cuûa maët Σ . 

Cho Σ  laø moät maët tham soá chính qui trong 
khoâng gian  vôùi maät ñoä n .fe−  Vôùi moãi vectô 
phaùp ñôn vò  cuûa N Σ , f -ñoä cong trung bình 
cuûa Σ  töông öùng vôùi , kyù hieäu , 
ñöôïc ñònh nghóa bôûi: 

N ( )fH N

        ( ) ( ):fH H f= + ∇N N N, ,         (2.1) 

trong ñoù  laø ñoä cong trung bình cuûa ( )H N Σ  
töông öùng vôùi vectô phaùp . N

Theo (2.1), chuùng ta coù 
22 11 11 22 12 12( ) ( ) 2 ( )( ) , ,

det( )f
ij

g b g b g bH f
g

+ −
= +

N N NN N∇

 (2.2) 
trong ñoù ( )ijg  vaø ( )ijb

.N

 laàn löôït laø ma traän cuûa 
daïng cô baûn thöù nhaát vaø thöù hai cuûa  Töø 
phöông trình (2.2), chuùng ta thaáy raèng  
laø tuyeán tính theo  Töø ñoù suy ra toàn taïi duy 
nhaát moät vectô 

.Σ
fH ( )N

( )p

⊥

fH T∈ Σ  sao cho 

     
( ) , , ( ) .f f pH H T ⊥= ∀ ∈ ΣN N N  

Chuùng ta ñeå yù raèng neáu goïi H  laø vectô ñoä 
cong trung bình cuûa Σ  vaø ( )f ⊥

∇  laø thaønh phaàn 
tröïc giao cuûa f∇ thì chuùng ta coù 

        
( ) ( ), ,fH f H⊥+ ∇ =N N  

vôùi moïi vectô phaùp  Do ñoù, .N
( ) .fH H f ⊥= + ∇  Chuùng ta vaãn goïi maët tham soá 

Σ  coù vectô 0fH =  laø maët f -cöïc tieåu. 

Ví duï. Cho 1,a a2  laø 2 vectô ñôn vò, tröïc 

giao vôùi nhau trong khoâng gian  Khi 
ñoù, maët phaúng 

,n n ≥ 3.

( ) ( ) (1 2, ,v u va+ ) 2v uaΣ = ∈ ,: ,X u  

laø moät maët f -cöïc tieåu trong  .nG

 78 
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aThaät vaäy, goïi  laø caùc vectô trong 
khoâng gian  sao cho 

3 , , na …
n { } 1, ,i= …ia

3. Ñònh lyù kieåu Bernstein trong khoâng 
gian 2G n×  n

 laø moät cô sôû 
tröïc chuaån. Vôùi moãi ñieåm , chuùng ta 
coù , vôùi moïi 

( )iM x
,k n
∈Σ

. kOM a 0= 3,= …  vaø 
Trong [9], Osserman ñaõ xaây döïng phöông 

trình Lagrange cho maët cöïc tieåu trong khoâng 
gian .  Thöïc hieän tính toaùn hoaøn toaøn töông 
töï, chuùng ta ñöôïc ñònh lyù sau. 

n( )( ) ( )| | /2 i
2f x x∇ =∇ = x . 

Do ñoù, chuùng ta ñöôïc: 
3.1. Ñònh lyù. Cho  

laø moät haøm khaû vi ñöôïc xaùc ñònh bôûi 

2: ,nu D n⊂ → ≥1,

       

2

1 3
2

1i

( ) , ,

, .

n

i i k k
i k

i i

f M a f a a f a

a OM a

= =

∇ = 〈 ∇ 〉 + ∇

= − 〈 〉

∑ ∑

∑
=

Töø ñoù, chuùng ta suy ra 

( ) ( )1 2 1 2 2 1 2 1 23, ( , ), , ( , ) , ( , ) .nu x x u x x u x x x x D+= … ∀ ∈
 

Khi ñoù, ñoà thò Σ  cuûa haøm u  treân D  laø moät 
maët f -cöïc tieåu trong khoâng gian  vôùi maät 

ñoä 

( ) 0f ⊥
∇ = . 2n+

fe− khi vaø chæ khi Maët khaùc, chuùng ta laïi coù . Do ñoù 
. 

0H =
0fH =

 ( )
2 2 2

22 11 122 2
1 2 1 1 2 21 2

2 detk k k k k
ij

k

u u u u uf f fg g g g
x x x x x x xx x

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂
+ − + − −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ⎝ ⎠

0,=                    (3.1)

Xeùt caùc tröôøng hôïp ñaëc bieät cuûa haøm f , 
chuùng ta ñöôïc 3 heä quaû sau. 

vôùi moïi . ÔÛ ñoù, 3, , 2nk … += ijg  laø caùc heä soá 

cuûa daïng cô baûn thöù nhaát ñöôïc xaùc ñònh bôûi: 
2

11 12 22
1 1 2

1 , , 1u u ug g g
2

2
.u

x x x x
∂ ∂ ∂ ∂

= + = = +
∂ ∂ ∂ ∂

 
3.2. Heä quaû. Maët tham soá  laø Σ f -cöïc tieåu 

trong 2 n×G  khi vaø chæ khi 

( )
2 2 2

22 11 12 1 22 2
1 2 1 21 2

2 detk k k k k
ij

u u u u ug g g g x x
x x x xx x

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 0,+ − − +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ⎝ ⎠
=  

vôùi moïi . 3, , 2k n= … + ( )
2 2 2

22 11 122 2
1 2Chöùng minh. Choïn 

2 2
1

2
2x xf +

=  thay vaøo 

ñaúng thöùc (3.1). 
3.3. Heä quaû. Maët tham soá Σ  laø f -cöïc tieåu 

trong  khi vaø chæ khi 2 n×G

1 2

2 det 0,k k k
ij k

u u ug g g g u
x xx x

∂ ∂ ∂
+ − + =

∂ ∂∂ ∂
 

vôùi moïi 3, , 2k n= … + . 

Chöùng minh. Choïn 
2 2
3 2

2
nx xf ++ +

=  

thay vaøo ñaúng thöùc (3.1). 
3.4. Heä quaû. Maët tham soá Σ  laø f -cöïc tieåu 

trong 2n+G  khi vaø chæ khi 

( )
2 2 2

22 11 12 1 22 2
1 2 1 21 2

2 detk k k k k
ij k

u u u u ug g g g u x x
x x x xx x

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 0,+ − + − −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ⎝ ⎠
=  

( ) ( ) 2
1 2 1 2 3 1 2 2 1 2 1 2, , , ( , ), , ( , ) , ( , )nX x x x x u x x u x x x x+= …vôùi moïi . 3, , 2k n= … + .∈

 

Khi ñoù, neáu toàn taïi boä ( )0 0
1 2,x x

0 0
1 2,

treân sao 

cho  ñaït cöïc trò taïi (

2

ku
Chöùng minh. Choïn 

2 2 2 2
1 2 3

2
n 2x x x xf ++ + +

=  

thay vaøo ñaúng thöùc (3.1). )x x  vôùi moïi 

3, ,k 2n= … + , thì Σ  laø moät maët phaúng song 

song hoaëc truøng vôùi maët phaúng  0,kx =

3, , 2.k n= … +  

3.5. Ñònh lyù (Ñònh lyù kieåu Bernstein trong 
). Trong khoâng gian , cho laø 

moät maët 
×2G n 2 n×G Σ

f -cöïc tieåu, ñöôïc xaùc ñònh bôûi tham soá 
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Chöùng minh. Chuùng ta xeùt toaùn töû  
ñöôïc xaùc ñònh bôûi: 

L

     ( ) ( )
2 22

, 1 1

1 det .i j
ij ij i

i j i
L g g x

i j ix x
+

= =

∂ ∂
= − −

∂ ∂ ∂∑ ∑ x
 

Khi ñoù, theo Heä quaû 3.2, 
. Maët khaùc, do ma 

traän 

( ) 0, 3, , 2kL u k n= = … +

11 12

12 22

g g
g g

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

2

laø xaùc ñònh döông neân  laø 

ñeàu elliptic treân .  

L

Vôùi moïi ñieåm ( ) 2
1 2 ,,x x ∈  chuùng ta ñaët 

( ) ( )( )0 0
2, 1x1 2 1, ,r d x x x= +

L
0
2 )

. AÙp duïng nguyeân lyù 

cöïc ñaïi cho toaùn töû  ñoái vôùi caùc haøm uk trong 
hình caàu taâm 0

1( ,x x
0

1 2 1( , ) ( ,k ku x x u x=

ku

 baùn kính , chuùng ta ñöôïc 

, vôùi moïi . 

Do ñoù, caùc haøm  laø haèng. 

r
0
2 )x 3, , 2k n= … +
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THE f -MINIMAL SUBMANIFOLDS AND A BERNSTEIN TYPE THEOREM  
IN THE PRODUCT SPACE 2G Rn×  

Summary 
In this paper, we construct definitions of f -mean curvature vector and f -minimal 

submanifolds. Accordingly, we prove that a f -minimal entire graph of a differential function 
reaching a critical point in the product space 2 , 1,n n× ≥G must be a plane. 

Keywords: Bernstein, density, mean curvature, entire graph, Lagrange. 


