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ÑÒNH LÍ ÑIEÅM BAÁT ÑOÄNG VÔÙI ÑIEÀU KIEÄN CO HÖÕU TÆ  
TRONG KHOÂNG GIAN MEÂTRIC CHÖÕ NHAÄT SAÉP THÖÙ TÖÏ 

 ThS. Nguyeãn Trung Hieáu(*) 

Toùm taét 
 Trong baøi baùo naøy, chuùng toâi thieát laäp vaø chöùng minh moät soá ñònh lí ñieåm baát ñoäng vôùi ñieàu 

kieän co höõu tæ trong khoâng gian meâtric chöõ nhaät saép thöù töï. Caùc keát quaû naøy laø söï môû roäng cuûa caùc 
keát quaû trong [4], [8]. Ñoàng thôøi, chuùng toâi xaây döïng ví duï minh hoïa cho keát quaû ñaït ñöôïc. 

Töø khoùa: ñieåm baát ñoäng, ñieàu kieän co höõu tæ, khoâng gian meâtric chöõ nhaät saép thöù töï. 
 
1. Giôùi thieäu  
Meâtric laø moät khaùi nieäm cô baûn trong Giaûi 

tích toaùn hoïc. Baèng caùch thay theá baát ñaúng thöùc 
tam giaùc trong khaùi nieäm meâtric bôûi moät baát 
ñaúng thöùc toång quaùt hoaëc môû roäng haøm hai 
bieán thaønh haøm ba bieán, nhieàu khaùi nieäm 
meâtric suy roäng ñaõ ñöôïc giôùi thieäu vaø nghieân 
cöùu nhö 2-meâtric, b -meâtric, meâtric rieâng 
phaàn,... Caùc meâtric suy roäng naøy coù vai troø 
quan troïng trong vieäc thieát laäp nhöõng môû roäng 
cuûa Nguyeân lí aùnh xaï co Banach trong khoâng 
gian meâtric ñaày ñuû cho nhöõng lôùp khoâng gian 
toång quaùt hôn. Naêm 2000, Branciari [3] giôùi 
thieäu moät khaùi nieäm meâtric suy roäng laø meâtric 
chöõ nhaät. Keå töø ñoù, vieäc nghieân cöùu nhöõng tính 
chaát cuûa khoâng gian meâtric chöõ nhaät cuõng nhö 
vieäc thieát laäp nhöõng ñònh lí ñieåm baát ñoäng treân 
khoâng gian naøy thu huùt söï quan taâm cuûa moät soá 
taùc giaû [1], [2], [9]. Khaùi nieäm meâtric chöõ nhaät 
ñöôïc giôùi thieäu nhö sau. 

Ñònh nghóa 1.1 ([3]). Cho X  laø moät taäp 
khaùc roãng vaø aùnh xaï × → ∞: [d X

∈X
}.y

0, )
Ψ

: [0, ) [0, )ψ ∞ → ∞

( ) 0tψ = 0;= Φ
: [0, ) [0, )∞ → ∞

( ) 0t = 0.=

)X d

: .X→
∈ Ψ φ ∈ Φ

( ( , )) ( ( , )) ( ( , ))d Tx Ty M x y M x yψ ψ φ≤ −
, ,x y X∈

X
,x y

 thoûa 
maõn caùc ñieàu kieän sau vôùi moïi  vaø vôùi 
moïi u v   ≠ ∈ \ { ,X x

(1)  neáu vaø chæ neáu  =( , ) 0d x y = .x y
(2)   =( , ) ( , ).d x y d y x
(3)   ≤ + +( , ) ( , ) ( , ) ( , ).d x y d x u d u v d v y
Khi ñoù, d  ñöôïc goïi laø moät meâtric chöõ nhaät 

vaø  ñöôïc goïi laø moät khoâng gian meâtric 
chöõ nhaät.  
( , )X d

Nhaän xeùt 1.2 ([1]). Moãi meâtric laø moät 
meâtric chöõ nhaät. Tuy nhieân, toàn taïi moät meâtric 
chöõ nhaät khoâng laø moät meâtric, xem [1, 
Example 1.2]. 

 
 
 

Vôùi muïc ñích môû roäng Nguyeân lí aùnh xaï 
co Banach trong khoâng gian meâtric ñaày ñuû cho 
nhöõng lôùp aùnh xaï khaùc nhau, nhieàu taùc giaû ñaõ 
giôùi thieäu nhöõng ñieàu kieän co suy roäng. Naêm 
1975, Dass vaø coäng söï [7] ñaõ giôùi thieäu moät 
ñieàu kieän co chöùa bieåu thöùc höõu tæ vaø thieát laäp 
moät môû roäng cuûa Nguyeân lí aùnh xaï co Banach 
trong khoâng gian meâtric ñaày ñuû. Sau ñoù, ñieàu 
kieän co chöùa bieåu thöùc höõu tæ naøy ñöôïc nhieàu 
taùc giaû môû roäng vaø toång quaùt trong khoâng gian 
meâtric, khoâng gian meâtric saép thöù töï, khoâng 
gian meâtric suy roäng cuõng nhö khoâng gian 
meâtric suy roäng saép thöù töï [4], [5], [6], [10].  
Naêm 2012, Erhan vaø coäng söï [8] ñaõ toång quaùt 
ñieàu kieän co chöùa bieåu thöùc höõu tæ trong [4] 
treân khoâng gian meâtric chöõ nhaät ñaày ñuû. Keát 
quaû chính cuûa [8] ñöôïc trình baøy nhö sau. 

Kí hieäu  laø taäp hôïp caùc haøm soá ñôn ñieäu 
khoâng giaûm, lieân tuïc  thoûa 
maõn  khi vaø chæ khi t   laø taäp 
hôïp caùc haøm soá lieân tuïc φ  
thoûa maõn φ  khi vaø chæ khi t  

Ñònh lí 1.3 ([8], Theorem 9). Cho ( ,  laø 
moät khoâng gian meâtric chöõ nhaät ñaày ñuû, 
Hausdorff vaø aùnh xaï T X  Giaû söû toàn taïi 
haøm ψ  vaø  haøm  sao cho 

    (1.1) 
vôùi moïi  trong ñoù 

1 ( , )
( , ) max{ ( , ), ( , )}.

1 ( , )

d x Tx
M x y d x y d y Ty

d x y

+
=

+
 

Khi ñoù, T  coù duy nhaát ñieåm baát ñoäng. 
 

(*) Khoa Sö phaïm Toaùn-Tin, Tröôøng Ñaïi hoïc Ñoàng Thaùp. 



TRÖÔØNG ÑAÏI HOÏC ÑOÀNG THAÙP                           Taïp chí Khoa hoïc soá 12 (4-2015)
 

Trong baøi baùo naøy, chuùng toâi môû roäng 
ñònh lí ñieåm baát ñoäng vôùi ñieàu kieän co chöùa 
bieåu thöùc höõu tæ trong khoâng gian meâtric chöõ 
nhaät [8] sang khoâng gian meâtric chöõ nhaät saép 
thöù töï. Ñoàng thôøi, chuùng toâi cuõng ñöa ra ví duï 
chöùng toû keát quaû ñaït ñöôïc laø toång quaùt hôn caùc 
keát quaû trong [8]. Tröôùc heát, chuùng toâi giôùi 
thieäu nhöõng khaùi nieäm vaø keát quaû ñöôïc söû 
duïng trong baøi baùo. 

Ñònh nghóa 1.4 ([3]). Cho ( ,  laø moät 
khoâng gian meâtric chöõ nhaät. Khi ñoù 

)X d

(1) Daõy {  ñöôïc goïi laø hoäi tuï ñeán  kí 
hieäu laø  neáu   

}
n
x

n
x =

,x

lim ,
n

x
→∞

lim ( , ) 0.
nn

d x x
→∞

=

(2) Daõy {  ñöôïc goïi laø daõy Cauchy  neáu 
 

}
n
x

) 0
n m

=
,
lim ( , .
n m

d x x
→∞

(3) Khoâng gian ( ,  ñöôïc goïi laø ñaày ñuû 
neáu moãi daõy Cauchy trong ( ,  laø moät daõy 
hoäi tuï. 

)X d
)X d

Boå ñeà 1.5 ([9]).  Cho  laø moät khoâng 
gian meâtric chöõ nhaät, {  laø moät daõy Cauchy 
trong  vaø  Khi ñoù, 

 vôùi moïi  

( , )X d
}

.
n
x x=

∈

n
x

lim
n→∞

X

, )ylim ( ( ,
nn

d x d x y
→∞

= ) .y X

2. Caùc keát quaû chính  
Ñònh lí sau laø moät söï toång quaùt cuûa Ñònh lí 

1.3 töø khoâng gian meâtric chöõ nhaät sang khoâng 
gian meâtric chöõ nhaät saép thöù töï. 

Ñònh lí 2.1. Cho  laø moät khoâng 
gian meâtric chöõ nhaät saép thöù töï, ñaày ñuû vaø aùnh 
xaï T X  thoûa maõn 

( , , )X d

: X→

,ψ ∈ Ψ φ ∈ Φ
( ( , )) ( ( , )) ( ( , ))d Tx Ty M x y M x yψ ψ φ≤ −
, X∈ ,y

(1) T laø aùnh xaï  ñôn ñieäu khoâng giaûm. 
(2) Toàn taïi haøm  haøm  sao 

cho  
vôùi moïi x y  maø x  trong ñoù 

1 ( , )
( , ) max{ ( , ), ( , )}.

1 ( , )

d x Tx
M x y d x y d y Ty

d x y

+
=

+

0
x X∈

0 0
.Tx

X
)H { }

n
x

lim
nn
x x

→∞
=

n
x 0.≥

}
n
x

1n n
Tx+ = 0,≥

0
x

1n n
x +

0.n ≥ 0≥

1
.

n n
x x +=

n n
Tx=

n

.

1n n
x x +≠ 0.≥

1n n
x x−

1 1 1 1
( ( , )) ( ( , )) ( ( , )) (

n n n n n n
d x x d Tx Tx M x x Mψ ψ ψ+ − − −= ≤

 

(3) Toàn taïi  sao cho x  

(4) T  laø aùnh xaï lieân tuïc hoaëc  thoûa maõn 
giaû thieát ( : Neáu  laø daõy ñôn ñieäu khoâng 

giaûm vaø  thì x  vôùi moïi n  

Khi ñoù, T  coù ñieåm baát ñoäng. 
Chöùng minh. Xeùt daõy {  trong X  xaùc 

ñònh bôûi x  vôùi moïi n  trong ñoù 

 ñöôïc xaùc ñònh bôûi giaû thieát (3). Do T  laø 

aùnh xaï ñôn ñieäu khoâng giaûm neân x  vôùi 

moïi  Giaû söû toàn taïi n  sao cho 
 Khi ñoù x  hay x  laø ñieåm 

baát ñoäng cuûa aùnh xaï T  Baây giôø, ta giaû söû 
 vôùi moïi n  Do  neân töø 

giaû thieát (2), ta ñöôïc 
                      (2.1) ( , ))

n n
x xφ−

vôùi  

 1 1
1 1

1

1 ( , )
( , ) max{ ( , ), ( , } max{ ( , ), ( , )}.

1 ( , )
n n

n n n n n
n n

d x Tx
x x d x x d x T d x x d x x

d x x
− −

− −
−

+
= =

+
0≥

1 1
( , ) ( , )
n n n n

M x x d x x
− +

=

1 1
( ( , )) ( ( , )) ( ( , )).

n n n n n n
d x x d x x d x xψ ψ φ

+ +
≤ −

1
( ( , )) 0.

n n
d x x + =

1 1 1 1
( ( , )) ( ( , )) ( ( , )) , )).

n n n n n n n
d x x d x x d x x xψ ψ+ − − −≤ −

1
, )}
n n

d x x +

0≥

1
lim ( , ) .

n nn
d x x r+→∞

= → ∞

ψ ( )r r≤ −

1 1n n− +

) 0.=

1n
x

+

1 1
( ,
n n
x

− −

)
n
x

n n

( ,d x

( ,
n n
x

ψ

M  

Giaû söû toàn taïi n  sao cho 
. Khi ñoù, (2.1) trôû thaønh 

 
1+ 0.n ≥

Suy ra φ  Söû duïng tính  

chaát cuûa haøm  ta coù  Ñieàu 
naøy maâu thuaãn vôùi giaû thieát x  vôùi moïi 

 Do ñoù, M x  vôùi 
moïi n  Khi ñoù, (2.1) trôû thaønh 

,φ
1n n

x +

n
≠

) )d x=

0.≥
φ <                   (2.2) ( (

n
d x

Vì  ψ  laø haøm soá ñôn ñieäu khoâng giaûm neân 
töø (2.2) ta coù { (  laø daõy soá khoâng aâm, 
ñôn ñieäu khoâng taêng. Do ñoù, toàn taïi r  sao 
cho  Khi ñoù, cho n  

trong (2.2), söû duïng tính chaát lieân tuïc cuûa haøm 
 vaø φ  ta ñöôïc  Ñieàu naøy 

daãn ñeán  hay  Vì vaäy 
,
φ

( )ψ ψ
r

,
n n

d x x +

( ).rφ
( )r

n

0=
lim (
→∞

0.=

1
) 0.=                              (2.3) 
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m

m

1.m n> + ,m
1 1m n> + ≥ .

n m
x x=

1m m
x x

−

( ( , )) ( ( , )) ( ( , ))
n n m

d x x d x Tx d x Txψ ψ ψ
+

= =
( ( , )) ( ( , ))

m m m m
d Tx Tx M M x xψ ψ φ−

Tieáp theo, ta seõ chöùng minh  vôùi 
moïi  Do  vôùi moïi  neân 
ta chæ caàn chöùng minh  vôùi moïi  

n
x x≠

0p ≥.n m≠
1p p

x x +≠

n
x ≠ x

 Giaû söû ngöôïc laïi, toàn taïi n  maø 
 sao cho  Do 

 neân töø giaû thieát (2), ta ñöôïc 

           
1n n

                             = ≤                       (2.4) 
m

1 1
( , ))
m m
x x

− − 1−
(

vôùi  

1 1
1 ( ,
), m m

d x Tx− −+
1 1

1

)
( , ) max{ ( , ( , )

1 ( , )m m m m m m
m m

M x x d x x d x Tx
d x x− −

−

=
+

)}.

1
.

1.> +

1 1 1
( ( , )) ( ( , )).

n n m m n n
d x x x d x xψ ψ+ + +=

1.m n> +
n m

).X d

{ }
n
x

( )
}

n k
x

n
)

( ) ( )m k k> > 1≥
( , )d x x ε≥

.m≠
( , ) ( , ) ( , ) ( , )d x x d x x d x x d x xε ≤ ≤ + +

k → ∞

( ) ( )
lim ( , ) .

m k n k
d x x ε

→∞
=

( ) 1 ( ) 1 ( ) 1 ( )
) ( , ) ( , )

m k n k n k n k
d x x d x x− − − −≤ + +

( ) ( ) 1
, ) ( , ) ( , ).

n k n k
x d x x d x x −≤ + +

k → ∞

( ) 1 ( ) 1
, ) .

m k n kk
x ε− −→∞

=

( ) 1 ( ) 1m k n k
x x− −

( ) ( ) ( ) 1
( ( , )) ( ( ,

m k n k m k n
d x x d Tx Txψ ψ=

( ) 1 ( )
( ( ,

m k n k
M x x− −≤

}  

1 1m− +

1m n> +
1 1

( , ) ( , ).
m m m m

M x x d x x− −=

max{ ( , ), ( ,
m m m

d x x d x x=  

Giaû söû toàn taïi  sao cho  Khi ñoù, (2.4) trôû thaønh  

1 1 1
( ( , )) ( ( , )) ( ( , )) ( ( , ))

n n m m m m m m
d x x d x x d x x d x xψ ψ φ ψ

+ − − −
≤ − <
{ ( , )}

n n
d x x

+
( , ) ( , )
m m m m

M x x d x x
− +

=
 

Ñieàu naøy maâu thuaãn vôùi 
1

 laø 
daõy soá ñôn ñieäu khoâng taêng. Do ñoù, 

1 1
 vôùi moïi m n  

Khi ñoù, (2.4) trôû thaønh 

1 1
, )) ( ( , )) ( (
m m m m
x x d x x d xφ+ +≤ −)) ( (dψ ψ ,<

x ε
 

Ñieàu naøy laø voâ lí. Do ñoù,  vôùi moïi 

 Suy ra x  vôùi moïi  
n m
x ≠

x≠ .n m≠

0>

{ }x }x (n k

Baây giôø, ta seõ chöùng minh {  laø moät 

daõy Cauchy trong ( ,  Giaû söû ngöôïc laïi, 
 khoâng laø moät daõy Cauchy trong ( ,   

}
n
x

).X d

Khi ñoù, toàn taïi  vaø hai daõy con {  vaø 

( )m k
 cuûa  {  sao cho  laø chæ soá nhoû 

nhaát thoûa maõn n k  vôùi moïi k  
vaø . Ñieàu naøy daãn ñeán 

 Maët khaùc, vì  vôùi 
moïi n  neân 

( ) ( )m k n k

( ) ( ) 2
( , ) .
m k n k

d x x ε− <
n m
x x≠

( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) 2 ( ) 1 ( ) 1 ( )m k n k m k n k n k n k n k n k− − − −

( ) 1 ( )
( , ) ( , ).
n k n k n k n k

d x x d x xε − − −< + +

 
                                                                     (2.5) 

( ) 2 ( ) 1

Cho  trong (2.5) vaø söû duïng (2.3),  ta ñöôïc 
                       (2.6) 
k

( )
) (

m k
d x

Ta laïi coù 
  d x       (2.7) 

( ) ( )
( ,
m k n k
x

( ) 1
,
m k
x

vaø 
              d x                  (2.8) 

( ) 1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) ( ) ( )m k n k m k m k m k n k− − −

Cho  trong (2.7) , (2.8) vaø söû duïng (2.3), (2.6),  ta ñöôïc 
( ,x ) (d x

li                              (2.9) m (d x

Maët khaùc, vì  neân töø giaû thieát (2), ta ñöôïc 
            

( ) 1
))

k− −

1
))ψ φ              (2.10) 

( )m k 1 ( )
,
n k
x− −−

1
))( (M x

vôùi  

( ) 1
,

m k
T

( )m k
x− −1)d x

( ) 1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) 1
( ) 1 ( ) 1

1 (
( , ) max{ ( , ),

1 ( , )m k n k m k n k n k n k
m k n k

d x
M x x d x x

d x x− − − − − −
− −

+
=

+
( ,Tx )}   

    ( ) 1 ( )

( ) 1 ( ) 1 ( ) 1 ( )
( ) 1 ( ) 1

, ), ( ,
1 ( , )k n k n k

m k n k

x d x
d x x− − −

− −
+

1 ( , )
max{ ( )}.m k m k

m n k

d x x
d x x−+

=           (2.11) 
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Cho  trong (2.11) vaø söû duïng (2.3), 
(2.9),  ta ñöôïc  

k → ∞

          (2.12) 
( ) 1 ( ) 1

lim ( , ) .
m k n kk

M x x ε− −→∞
=

Cho  trong (2.10) vaø söû duïng (2.6), 
(2.12), tính lieân tuïc cuûa haøm  vaø  ta ñöôïc  

 Suy ra  hay 
 Ñieàu naøy maâu thuaãn vôùi  Do ñoù, 

 laø moät daõy Cauchy trong ( ,  Do 

 laø khoâng gian meâtric chöõ nhaät ñaày ñuû 
neân toàn taïi  sao cho   

k → ∞

( )ψ ε φ ε≤ −
ψ

)

,φ
( )=
0.>
X d

(d T

( ) ( ).ψ ε
0.ε =

{ }
n
x

( (d x

0φ ε
ε

( ,
n n

xψ ψ

).

T

( , )X d
x X∈ lim .

n
x x=

1
lim lim (lim )

n n nn n
x x Tx T x Tx+→∞
= = = =

.
).H

{ }
n
x
lim x x= x .n ∈

1
, ) )) , ) ( , ))Tx x x x xψ φ

+
= ≤ −

n→∞

Giaû söû aùnh xaï T  lieân tuïc. Khi ñoù 

n→∞ →∞
 

hay x  laø ñieåm baát ñoäng cuûa aùnh xaï T  
Giaû söû X  thoûa maõn giaû thieát (  Do 
 laø daõy ñôn ñieäu khoâng giaûm vaø 

nn→∞
 neân 

n
x  vôùi moïi  Khi 

ñoù, töø giaû thieát (2), ta ñöôïc 
                    (2.13) ( (M x ) (

n
M

n

vôùi  

             
1 ( , )

( , )}
1 ( , )

n n

n

d x Tx
d x Tx

d x x
( , ) max{ ( , ),
n n

M x x d x x
+

=
+

  

                    1
1 ( , )

max{ ( , ), ( )}.n n
n

d x x
d x x d x+

+

n → ∞
lim ,

nn
x x

→∞
= lim ( , ) ( , ).

nn
M x x d x Tx

→∞
=

→ ∞

( ( ,d x Tx

( ( ,d x

,

,x T
1 (

n
d x+ , )x

=      (2.14) 

Cho  trong (2.14) vaø söû duïng (2.3),  
 ta ñöôïc  

Tieáp tuïc cho n  trong (2.13) vaø söû duïng 
Boå ñeà 1.5 ta ñöôïc 

)) ( ( , )) ( ( , )).d x Tx d x Txψ ψ φ≤ −  
Suy ra φ  Söû duïng tính chaát 

cuûa haøm φ   ta ñöôïc  hay   
Do ñoù, x  laø ñieåm baát ñoäng cuûa aùnh xaï  

)) 0.Tx =

( , ) 0d x Tx = .Tx x=

.T
Ví duï sau chöùng toû Ñònh lí 2.1 khoâng cho 

tính duy nhaát cuûa ñieåm baát ñoäng. 

Ví duï 2.2. Xeùt 
1

{0} { , }X n
n

= ∪ ∈  vaø 

meâtric chöõ nhaät xaùc ñònh bôûi: 
=⎪⎪⎪⎪⎪

0   neáu 
1 1

( , ) {0, }, 1,2,...

0}

x y

d x y n
n n

= ≠ ∈ =

≠ ∈

⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

  neáu 

1    neáu 

x y

x y
X

⎧

\ {X

 

Treân  xeùt thöù töï xaùc ñònh bôûi: x y  

khi vaø chæ khi 
1

, {0} { , 2, 3,...}n
n

∈ ∪ =

x y≤

x y  vaø 

. Xeùt aùnh xaï  nhö sau: :T X X→
1

1 1, 0T T T
n

= = 0= 2, 3,...n = vôùi  Xeùt hai 

aùnh xaï  vaø ( )t tψ = ( )
2

t
tφ =  vôùi t  Khi 

ñoù, vôùi  ta chæ caàn xeùt tröôøng hôïp 

1
x y =0,=

n
2 vôùi n  vaø tröôøng hôïp ≥

1 1
2.≥ ≥

,
, )X d

, ,X∈ X∈
z .

, X∈

,
0

x y
r >

,
( , ) ( , )

x y
r d x z d z y< +

.z X∈

,x y X∈

,x y
n m

= =  vôùi n m   

Kieåm tra tröïc tieáp, ta coù giaû thieát (2) trong 
Ñònh lí 2.1 thoûa maõn. Hôn nöõa, caùc giaû thieát 
khaùc trong Ñònh lí 2.1 cuõng thoûa maõn. Vì vaäy, 
Ñònh lí 2.1 aùp duïng ñöôïc cho aùnh xaï T  khoâng 
gian meâtric chöõ nhaät saép thöù töï ( ,  vaø 
aùnh xaï  Tuy nhieân, T  coù hai ñieåm baát 
ñoäng laø 0  vaø 1.  

, .ψ φ

Ñònh lí sau thieát laäp ñieàu kieän ñuû cho tính 
duy nhaát ñieåm baát ñoäng cuûa aùnh xaï T  trong 
Ñònh lí 2.1. 

Ñònh lí 2.3. Giaû söû  
(1) Caùc giaû thieát cuûa Ñònh lí 2.1 ñöôïc    

thoûa maõn. 
(2) Vôùi moãi caëp x y  toàn taïi z  sao 

cho  so saùnh ñöôïc vôùi x  vaø y  
(3) Vôùi moãi caëp x y  phaân bieät, toàn taïi 

 ñeå  vôùi moïi 

 
Khi ñoù, aùnh xaï T  coù duy nhaát ñieåm baát ñoäng. 
Chöùng minh. Do caùc giaû thieát cuûa Ñònh lí 

2.1 ñöôïc thoûa maõn neân T  coù ñieåm baát ñoäng. 
Ta chæ caàn chöùng minh tính duy nhaát cuûa ñieåm 
baát ñoäng. Giaû söû  laø hai ñieåm baát ñoäng 

0.≥

x y
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K ,

.x
1 .n x−

1 1 1) ( )) ( ( , ))nT z x d T x M T zψ− − −= ≤

cuûa  vaø hi ñoù, toàn taïi z  sao 
cho z  so saùnh ñöôïc vôùi x  vaø   
T .x y≠  

( (d

X∈

,n nT z T

.y

(ψ ψ

Khi z  so saùnh ñöôïc vôùi x   khoâng maát tính 
toång quaùt, ta giaû söû z  Do T  laø aùnh xaï ñôn 
ñieäu khoâng giaûm neân T z  Do ñoù 

, )x                               (2.15) 
vôùi  

, ) ( (M Tφ− )nz x

          
1

1

1

1 ( , )
, ) ( ( , )} ( , ).

1 ( , )

n n
n

n

d T z T z
x d d x Tx d T z x

d T z x

−
−

−

+
= =

+

)n nd T x ≤

.δ= → ∞

( )δ

=

,x y
r ( , ) (z d< +

( )

( ) (1φ = − (0

X d

→

(0,

1 1 , ),n nT z x− −

( (n nd T z

,nd T z

0δ ≥

( ).φ δ

, ).nT z y

t t=
,1),

max{

))

ψ

0.

0.

n

0.

∈

,

(T z

ψ
1(d T −

, )nd T z x

0 δ

lim
n→∞

lim
n→∞

,x y
r d

n → ∞

)t k t

X

∈

M   

Khi ñoù, (2.15) trôû thaønh  
                                        (2.16) 1 1 1( ( , , )) ( ( , )) ( ( , )).n nd T x x d T z x d T z xψ ψ φ ψ− − −≤ − ≤z

)

( )ψ δ

, )x

, )y

x T

,x y

.=

0

( ,

1)

Do  ñôn ñieäu khoâng giaûm neân 

 hay daõy { (  
ñôn ñieäu khoâng taêng. Do ñoù, toàn taïi  sao 
cho  Khi ñoù, cho n  

trong (2.16), ta ñöôïc  Suy 
ra φ δ  hay  Vì vaäy 

( ,z

lim
n→∞

( )

0>

:T X

,z x )}x

(

z

≤ −

= 0.=

( nd T z

( nd T z

                     (2.17) 

Khi  so saùnh ñöôïc vôùi  baèng caùch 
chöùng minh töông töï nhö treân, ta ñöôïc 

,y

=                     (2.18) 

Maët khaùc, töø giaû thieát (3) ta suy ra toàn taïi 
 ñeå   (2.19) 

Cho  trong (2.19) vaø söû duïng 
(2.17), (2.18) ta ñöôïc r  Ñieàu naøy laø moät 

maâu thuaãn.  Do ñoù,  Vaäy T  coù ñieåm baát 
ñoäng duy nhaát. 

=

x y

Baèng caùch choïn ψ  vaø 
 vôùi t  vaø k  töø Ñònh 

lí 2.1 vaø Ñònh lí 2.3, ta nhaän ñöôïc hai heä quaû 
sau. 

≥

Heä quaû 2.4. Cho  laø moät khoâng 
gian meâtric chöõ nhaät saép thöù töï, ñaày ñuû vaø aùnh 
xaï  thoûa maõn 

)

(1) T laø aùnh xaï  ñôn ñieäu khoâng giaûm. 
(2) Toàn taïi k  sao cho  

1 (+
+

, )
x{ ( ( , )}

, )

Tx
d T d x d y Ty

d x y

.

0 0
.Tx

X

lim
nn
x x

→∞
=

n
x .∈

, ,x y X∈ ∈
z .

, X∈

,
0

x y
r >

,
( , ) ( , )

x y
r d x z d z y< + .∈

( , , )X d

:T X X→

,ψ ∈ Ψ φ ∈ Φ
( ( , )) ( ( , )) ( ( , ))d Tx Ty M x y M x yψ ψ φ≤ −
, X∈ ,y

( ,x T )y ≤ mak

X∈

,y),
1 (

d x

 vôùi moïi  maø x y   ,x y

(3) Toàn taïi  sao cho x  
0
x X∈

(4) T  laø aùnh xaï lieân tuïc hoaëc  thoûa maõn 
giaû thieát ( : Neáu  laø daõy ñôn ñieäu khoâng 

giaûm vaø  thì x  vôùi moïi n  

)H { }
n
x

Khi ñoù, T  coù ñieåm baát ñoäng. 
Heä quaû 2.5. Giaû söû  
(1) Caùc giaû thieát cuûa Heä quaû 2.4 ñöôïc 

thoûa maõn. 
(2) Vôùi moãi caëp  toàn taïi z X  

sao cho  so saùnh ñöôïc vôùi x  vaø y  
(3) Vôùi moãi caëp x y  phaân bieät, toàn taïi 

 ñeå  vôùi moïi z X  

Khi ñoù, aùnh xaï T  coù duy nhaát ñieåm baát ñoäng. 
Vì moãi meâtric laø moät meâtric chöõ nhaät neân 

töø Ñònh lí 2.1, Ñònh lí 2.2, Heä quaû 2.4 vaø Heä 
quaû 2.5, ta laàn löôït nhaän ñöôïc boán heä quaû sau. 
Caùc heä quaû naøy laø söï toång quaùt cuûa caùc keát 
quaû chính trong [4] sang khoâng gian meâtric 
saép thöù töï. 

Heä quaû 2.6. Cho  laø moät khoâng 
gian meâtric saép thöù töï, ñaày ñuû vaø aùnh xaï 

 thoûa maõn 
(1) T laø aùnh xaï  ñôn ñieäu khoâng giaûm. 
(2) Toàn taïi haøm  haøm  sao 

cho   
vôùi moïi x y  maø x  trong ñoù 

1 ( , )
( , ) max{ ( , ), ( , )}.

1 ( , )

d x Tx
M x y d x y d y Ty

d x y

+
=

+

0
x X∈

0 0
.Tx

 

(3) Toàn taïi  sao cho x  
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(4) T  laø aùnh xaï lieân tuïc hoaëc X  thoûa maõn 
giaû thieát ( : Neáu {  laø daõy ñôn ñieäu khoâng 

giaûm vaø  thì  vôùi moïi  

)H

lim
n→∞

}
n
x

x
n
x =

n
x x

,

0.n ≥

Khi ñoù, T  coù ñieåm baát ñoäng. 
Heä quaû 2.7. Giaû söû  
(1) Caùc giaû thieát cuûa Heä quaû 2.6 ñöôïc thoûa maõn. 
(2) Vôùi moãi caëp  toàn taïi z X  

sao cho z  so saùnh ñöôïc vôùi x  vaø  
,x y X∈ ∈

.y
Khi ñoù, aùnh xaï T  coù duy nhaát ñieåm baát ñoäng. 
Heä quaû 2.8. Cho  laø moät khoâng 

gian meâtric saép thöù töï, ñaày ñuû vaø aùnh xaï 
 thoûa maõn 

( , , )X d

:T X X→
(1) T laø aùnh xaï  ñôn ñieäu khoâng giaûm. 
(2) Toàn taïi  sao cho  (0,1)k ∈

1 ( , )
( , ) max{ ( ,d x y

X

), ( , )}
1 ( , )
d x Tx

d Tx Ty k d y Ty
d x y

+
≤

+

x

,

{1,2,3,4}=
X

(1,1) (2,2) (3, 3) (4, 4) 0,d d d d= = = =
(1,2) (2,1) 3, (2,3) (3,2) (1,3) (3,1) 1,d d d d d d= = = = = =
(1,4) (4,1) (2,4) (4,2) (3,4) (4,3) 4.d d d d d d= = = = = =

: X→
1 2 1, 3 2, 4 3.T T T T= = = =
2x = 3,= ( 2, 3) (1,2) 3T d= =

 vôùi moïi  maø   ,x y ∈ .x y

(3) Toàn taïi  sao cho  
0
x X∈

0 0
.x Tx

(4) T  laø aùnh xaï lieân tuïc hoaëc  thoûa maõn 
giaû thieát ( : Neáu {  laø daõy ñôn ñieäu khoâng 

giaûm vaø  thì  vôùi moïi  

X
)H

lim
n→∞

}
n
x

x
n
x =

n
x 0.n ≥

Khi ñoù, T coù ñieåm baát ñoäng. 
Heä quaû 2.9. Giaû söû  
(1) Caùc giaû thieát cuûa Heä quaû 2.8 ñöôïc thoûa maõn. 
(2) Vôùi moãi caëp  toàn taïi z X  

sao cho z  so saùnh ñöôïc vôùi x  vaø  
,x y X∈ ∈

.y
Khi ñoù, aùnh xaï T coù duy nhaát ñieåm baát ñoäng. 
Cuoái cuøng, chuùng toâi xaây döïng ví duï minh 

hoïa cho keát quaû ñaït ñöôïc. Ví duï naøy laø moät minh 
hoïa cho söï toàn taïi ñieåm baát ñoäng cuûa Ñònh lí 2.1,  

ñoàng thôøi ví duï naøy cuõng chöùng toû Ñònh lí 2.1 toång 
quaùt hôn Ñònh lí 1.3 vaø [4, Theorem 2.1]. 

Ví duï 2.10. Xeùt X  vaø meâtric 
chöõ nhaät d  treân  xaùc ñònh bôûi: 

Xeùt aùnh xaï T X  xaùc ñònh bôûi 
 Khi ñoù, choïn 

 vaø y  ta coù d T  

vaø 
1 (2, 1)

(2,3) max{ (2,3), (3, 3)} 2.
1 (2,3)

d T
M d d T

d

+
= =

+

(3) (2) (2).ψ ψ φ≤ −
.

).X d

3 (1,2) (1,3) (3,2) 1 1 2d d d= > + = + =
.

T ).X d
X

x y y≤ , {1,2,4}.∈
, )X d

∈ Ψ ∈ Φ

( )t tψ =

 

Do ñoù, neáu ñieàu kieän (1.1) trong Ñònh lí 1.3 thoûa 
maõn thì ta phaûi coù  Ñieàu 
naøy maâu thuaãn vôùi giaû thieát cuûa haøm ψ  vaø φ  
Do ñoù, Ñònh lí 1.3  khoâng aùp duïng ñöôïc cho aùnh 
xaï T  vaø khoâng gian meâtric chöõ nhaät ( ,  

Hôn nöõa, vì  
 neân d  

khoâng laø moät meâtric treân X  Do ñoù, [4, 
Theorem 2.1] khoâng aùp duïng ñöôïc cho aùnh xaï 

 vaø ( ,  
Baây giôø, ta xeùt thöù töï  treân  xaùc ñònh 

bôûi:  neáu x  vaø x y  Khi 
ñoù, ( ,  laø moät meâtric chöõ nhaät saép thöù töï, 
ñaày ñuû. Xeùt haøm ψ  vaø haøm φ  xaùc 

ñònh bôûi  vaø ( )
t

t = 0.≥

, ,X x y∈

1, 2.= =

2
φ  vôùi moïi t  

Khi ñoù, vôùi x y  ta chæ caàn xeùt caùc 
tröôøng hôïp sau. 

Tröôøng hôïp 1: x y  Khi ñoù 
1

( 1, 2) (1,1) 0 (1,2) ( (1,2)) ( (1,2)).
2

d T T d M M Mψ φ= = ≤ = −
1, 4.= =

 
Tröôøng hôïp 2: x y  Khi ñoù 

1
( 1, 4) (1,3) 1 2 (1,4) ( ( )

2
d T T d M M= = ≤ = =

2, 4.= =
1,4) ( (1, 4)).Mψ φ−  

Tröôøng hôïp 3: x y  Khi ñoù 
1

( 2, 4) (1,3) 1 2
2

d T T d= = ≤ (2, 4) ( (2,4)) ( (2,4)).M M Mψ φ= = −

,T

, )X d

 

Do ñoù, giaû thieát (2) trong Ñònh lí 2.1 thoûa 
maõn. Hôn nöõa, caùc giaû thieát khaùc trong Ñònh lí 
2.1 cuõng thoûa maõn. Vì vaäy, Ñònh lí 2.1 aùp duïng 

ñöôïc cho aùnh xaï  khoâng gian meâtric chöõ 
nhaät saép thöù töï ( ,  vaø hai haøm  , .ψ φ
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SOME FIXED POINT THEOREMS FOR CONTRACTIONS OF RATIONAL TYPE 
IN PARTIALLY ORDERED RECTANGULAR METRIC SPACES 

Summary 
In this paper, we establish and prove some fixed point theorems for the contraction of rational 

type in ordered rectangular metric spaces. The obtained results are the generalizations of those in 
[4], [8]. Also, relevant examples are provided for illustration.  

Keywords: fixed point, the contraction of rational type, partially ordered rectangular metric spaces. 
 


