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Tóm tắt 

Trong bài báo này, từ một tựa metric riêng đã cho chúng tôi xây dựng một metric và một metric 

riêng. Đồng thời chúng tôi thiết lập và chứng minh mối quan hệ giữa dãy hội tụ, dãy Cauchy và tính đầy 

đủ giữa chúng. 
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Abstract 

From a given quasi partial metric, we propose a corresponding metric and a corresponding partial 

metric. We also state and prove the relationships between the convergent sequence, the Cauchy sequence 

and the completeness between these settings. 
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1. Mở đầu  

Không gian metric là một trong những khái 

niệm cơ bản của giải tích hiện đại, có vai trò quan 

trọng trong nhiều mô hình toán học. Việc mở rộng 

không gian metric và nghiên cứu tính chất của các 

không gian mở rộng là một hướng nghiên cứu được 

nhiều tác giả quan tâm. Năm 2012, K. P. Chi và 

cộng sự đã thiết lập và chứng minh định lí điểm bất 

động cho ánh xạ co yếu suy rộng trong không gian 

metric riêng đầy đủ (Chi & cs., 2012). Năm 2017, 

N. V. Dũng đã nghiên cứu tính đầy đủ hóa của 

không gian metric riêng (Nguyen, 2017). Thời gian 

qua, một số không gian metric suy rộng được giới 

thiệu và nghiên cứu, sử dụng trong Lí thuyết điểm 

bất động, trong đó có không gian metric riêng và 

không gian tựa metric riêng (Haghi & cs., 2013). 

Gần đây, Gharibi & Jahedi đã nghiên cứu sự tồn tại 

và tính duy nhất của điểm bất động đối với ánh xạ 

xác định trên tích của các không gian tựa metric 

riêng (Gharibi & Jahedi, 2019). Các tác giả cũng đã 

đề xuất một số điều kiện phù hợp và xây dựng các 

ví dụ minh họa.  

Chúng tôi nhận thấy rằng, tính chất topo của 

không gian tựa metric riêng chưa được nghiên cứu, 

nhiều dạng định lí điểm bất động quen thuộc chưa 

được thiết lập và chứng minh trong không gian tựa 

metric riêng. Bên cạnh đó, một số tính chất trong 

không gian tựa metric riêng có thể tiếp cận bằng 

một cấu trúc metric phù hợp. 

Trong bài báo này, từ một tựa metric riêng đã 

cho chúng tôi xây dựng một metric và một metric 

riêng. Đồng thời chúng tôi thiết lập và chứng minh 

mối quan hệ giữa dãy hội tụ, dãy Cauchy và tính 

đầy đủ giữa chúng. 

Trước hết, chúng tôi trình bày một số khái 

niệm, kết quả cơ bản được sử dụng trong bài báo. 

Khái niệm metric là sự mở rộng của không 

gian ba chiều với khoảng cách thông thường với ba 

đặc trưng tiêu biểu: tính không âm, tính đối xứng, 

bất đẳng thức tam giác.  

Định nghĩa 1.1. (Trần & cs., 2017). Giả sử 𝑋 

là một tập khác rỗng và 𝑑:𝑋 × 𝑋 → ℝ sao cho với 

mọi 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋, 

1. 𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 0. 

2. 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 ⇔ 𝑥 = 𝑦. 

3. 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥). 

4. 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦). 

Khi đó 

1. 𝑑 được gọi là một metric trên 𝑋 và (𝑋, 𝑑) 
được gọi là một không gian metric. 

2. Dãy {𝑥𝑛} ⊂ 𝑋 được gọi là hội tụ đến điểm 

𝑥 ∈ 𝑋 nếu  lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) = 0. 

3. Dãy {𝑥𝑛} ⊂ 𝑋 được gọi là một dãy Cauchy 

nếu lim
𝑛,𝑚→∞

𝑑(𝑥𝑛 , 𝑥𝑚) = 0.  

4. Không gian metric (𝑋, 𝑑) được gọi là đầy 

đủ nếu mọi dãy Cauchy {𝑥𝑛} ⊂ 𝑋 hội tụ trong 𝑋. 

Định nghĩa dưới đây mở rộng từ định nghĩa 

metric bằng cách bỏ đi tính đối xứng. 

Định nghĩa 1.2. (Gharibi & Jahedi, 2019). 

Giả sử 𝑋 là một tập khác rỗng và  

𝑞: 𝑋 × 𝑋 → ℝ sao cho với mọi 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋, 

1. 𝑞(𝑥, 𝑦) ≥ 0. 

2. 𝑞(𝑥, 𝑦) = 𝑞(𝑦, 𝑥) = 0 ⇔ 𝑥 = 𝑦. 

3. 𝑞(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑞(𝑥, 𝑧) + 𝑞(𝑧, 𝑦). 

Khi đó 𝑞 được gọi là một tựa metric trên 𝑋 và 

(𝑋, 𝑞) được gọi là một không gian tựa metric. 

Không gian metric được mở rộng thành không 

gian metric riêng như sau. 

Định nghĩa 1.3. (Gharibi & Jahedi, 2019). 

Giả sử 𝑋 là một tập khác rỗng và  

𝑝: 𝑋 × 𝑋 → ℝ sao cho với mọi 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋, 

1. 𝑝(𝑥, 𝑦) ≥ 0. 

2. 𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑦, 𝑦) ⇔ 𝑥 = 𝑦. 

3. 𝑝(𝑥, 𝑥) ≤ 𝑝(𝑥, 𝑦). 

4. 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑦, 𝑥). 

5. 𝑝(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑝(𝑥, 𝑦) + 𝑝(𝑦, 𝑧) − 𝑝(𝑦, 𝑦). 

Khi đó  

1. 𝑝 được gọi là một metric riêng trên 𝑋 và 

(𝑋, 𝑝) được gọi là một không gian metric riêng. 

2. Dãy {𝑥𝑛} ⊂ 𝑋 hội tụ đến điểm 𝑥 ∈ 𝑋 nếu 

 lim
𝑛→∞

𝑝(𝑥, 𝑥𝑛) = 𝑝(𝑥, 𝑥).  

3. Dãy {𝑥𝑛} ⊂ 𝑋 được gọi là một dãy Cauchy 

nếu  lim
𝑛,𝑚→∞

𝑝(𝑥𝑛 , 𝑥𝑚) tồn tại.  

4. Không gian metric riêng (𝑋, 𝑝) được gọi là 

đầy đủ nếu mọi dãy Cauchy {𝑥𝑛} ⊂ 𝑋 là một dãy 

hội tụ đến một điểm 𝑥 ∈ 𝑋 và 

 lim
𝑛,𝑚→∞

𝑝(𝑥𝑚 , 𝑥𝑛)= 𝑝(𝑥, 𝑥). 
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Định nghĩa dưới đây mở rộng từ định nghĩa 

metric riêng bằng làm yếu đi điều kiện (2) và bỏ đi 

điều kiện (3), (4). 

Định nghĩa 1.4. (Karapınar & cs., 2013). Giả 

sử 𝑋 là một tập khác rỗng và 𝑞𝑝: 𝑋 × 𝑋 → ℝ sao 

cho với mọi 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋, 

1. 𝑞𝑝(𝑥, 𝑦) ≥ 0. 

2. Nếu 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑞𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦)        
thì 𝑥 = 𝑦. 

3. 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥) ≤ 𝑞𝑝(𝑥, 𝑦). 

4. 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥) ≤ 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥). 

5. 𝑞𝑝(𝑥, 𝑦) + 𝑞𝑝(𝑧, 𝑧) ≤ 𝑞𝑝(𝑥, 𝑧) + 𝑞𝑝(𝑧, 𝑦). 

Khi đó  

1. 𝑞𝑝 được gọi là một tựa metric riêng trên 𝑋 

và (𝑋, 𝑞𝑝) được gọi là một không gian tựa metric 

riêng. 

2. Dãy {𝑥𝑛} ⊂ 𝑋 đươc gọi là hội tụ đến điểm 

𝑥 ∈ 𝑋 nếu  

lim
𝑛→∞

𝑞𝑝(𝑥, 𝑥𝑛) = lim
𝑛→∞

𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) = 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥). 

3. Dãy {𝑥𝑛} ⊂ 𝑋 được gọi là một dãy Cauchy 

nếu lim
𝑛,𝑚→∞

𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) và  lim
𝑛,𝑚→∞

𝑞𝑝(𝑥𝑚, 𝑥𝑛) tồn 

tại. Điều này tương đương với  lim
𝑛,𝑚→∞

𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) 

tồn tại. 

4. Không gian tựa metric riêng (𝑋, 𝑞𝑝) được 

gọi là đầy đủ nếu mọi dãy Cauchy {𝑥𝑛} ⊂ 𝑋 là một 

dãy hội tụ đến một điểm 𝑥 ∈ 𝑋 và 

 lim
𝑛,𝑚→∞

𝑞𝑝(𝑥𝑚, 𝑥𝑛) =   

 lim
𝑛,𝑚→∞

𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) = 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥). 

Từ một tựa metric riêng đã cho R. Gharibi and 

S. Jahedi đã thiết lập một số metric riêng và tựa 

metric như sau. 

Mệnh đề 1.5. (Gharibi & Jahedi, 2019). Giả 

sử  

1. 𝑋 là một tập khác rỗng và (𝑋, 𝑞𝑝) là một 

không gian tựa metric riêng. 

2. 𝑞𝑝𝑠: X×X→ ℝ+ xác định bởi 𝑞𝑝𝑠(𝑥, 𝑦) =
𝑞𝑝(𝑥, 𝑦) + 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥) − 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥) − 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦)  

với mọi 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋. 

Khi đó:  

1. Nếu 𝑞𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥) với mọi 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 

thì qp là một metric riêng trên 𝑋. 

2. Cho tựa metric riêng qp trên một tập X 
khác rỗng, những hàm số sau là tựa metric trên X: 

𝑞𝑞𝑝 (𝑥, 𝑦) = 𝑞𝑝(𝑥, 𝑦) − 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥). 

𝑞𝑞𝑝
−1(𝑥, 𝑦)=𝑞𝑞𝑝 (𝑦, 𝑥) = 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥) − 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦). 

𝑞𝑞𝑝̅̅ ̅̅̅(𝑥, 𝑦)= 𝑞𝑞𝑝
−1(𝑥, 𝑦)- 𝑞𝑞𝑝

−1(𝑦, 𝑥) 

                 = 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥) − 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥). 

 𝑞𝑞𝑝̅̅ ̅̅̅
−1(𝑥, 𝑦)= 𝑞𝑞𝑝̅̅ ̅̅̅(𝑦, 𝑥) = 𝑞𝑝(𝑥, 𝑦) − 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦). 

Từ định nghĩa giá trị tuyệt đối, chúng ta có 
được bổ đề sau. 

Bổ đề 1.6. Nếu 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ thì  

|𝑎 − 𝑏| = 𝑚𝑎𝑥{𝑎, 𝑏} −𝑚𝑖𝑛{𝑎, 𝑏}. 

2. Kết quả chính  

Định lí sau đây cho thấy mối quan hệ giữa 
không gian tựa metric riêng và không gian metric. 

Định lí 2.1. Giả sử (𝑋, 𝑞𝑝) là một không gian 

tựa metric riêng. Với mọi 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, đặt 

𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥, 𝑦), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥)} 

                          −𝑚𝑖𝑛{𝑞𝑝(𝑥, 𝑥), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦)}. 

Khi đó ta có 

1. 𝑑 là một metric trên 𝑋. 

2. Nếu  lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 trong không gian metric 

(𝑋, 𝑑) thì  lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 trong không gian tựa metric 

riêng (𝑋, 𝑞𝑝). 

3. Dãy {𝑥𝑛} là một dãy Cauchy trong không 

gian tựa metric riêng (𝑋, 𝑞𝑝) khi và chỉ khi dãy 
{𝑥𝑛} là một dãy Cauchy trong không gian metric 

(𝑋, 𝑑). 

4. Không gian tựa metric riêng (𝑋, 𝑞𝑝) là đầy 

đủ khi và chỉ khi không gian metric (𝑋, 𝑑) là đầy đủ. 

Chứng minh. (1) Giả sử 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋. Ta chứng 

minh 𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 0. Ta có  

𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥, 𝑦), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥)}
− 𝑚𝑖𝑛{𝑞𝑝(𝑥, 𝑥), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦)} 

≥ 𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥, 𝑥), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦)}
− 𝑚𝑖𝑛{𝑞𝑝(𝑥, 𝑥), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦)} 

≥ 0. 

Ta chứng minh 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 ⇔ 𝑥 = 𝑦. Thật vậy 

Nếu 𝑥 = 𝑦 thì  

𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥) − 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥) = 0. 
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Nếu 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 thì 𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥, 𝑦), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥)} 

                     = 𝑚𝑖𝑛{𝑞𝑝(𝑥, 𝑥), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦)}. 

Ta có  

𝑚𝑖𝑛{𝑞𝑝(𝑥, 𝑥), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦)} ≤ 𝑞𝑝(𝑥, 𝑦)                
≤ 𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥, 𝑦), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥)} 

𝑚𝑖𝑛{𝑞𝑝(𝑥, 𝑥), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦)} ≤ 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥)
≤ 𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥, 𝑦), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥)}. 

Suy ra 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑞𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦).  

Vậy 𝑥 = 𝑦. 

Ta chứng minh 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥).  

Thật vậy 

𝑑(𝑥, 𝑦) 

= 𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥, 𝑦), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥)}              

−𝑚𝑖𝑛{𝑞𝑝(𝑥, 𝑥), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦)} 

= 𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑦, 𝑥), 𝑞𝑝(𝑥, 𝑦)}         

−𝑚𝑖𝑛{𝑞𝑝(𝑦, 𝑦), 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥)} 

= 𝑑(𝑦, 𝑥). 

Ta chứng minh  

𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦).  

Ta có 

𝑞𝑝(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑞𝑝(𝑥, 𝑧) + 𝑞𝑝(𝑧, 𝑦) − 𝑞𝑝(𝑧, 𝑧). 

Do đó  

𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥, 𝑦), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥)} 

−𝑚𝑖𝑛{𝑞𝑝(𝑥, 𝑥), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦)}. 

                   ≤ 𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥, 𝑧) + 𝑞𝑝(𝑧, 𝑦)
− 𝑞𝑝(𝑧, 𝑧), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑧) + 𝑞𝑝(𝑧, 𝑥)
− 𝑞𝑝(𝑧, 𝑧)} 

                  −𝑚𝑖𝑛 {𝑞𝑝(𝑥, 𝑥), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦)} 

= 𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥, 𝑧) + 𝑞𝑝(𝑧, 𝑦), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑧) + 𝑞𝑝(𝑧, 𝑥)}
− 𝑞𝑝(𝑧, 𝑧) 

                 −𝑚𝑖𝑛 {𝑞𝑝(𝑥, 𝑥), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦)} 

≤ 𝑚𝑎𝑥{ 𝑞𝑝(𝑥, 𝑧), 𝑞𝑝(𝑧, 𝑥)} 

      +𝑚𝑎𝑥{ 𝑞𝑝(𝑧, 𝑦), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑧)} 

−𝑞𝑝(𝑧, 𝑧) − 𝑚𝑖 𝑛{𝑞𝑝(𝑥, 𝑥), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦)}. 

Ta chứng minh 

𝑞𝑝(𝑧, 𝑧) +𝑚𝑖𝑛{𝑞𝑝(𝑥, 𝑥), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦)}
≥ 𝑚𝑖𝑛{𝑞𝑝(𝑧, 𝑧), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦)} 

         +𝑚𝑖𝑛{𝑞𝑝(𝑥, 𝑥), 𝑞𝑝(𝑧, 𝑧)}.                      (1) 

Thật vậy 

Nếu 𝑞𝑝(𝑧, 𝑧) ≤ 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥)  

và 𝑞𝑝(𝑧, 𝑧) ≤ 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦)  

thì 𝑚𝑖𝑛{𝑞𝑝(𝑥, 𝑥), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦)} ≥ 𝑞𝑝(𝑧, 𝑧).  

Khi đó 𝑞𝑝(𝑧, 𝑧) + 𝑚𝑖𝑛{𝑞𝑝(𝑥, 𝑥), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦)} 

 ≥ 𝑞𝑝(𝑧, 𝑧) + 𝑞𝑝(𝑧, 𝑧) 

 = 𝑚𝑖𝑛{𝑞𝑝(𝑥, 𝑥), 𝑞𝑝(𝑧, 𝑧)}    
          +𝑚𝑖𝑛{𝑞𝑝(𝑧, 𝑧), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦)}. 

Nếu 𝑞𝑝(𝑧, 𝑧) ≤ 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥) và  

𝑞𝑝(𝑧, 𝑧) > 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦) thì  

𝑞𝑝(𝑧, 𝑧) + 𝑚𝑖𝑛{𝑞𝑝(𝑥, 𝑥), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦)}  

= 𝑞𝑝(𝑧, 𝑧) + 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦) 

= 𝑚𝑖𝑛{𝑞𝑝(𝑧, 𝑧), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦)}
+ 𝑚𝑖𝑛{𝑞𝑝(𝑥, 𝑥), 𝑞𝑝(𝑧, 𝑧)}. 

Nếu 𝑞𝑝(𝑧, 𝑧) ≥ 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥) và  

𝑞𝑝(𝑧, 𝑧) ≥ 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦) thì  

𝑞𝑝(𝑧, 𝑧) + 𝑚𝑖𝑛{𝑞𝑝(𝑥, 𝑥), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦)} 

≥  𝑞𝑝(𝑥, 𝑥) + 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦) 

= 𝑚𝑖𝑛{𝑞𝑝(𝑧, 𝑧), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦)} 

                             +𝑚𝑖𝑛{𝑞𝑝(𝑥, 𝑥), 𝑞𝑝(𝑧, 𝑧)}. 

Nếu 𝑞𝑝(𝑧, 𝑧) ≥ 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥) và  

𝑞𝑝(𝑧, 𝑧) < 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦) thì 𝑚𝑖𝑛{𝑞𝑝(𝑥, 𝑥), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦)} =
𝑞𝑝(𝑥, 𝑥). 

Khi đó 

𝑞𝑝(𝑧, 𝑧) + 𝑚𝑖𝑛{𝑞𝑝(𝑥, 𝑥), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦)}
= 𝑞𝑝(𝑧, 𝑧) + 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥) 

               = 𝑚𝑖𝑛{𝑞𝑝(𝑧, 𝑧), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦)} 

                     +𝑚𝑖𝑛{𝑞𝑝(𝑥, 𝑥), 𝑞𝑝(𝑧, 𝑧)}. 

Suy ra 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦). 

Vậy 𝑑 là một metric trên 𝑋. 

(2). Giả sử  lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 trong không gian metric 

(𝑋, 𝑑). Khi đó  lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) = 0.  

Khi đó, theo Bổ đề 1.6 ta có 

0 ≤ |𝑞𝑝(𝑥, 𝑥𝑛) − 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥)| 

   = max{𝑞𝑝(𝑥, 𝑥𝑛), 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥)} 

−𝑚𝑖𝑛{𝑞𝑝(𝑥, 𝑥𝑛), 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥)} 

≤ 𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥, 𝑥𝑛), 𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥)} 

−𝑚𝑖𝑛{𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑛), 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥)} 

    = 𝑑(𝑥𝑛 , 𝑥). 

Suy ra lim
𝑛→∞

|𝑞𝑝(𝑥, 𝑥𝑛) − 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥)| = 0   
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hay lim
𝑛→∞

𝑞𝑝(𝑥, 𝑥𝑛) = 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥).   

Mặt khác, theo Bổ đề 1.6 ta có 

0 ≤ |𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) − 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥)| 

= 𝑚𝑎 𝑥{𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥), 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥)} 

−min{𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥), 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥)}   

≤ 𝑚𝑎 𝑥{𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥), 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥𝑛)} 

−𝑚𝑖𝑛{𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑛), 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥)} 

= 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥). 

Suy ra lim
𝑛→∞

|𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) − 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥)| = 0  

hay lim
𝑛→∞

𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) = 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥).  

Vậy lim
𝑛→∞

𝑞𝑝(𝑥, 𝑥𝑛) = lim
𝑛→∞

𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) = 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥).  

(3). (⇒). Giả sử {𝑥𝑛} là dãy Cauchy trong (𝑋, 𝑞𝑝).   

Khi đó tồn tại 𝑎 ∈ ℝ sao cho  

𝑙𝑖𝑚
𝑚,𝑛→∞

𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) = 𝑙𝑖𝑚
𝑚,𝑛→∞

𝑞𝑝(𝑥𝑚, 𝑥𝑛) =𝑎. 

Suy ra 

 lim
𝑛→∞

𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑛) = lim
𝑚→∞

𝑞𝑝(𝑥𝑚, 𝑥𝑚) = 𝑎. 

Ta có 

𝑙𝑖𝑚
𝑚,𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚)

= 𝑙𝑖𝑚
𝑚,𝑛→∞

(𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚), 𝑞𝑝(𝑥𝑚, 𝑥𝑛)}

− 𝑚𝑖𝑛{𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑛), 𝑞𝑝(𝑥𝑚, 𝑥𝑚)}) 

= 𝑎 − 𝑎 = 0. 

Vậy {𝑥𝑛} là dãy Cauchy trong không gian metric 

(𝑋, 𝑑). 

(⇐). Giả sử {𝑥𝑛} là dãy Cauchy trong không gian 

metric (𝑋, 𝑑). Khi đó, với 𝜀 =
1

2
, khi đó tồn tại 

𝑛0 ∈ ℕ sao cho 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) <
1

2
 với mọi 𝑚, 𝑛 > 𝑛0. 

Ta có  

0 ≤ 𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑛)   

= 𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑛) − 𝑞𝑝(𝑥𝑛0 , 𝑥𝑛0) + 𝑞𝑝(𝑥𝑛0 , 𝑥𝑛0) 

≤ |𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑛) − 𝑞𝑝(𝑥𝑛0, 𝑥𝑛0)| + 𝑞𝑝(𝑥𝑛0 , 𝑥𝑛0) 

≤ 𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑛), 𝑞𝑝(𝑥𝑛0 , 𝑥𝑛0)}   

−𝑚𝑖𝑛{𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑛), 𝑞𝑝(𝑥𝑛0 , 𝑥𝑛0)}

+ 𝑞𝑝(𝑥𝑛0 , 𝑥𝑛0)

≤ 𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑛0), 𝑞𝑝(𝑥𝑛0 , 𝑥𝑛)}

− 𝑚𝑖𝑛{𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑛), 𝑞𝑝(𝑥𝑛0 , 𝑥𝑛0)}

+ 𝑞𝑝(𝑥𝑛0 , 𝑥𝑛0) ≤  𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛0) +  𝑞𝑝(𝑥𝑛0 , 𝑥𝑛0)

≤ 2𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛0) +  𝑞𝑝(𝑥𝑛0 , 𝑥𝑛0) 

  < 1 + 𝑞𝑝(𝑥𝑛0 , 𝑥𝑛0). 

Suy ra { 𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑛)} bị chặn trong ℝ. Do đó 

tồn tại 𝑎 ∈ ℝ sao cho dãy con { 𝑞𝑝(𝑥𝑘𝑛 , 𝑥𝑘𝑛)} hội 

tụ về 𝑎. Vì {𝑥𝑛} là dãy Cauchy trong không gian 

metric (𝑋, 𝑑) nên với mọi 𝜀 > 0, tồn tại 𝑛𝜀 ∈ ℕ sao 

cho với mọi 𝑚, 𝑛 > 𝑛𝜀, 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) <
𝜀

2
. Khi đó 

theo Bổ đề 1.6 ta có 

|𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑛) − 𝑞𝑝(𝑥𝑚, 𝑥𝑚)| 

= 𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑛), 𝑞𝑝(𝑥𝑚, 𝑥𝑚)} 

−𝑚𝑖𝑛 {𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑛), 𝑞𝑝(𝑥𝑚, 𝑥𝑚)} 

≤ max{𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚), 𝑞𝑝(𝑥𝑚, 𝑥𝑛)} 

−min {𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑛), 𝑞𝑝(𝑥𝑚, 𝑥𝑚) 

≤  𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) ≤ 2 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚)  < 𝜀. 

Suy ra dãy { 𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑛)} là dãy Cauchy trong 

ℝ. Do đó lim
𝑛→∞

𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑛) = 𝑎.  

Mặt khác ta có 

    |𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚), 𝑞𝑝(𝑥𝑚, 𝑥𝑛)} − 𝑎|
≤ |𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚), 𝑞𝑝(𝑥𝑚, 𝑥𝑛)}
− 𝑚𝑖𝑛 {𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑛), 𝑞𝑝(𝑥𝑚, 𝑥𝑚)}| 

+|𝑚𝑖𝑛{𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑛), 𝑞𝑝(𝑥𝑚, 𝑥𝑚)} − 𝑎| 

= 𝑑(𝑥𝑛 , 𝑥𝑚) +      |𝑚𝑖𝑛{𝑞𝑝(𝑥𝑛 , 𝑥𝑛), 𝑞𝑝(𝑥𝑚 , 𝑥𝑚)} − 𝑎|. 

Vì lim
𝑛→∞

𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑛) = 𝑎 nên 

 𝑙𝑖𝑚
𝑚,𝑛→∞

|𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚), 𝑞𝑝(𝑥𝑚, 𝑥𝑛)}− 𝑎| = 0. 

Suy ra lim
𝑛,𝑚→∞

𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) = 𝑎.  

Vậy {𝑥𝑛} là dãy Cauchy trong không gian tựa 

metric riêng (𝑋, 𝑞𝑝). 

(4). (⇐). Giả sử không gian metric (𝑋, 𝑑) là đầy 

đủ. Lấy {𝑥𝑛} là dãy Cauchy trong không gian tựa 

metric riêng (𝑋, 𝑞𝑝). Theo (3), ta suy ra {𝑥𝑛} là dãy 

Cauchy trong không gian metric (𝑋, 𝑑). Vì không 

gian metric (𝑋, 𝑑) là đầy đủ nên 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 

trong không gian metric (𝑋, 𝑑). Mặt khác, theo (2) 

ta có lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 trong không gian tựa metric riêng 

(𝑋, 𝑞𝑝). Ta cần chứng minh  

𝑞𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑚,𝑛→∞

𝑞𝑝(𝑥𝑚, 𝑥𝑛) 

                  = 𝑙𝑖𝑚
𝑚,𝑛→∞

𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚). 

Vì tồn tại lim
𝑛,𝑚→∞

𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) và  

lim
𝑛,𝑚→∞

𝑞𝑝(𝑥𝑚, 𝑥𝑛) nên ta chỉ cần chứng minh  

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑛) = 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥). 
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Vì  lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 trong không gian metric 

(𝑋, 𝑑)  nên với mọi 𝜀 > 0, tồn tại 𝑛0 ∈ ℕ sao cho 

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) <
𝜀

2
 với mọi 𝑛 > 𝑛0. Khi đó, theo Bổ đề 

1.6 ta có  

  |𝑞𝑝(𝑥𝑛 , 𝑥𝑛) − 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥)| 

= 𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥𝑛 , 𝑥𝑛), 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥)}
− 𝑚𝑖𝑛 {𝑞𝑝(𝑥𝑛 , 𝑥𝑛), 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥)} 

 = 2[

𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥𝑛 , 𝑥𝑛), 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥)} + 𝑚𝑖𝑛 {
𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑛),

𝑞𝑝(𝑥, 𝑥)
}

2
 

−𝑚𝑖𝑛{𝑞𝑝(𝑥𝑛 , 𝑥𝑛), 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥)}] 

               = 2[
𝑞𝑝(𝑥𝑛 , 𝑥𝑛) + 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥)

2
 

−𝑚𝑖𝑛{𝑞𝑝(𝑥𝑛 , 𝑥𝑛), 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥)}] 

≤ 2[𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) − 𝑚𝑖𝑛{𝑞𝑝(𝑥𝑛 , 𝑥𝑛), 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥)}]
≤ 2[𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥𝑛 , 𝑥), 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥𝑛)}
− 𝑚𝑖𝑛{𝑞𝑝(𝑥𝑛 , 𝑥𝑛), 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥)}] 

     = 2𝑑(𝑥𝑛 , 𝑥) < 𝜀. 

Điều này chứng tỏ lim
𝑛→∞

𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑛) = 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥).  

Vậy không gian tựa metric riêng (𝑋, 𝑞𝑝) là 

đầy đủ. 

(⇒). Giả sử không gian tựa metric riêng 

(𝑋, 𝑞𝑝) đầy đủ. Lấy {𝑥𝑛} là dãy Cauchy trong 

không gian metric (𝑋, 𝑑). Theo (3), ta suy ra {𝑥𝑛} 
là dãy Cauchy trong không gian tựa metric riêng 
(𝑋, 𝑞𝑝). Vì không gian tựa metric riêng (𝑋, 𝑞𝑝) là 

đầy đủ nên 

𝑞𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑚,𝑛→∞

𝑞𝑝(𝑥𝑚, 𝑥𝑛) 

 = 𝑙𝑖𝑚
𝑚,𝑛→∞

𝑞𝑝(𝑥𝑚, 𝑥𝑛). 

Mặt khác 

𝑞𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑞𝑝(𝑥, 𝑥𝑛) = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥). 

Ta có  

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) = 𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥), 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥𝑛)} 

                            −𝑚𝑖𝑛 {𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑛), 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥)}. 

Vậy 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥)

= 𝑙𝑖𝑚
𝑚,𝑛→∞

(𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥), 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥𝑛)} 

−𝑚𝑖𝑛 {𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑛), 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥)}) 

 = 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥) − 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥) = 0. 

Khi đó lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥. Vậy không gian tựa 

metric riêng (𝑋, 𝑞𝑝) đầy đủ. 

Định lí sau đây cho thấy mối quan hệ giữa 

không gian tựa metric riêng và không gian 

metric riêng. 

Định lí 2.2. Giả sử (𝑋, 𝑞𝑝) là một không gian 

tựa metric riêng. Với mọi 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, đặt 

𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥, 𝑦), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥)}. 

Khi đó ta có 

1. 𝑝 là một metric riêng trên 𝑋. 

2. Nếu lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 trong không gian tựa 

metric riêng (𝑋, 𝑞𝑝) thì lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 trong không 

gian metric riêng (𝑋, 𝑝). 

3. Dãy {𝑥𝑛} là một dãy Cauchy trong không 

gian tựa metric riêng (𝑋, 𝑞𝑝) khi và chỉ khi dãy 
{𝑥𝑛} là một dãy Cauchy trong không gian metric 

riêng (𝑋, 𝑝). 

4. Nếu không gian tựa metric riêng (𝑋, 𝑞𝑝) là 

đầy đủ thì không gian metric riêng (𝑋, 𝑝) là đầy đủ. 

Chứng minh. (1) Giả sử 𝑥, 𝑦, 𝑧  ∈ 𝑋. Ta chứng minh  

𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑦, 𝑦) ⇔ 𝑥 = 𝑦. 

Thật vậy, giả sử  

𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑦, 𝑦). 

Suy ra 𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥, 𝑥), 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥)} 

= 𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥, 𝑦), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥)} 

         = 𝑚𝑎𝑥 {𝑞𝑝(𝑦, 𝑦), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦)}. 

Khi đó ta có 

𝑞𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥, 𝑦), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥)} = 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦).   (1)   

Vì  

𝑞𝑝(𝑥, 𝑥) ≤ 𝑞𝑝(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥, 𝑦), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥)} 

𝑞𝑝(𝑦, 𝑦) ≤ 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥) ≤ 𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥, 𝑦), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥)} 

nên từ (1) ta suy ra 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑞𝑝(𝑥, 𝑦) =
𝑞𝑝(𝑦, 𝑦). Suy ra 𝑥 = 𝑦. 

Tiếp theo, giả sử 𝑥 = 𝑦. Khi đó 

             𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥, 𝑥), 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥)} 

= 𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥, 𝑦), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥)} 

= 𝑚𝑎 𝑥{𝑞𝑝(𝑦, 𝑦), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦)}. 
Suy ra 𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑦, 𝑦). 

Ta chứng minh 𝑝(𝑥, 𝑥) ≤ 𝑝(𝑥, 𝑦). Thật vậy 

𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥, 𝑥), 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥)}  

       ≤ 𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥, 𝑦), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥)} = 𝑝(𝑥, 𝑦). 

Ta chứng minh 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑦, 𝑥). Thật vậy 
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𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥, 𝑦), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥)} 

      = 𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑦, 𝑥), 𝑞𝑝(𝑥, 𝑦)} 

        = 𝑝(𝑦, 𝑥). 

Ta chứng minh  

𝑝(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑝(𝑥, 𝑦) + 𝑝(𝑦, 𝑧) − 𝑝(𝑦, 𝑦).  

Thật vậy 

𝑝(𝑥, 𝑧) = 𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥, 𝑧), 𝑞𝑝(𝑧, 𝑥)} 

≤ max {𝑞𝑝(𝑥, 𝑦) + 𝑞𝑝(𝑦, 𝑧) − 

𝑞𝑝(𝑦, 𝑦), 𝑞𝑝(𝑧, 𝑦) + 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥) − 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦)} 

≤ 𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥, 𝑦) + 𝑞𝑝(𝑦, 𝑧), 𝑞𝑝(𝑧, 𝑦) + 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥)}
− 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦) 

≤ 𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥, 𝑦), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥)} 

+𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑦, 𝑧), 𝑞𝑝(𝑧, 𝑦)} 

−𝑞𝑝(𝑦, 𝑦) 

≤  𝑝(𝑥, 𝑦) + 𝑝(𝑦, 𝑧) − 𝑝(𝑦, 𝑦). 

Vậy 𝑝 là một metric riêng trên 𝑋. 

(2). Giả sử lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 trong không gian tựa 

metric riêng (𝑋, 𝑞𝑝). Khi đó ta có  

lim
𝑛→∞

𝑞𝑝(𝑥, 𝑥𝑛) = lim 
𝑛→∞

𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) = 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥). 

Do đó 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

(𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥), 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥𝑛)}) 

       = 𝑚𝑎𝑥 {𝑞𝑝(𝑥, 𝑥), 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥)} 
               = 𝑝(𝑥, 𝑥). 

Vậy lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 trong không gian metric 

riêng (𝑋, 𝑝). 

(3). (⇒). Giả sử {𝑥𝑛} là dãy Cauchy trong 

không gian tựa metric riêng (𝑋, 𝑞𝑝).  Khi đó tồn tại 

𝑎 ∈ ℝ sao cho  

𝑙𝑖𝑚
𝑚,𝑛→∞

𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) = 𝑙𝑖𝑚
𝑚,𝑛→∞

𝑞𝑝(𝑥𝑚, 𝑥𝑛) =𝑎. 

Suy ra 

𝑙𝑖𝑚
𝑚,𝑛→∞

𝑝(𝑥𝑚, 𝑥𝑛)

=  𝑙𝑖𝑚
𝑚,𝑛→∞

𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚), 𝑞𝑝(𝑥𝑚, 𝑥𝑛)} 

 = 𝑎. 

Vậy {𝑥𝑛} là dãy Cauchy trong không gian 

metric riêng (𝑋, 𝑝). 

(⇐). Giả sử {𝑥𝑛} là dãy Cauchy trong không gian 

metric riêng (𝑋, 𝑝). Khi đó tồn tại   

𝑐 ∈ ℝ sao cho lim
𝑚,𝑛→∞

𝑝(𝑥𝑚, 𝑥𝑛) = 𝑐. Vậy 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑛) = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑛) = 𝑐. 

Mặt khác  

𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑛) ≤ 𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) 

                     ≤ 𝑚𝑎𝑥 {𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚), 𝑞𝑝(𝑥𝑚, 𝑥𝑛)}. 

Khi đó  

𝑐 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑞𝑝(𝑥𝑛 , 𝑥𝑛)

≤ 𝑙𝑖𝑚
𝑛,𝑚→∞

𝑞𝑝(𝑥𝑛 , 𝑥𝑚)

≤ 𝑙𝑖𝑚
𝑛,𝑚→∞

(𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚), 𝑞𝑝(𝑥𝑚, 𝑥𝑛)}) = 𝑐. 

Suy ra 

𝑐 ≤ lim
𝑛,𝑚→∞

𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) ≤ 𝑐. 

Vậy lim
𝑛,𝑚→∞

𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) = 𝑐.  

Tương tự ta có  

𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑛) ≤ 𝑞𝑝(𝑥𝑚, 𝑥𝑛) 

                     ≤ 𝑚𝑎𝑥 {𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚), 𝑞𝑝(𝑥𝑚, 𝑥𝑛)}. 

Khi đó 

𝑐 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑞𝑝(𝑥𝑛 , 𝑥𝑛)

≤ 𝑙𝑖𝑚
𝑛,𝑚→∞

𝑞𝑝(𝑥𝑚, 𝑥𝑛)

≤ 𝑙𝑖𝑚
𝑛,𝑚→∞

(𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚), 𝑞𝑝(𝑥𝑚, 𝑥𝑛)}) = 𝑐. 

Suy ra  

𝑐 ≤ lim
𝑛,𝑚→∞

𝑞𝑝(𝑥𝑚, 𝑥𝑛) ≤ 𝑐. 

Vậy lim
𝑛,𝑚→∞

𝑞𝑝(𝑥𝑚, 𝑥𝑛) = 𝑐.  

Từ những lập luận trên ta có 

lim
𝑛,𝑚→∞

𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) = lim
𝑛,𝑚→∞

𝑞𝑝(𝑥𝑚, 𝑥𝑛) = 𝑐. Vậy 

{𝑥𝑛} là dãy Cauchy trong không gian tựa metric 

riêng (𝑋, 𝑞𝑝). 

(4). Giả sử không gian tựa metric riêng 
(𝑋, 𝑞𝑝) là đầy đủ. Lấy {𝑥𝑛} là dãy Cauchy trong 

không gian metric riêng (𝑋, 𝑝). Theo (3) ta suy ra 
{𝑥𝑛} là dãy Cauchy trong không gian tựa metric 
riêng (𝑋, 𝑞𝑝). Vì không gian tựa metric riêng 
(𝑋, 𝑞𝑝) là đầy đủ nên lim

𝑛→∞
𝑥𝑛 = 𝑥 trong không gian 

tựa metric riêng (𝑋, 𝑞𝑝). Theo (2) ta suy ra 

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 trong không gian metric riêng (𝑋, 𝑝). 

Mặt khác, vì không gian tựa metric riêng (𝑋, 𝑞𝑝) là 
đầy đủ nên 

𝑙𝑖𝑚
𝑛,𝑚→∞

𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) 

= lim
𝑛,𝑚→∞

𝑞𝑝(𝑥𝑚, 𝑥𝑛) = 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥). 

Ta có  

𝑙𝑖𝑚
𝑛,𝑚→∞

𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚)

= 𝑙𝑖𝑚
𝑛,𝑚→∞

(𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚), 𝑞𝑝(𝑥𝑚, 𝑥𝑛)})

= 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑝(𝑥, 𝑥). 
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{𝑥𝑛} là dãy Cauchy trong không gian metric 

riêng (𝑋, 𝑞). Vậy không gian metric riêng (𝑋, 𝑝) là 

đầy đủ. 

Ví dụ sau minh họa cho những kết quả đạt 

được phía trên đối với tựa metric riêng trong Ví dụ 

3.5 trong tài liệu (Gharibi & Jahedi, 2019). 

Ví dụ 2.3. Giả sử 𝑋 = {0,
1

3
, 1} và hàm  

𝑞𝑝: 𝑋 × 𝑋 → ℝ+ xác định bởi  

        𝑞𝑝(𝑥, 𝑦) = {
2𝑥 + 𝑦 + 2, 𝑥 ≠ 𝑦

1,                            𝑥 = 𝑦.
 

Khi đó 

1. 𝑞𝑝 là một tựa metric riêng trên 𝑋. 

2. Metric 𝑑 trong Định lí 2.1 được xác  

định như sau 

𝑑(𝑥, 𝑦) =

{
 
 

 
 
0, 𝑥 = 𝑦
5

3
, (𝑥, 𝑦) ∈ {(0,

1

3
) , (

1

3
, 0)}

3, (𝑥, 𝑦) ∈ {(0,1), (1,0)}
10

3
,      (𝑥, 𝑦) ∈ {(

1

3
, 1) , (1,

1

3
)} .

 

3. Metric riêng 𝑝 trong Định lí 2.2 được xác 

định như sau  

𝑝(𝑥, 𝑦) =

{
 
 

 
 
1, 𝑥 = 𝑦
8

3
, (𝑥, 𝑦) ∈ {(0,

1

3
) , (

1

3
, 0)}

4, (𝑥, 𝑦) ∈ {(0,1), (1,0)}
13

3
,      (𝑥, 𝑦) ∈ {(

1

3
, 1) , (1,

1

3
)} .

 

Giải. (1). Theo Ví dụ 3.5 trong tài liệu 

(Gharibi & Jahedi, 2019) thì 𝑞𝑝 là một tựa metric 

riêng trên 𝑋. 

 (2). Nếu 𝑥 = 𝑦 thì  

𝑞𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥) = 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦) = 1. 

Khi đó ta có  

𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥, 𝑦), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥)}
− 𝑚𝑖𝑛{𝑞𝑝(𝑥, 𝑥), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦)} 

   = 𝑚𝑎𝑥{1,1} − 𝑚𝑖𝑛{1,1} = 1 − 1 = 0. 

Nếu (𝑥, 𝑦) = (0,
1

3
) thì  

𝑞𝑝(𝑥, 𝑦) =
7

3
, 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥) =

8

3
  

và 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦) = 1. Khi đó ta có 

𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥, 𝑦), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥)} 

                    −𝑚𝑖𝑛{𝑞𝑝(𝑥, 𝑥), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦)} 

 = 𝑚𝑎𝑥 {
7

3
,
8

3
} − 𝑚𝑖𝑛{1,1} 

                       =
8

3
− 1 =

5

3
. 

Nếu (𝑥, 𝑦) = ( 
1

3
, 0) thì  

𝑞𝑝(𝑥, 𝑦) =
8

3
, 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥) =

7

3
  

và 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦) = 1. Khi đó ta có 

𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥, 𝑦), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥)} 

= 𝑚𝑎𝑥 {
8

3
,
7

3
} − 𝑚𝑖𝑛{1,1} 

  =
8

3
− 1 =

5

3
. 

Nếu (𝑥, 𝑦) = (0, 1) thì  

𝑞𝑝(𝑥, 𝑦) = 3, 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥) = 4  

và 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦) = 1. Khi đó ta có 

𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥, 𝑦), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥)} 

                    −𝑚𝑖𝑛{𝑞𝑝(𝑥, 𝑥), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦)} 

           = 𝑚𝑎𝑥{3,4} − 𝑚𝑖𝑛{1,1} 

                          = 4 − 1 = 3. 

Nếu (𝑥, 𝑦) = (1, 0) thì  

𝑞𝑝(𝑥, 𝑦) = 4, 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥) = 3  

và 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦) = 1. Khi đó ta có 

𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥, 𝑦), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥)} 
−𝑚𝑖𝑛{𝑞𝑝(𝑥, 𝑥), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦)}  
= 𝑚𝑎𝑥{4,3} − 𝑚𝑖𝑛{1,1}  = 4 − 1 = 3. 

Nếu (𝑥, 𝑦) = ( 
1

3
, 1) thì  

𝑞𝑝(𝑥, 𝑦) =
11

3
, 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥) =

13

3
  

và 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦) = 1. Khi đó ta có 

𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥, 𝑦), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥)} 

                      −𝑚𝑖𝑛{𝑞𝑝(𝑥, 𝑥), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦)} 

                 = 𝑚𝑎𝑥 {
11

3
,
13

3
} −𝑚𝑖𝑛{1,1} 

                             =
13

3
− 1 =

10

3
. 

Nếu (𝑥, 𝑦) = ( 1,
1

3
) thì  

𝑞𝑝(𝑥, 𝑦) =
13

3
, 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥) =

11

3
  

và 𝑞𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦) = 1.  
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Khi đó ta có 

𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥, 𝑦), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥)} 

                      −𝑚𝑖𝑛{𝑞𝑝(𝑥, 𝑥), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦)} 

                 = 𝑚𝑎𝑥 {
13

3
,
11

3
} − 𝑚𝑖𝑛{1,1} 

                            =
13

3
− 1 =

10

3
. 

Từ những tính toán trên, ta có metric 𝑑 trong 

Định lí 2.1 được xác định bởi 

𝑑(𝑥, 𝑦) =

{
 
 

 
 
0, 𝑥 = 𝑦
5

3
, (𝑥, 𝑦) ∈ {(0,

1

3
) , (

1

3
, 0)}

3, (𝑥, 𝑦) ∈ {(0,1), (1,0)}
10

3
,      (𝑥, 𝑦) ∈ {(

1

3
, 1) , (1,

1

3
)} .

 

(3).  Nếu 𝑥 = 𝑦 thì 

𝑞𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥) = 1. 

Khi đó ta có 

𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥, 𝑦), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥)} 

                    = 𝑚𝑎𝑥{1,1} = 1. 

Nếu (𝑥, 𝑦) = (0,
1

3
) thì  

𝑞𝑝(𝑥, 𝑦) =
7

3
 và 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥) =

8

3
.  

Khi đó ta có 

𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥, 𝑦), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥)} 

= 𝑚𝑎𝑥 {
7

3
,
8

3
} =

8

3
. 

Nếu (𝑥, 𝑦) = ( 
1

3
, 0) thì 𝑞𝑝(𝑥, 𝑦) =

8

3
 và 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥) =

7

3
. 

Khi đó ta có 

𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥, 𝑦), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥)} 

= 𝑚𝑎𝑥 {
8

3
,
7

3
} =

8

3
. 

Nếu (𝑥, 𝑦) = (0, 1) thì  

𝑞𝑝(𝑥, 𝑦) = 3 và 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥) = 4.  

Khi đó ta có 

       𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥, 𝑦), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥)} 

    = 𝑚𝑎𝑥{3,4} = 4. 

Nếu (𝑥, 𝑦) = (1, 0) thì  

𝑞𝑝(𝑥, 𝑦) = 4 và 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥) = 3.  

Khi đó ta có 

   𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥, 𝑦), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥)} 

 = 𝑚𝑎𝑥{4,3} = 4. 

Nếu (𝑥, 𝑦) = ( 
1

3
, 1) thì  

𝑞𝑝(𝑥, 𝑦) =
11

3
 và 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥) =

13

3
.  

Khi đó ta có 

     𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥, 𝑦), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥)} 

           = 𝑚𝑎𝑥 {
11

3
,
13

3
} =

13

3
. 

Nếu (𝑥, 𝑦) = ( 1,
1

3
) thì  

𝑞𝑝(𝑥, 𝑦) =
13

3
 và  𝑞𝑝(𝑦, 𝑥) =

11

3
.  

Khi đó ta có  

  𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥, 𝑦), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥)} 

       = 𝑚𝑎𝑥 {
13

3
,
11

3
} =

13

3
. 

Từ những tính toán trên ta có metric riêng 𝑝 

trong Định lí 2.2 được xác định bởi  

𝑝(𝑥, 𝑦) =

{
 
 

 
 
1, 𝑥 = 𝑦
8

3
, (𝑥, 𝑦) ∈ {(0,

1

3
) , (

1

3
, 0)}

4, (𝑥, 𝑦) ∈ {(0,1), (1,0)}
13

3
,      (𝑥, 𝑦) ∈ {(

1

3
, 1) , (1,

1

3
)} .

 

Ví dụ sau minh họa cho những kết quả đạt 

được phía trên đối với tựa metric riêng trong Ví dụ 

2.5 trong tài liệu (Gharibi & Jahedi, 2019). 

Ví dụ 2.4. Giả sử 𝑋 = ℝ và hàm  

𝑞𝑝(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| + |𝑥|. 

Khi đó 

1. 𝑞𝑝 là một tựa metric riêng trên 𝑋. 

2. Metric 𝑑 trong Định lí 2.1 được xác định 

như sau 

𝑑(𝑥, 𝑦) = {
|𝑥 − 𝑦| + |𝑥| − |𝑦|, |𝑥| > |𝑦|
|𝑦 − 𝑥| + |𝑦| − |𝑥|, |𝑥| ≤ |𝑦|.

 

3. Metric riêng 𝑝 trong Định lí 2.2 được xác 

định như sau  

𝑝(𝑥, 𝑦) = {
|𝑥 − 𝑦| + |𝑥|, |𝑥| > |𝑦|
|𝑦 − 𝑥| + |𝑦|, |𝑥| ≤ |𝑦|.

 

Giải. (1). Theo Ví dụ 2.5 trong tài liệu 

(Gharibi & Jahedi, 2019) thì 𝑞𝑝 là một tựa metric 

riêng trên 𝑋. 
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(2). Giả sử 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋. Ta có  

𝑞𝑝(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| + |𝑥|,  

𝑞𝑝(𝑦, 𝑥) = |𝑦 − 𝑥| + |𝑦|,  

𝑞𝑝(𝑥, 𝑥) = |𝑥|, 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦) = |𝑦|. 

Khi đó ta có 

𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥, 𝑦), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥)} 

                             −𝑚𝑖𝑛{𝑞𝑝(𝑥, 𝑥), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑦)} 

                       = 𝑚𝑎𝑥{|𝑥 − 𝑦| + |𝑥|, |𝑦 − 𝑥| + |𝑦|}
− 𝑚𝑖𝑛 {|𝑥|, |𝑦|} 

  = {
|𝑥 − 𝑦| + |𝑥| − |𝑦|, |𝑥| > |𝑦|
|𝑦 − 𝑥| + |𝑦| − |𝑥|, |𝑥| ≤ |𝑦|.

 

(3). Ta có 𝑞𝑝(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| + |𝑥| và 

𝑞𝑝(𝑦, 𝑥) = |𝑦 − 𝑥| + |𝑦|. Khi đó ta có  

𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥{𝑞𝑝(𝑥, 𝑦), 𝑞𝑝(𝑦, 𝑥)} 

         = 𝑚𝑎𝑥{|𝑥 − 𝑦| + |𝑥|, |𝑦 − 𝑥| + |𝑦|} 

      = {
|𝑥 − 𝑦| + |𝑥|, |𝑥| > |𝑦|
|𝑦 − 𝑥| + |𝑦|, |𝑥| ≤ |𝑦|.

 

Liên quan đến Định lí 2.1 và Định lí 2.2, 

chúng tôi đặt ra câu hỏi mở sau. 

Câu hỏi 2.5.  Các chiều ngược lại trong Định 

lí 2.1. (2) và Định lí 2.2. (2), Định lí 2.2. (4) có xảy 

ra hay không? 

3. Kết luận 

Trong bài báo này, chúng tôi đã xây dựng một 

metric và một metric riêng xuất phát từ một tựa 

metric riêng. Thiết lập và chứng minh mối quan hệ 

giữa dãy hội tụ, dãy Cauchy và tính đầy đủ của 

chúng. Đặc biệt,chúng tôi đã đưa ra một số ví dụ 

nhằm làm rõ kết quả chính. Kết quả bài viết có ý 

nghĩa khoa học và thực tiễn, là tài liệu tham khảo 

tốt cho sinh viên, học viên cao học và những ai 

đang quan tâm đến mảng nghiên cứu này. 

Lời cảm ơn: Nghiên cứu này được hỗ trợ bởi 

đề tài nghiên cứu khoa học của sinh viên Trường 

Đại học Đồng Tháp mã số SPD2020.02.02.  
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