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ĐỊNH LÍ ĐIỂM BẤT ĐỘNG VỚI ĐIỀU KIỆN CO KIỂU PATA SUY RỘNG 
TRONG KHÔNG GIAN b -MÊTRIC SẮP THỨ TỰ 

 Buøi Thò Ngoïc Haân(*), ThS. Nguyeãn Trung Hieáu(*) 

Toùm taét 
Trong bài báo này, chúng tôi mở rộng điều kiện co kiểu Pata suy rộng trong bài báo [7] sang không 

gian b-mêtric sắp thứ tự và thiết lập định lí điểm bất động cho điều kiện co mới. Đồng thời, chúng tôi 
suy ra một số hệ quả từ định lí và xây dựng ví dụ minh họa cho kết quả đạt được.   

Từ khóa: điểm bất động, không gian b-mêtric sắp thứ tự, điều kiện co kiểu Pata suy rộng. 
 
1. Mở đầu 
Trong những năm gần đây, việc thiết lập 

những mở rộng của Nguyên lí ánh xạ co Banach 
trong không gian mêtric đầy đủ thu hút sự quan 
tâm nghiên cứu của nhiều tác giả trong và ngoài 
nước. Bằng cách tổng quát khái niệm không gian 
mêtric, nhiều khái niệm không gian mêtric suy 
rộng đã được giới thiệu như không gian mêtric sắp 
thứ tự, không gian mêtric nón, không gian b-
mêtric, không gian b-mêtric sắp thứ tự [2]. 

Bên cạnh việc đề xuất những không gian 
mêtric suy rộng, nhiều tác giả đã thiết lập những 
điều kiện co suy rộng [4]. Năm 2011, Pata [8] đã 
giới thiệu một điều kiện co suy rộng mới và được 
gọi là điều kiện co kiểu Pata, đồng thời, một số 
kết quả về điểm bất động của điều kiện co này 
cũng được thiết lập. Kể từ đó, những mở rộng 
của điều kiện co kiểu Pata trên không gian mêtric 
cũng như không gian mêtric suy rộng cũng được 
nhiều tác giả quan tâm nghiên cứu. Năm 2014, 
Balasubramanian [3] đã thiết lập định lí điểm bất 
động cho ánh xạ kiểu Pata trong không gian 
mêtric nón đầy đủ, Eshaghi và cộng sự [6] cũng đã 
thiết lập một số kết quả điểm bất động kép cho điều 
kiện co kiểu Pata trong không gian mêtric đầy đủ 
sắp thứ tự, đồng thời, việc ước lượng tốc độ hội tụ 
của dãy lặp về điểm bất động kép cũng được giới 
thiệu, Kadelburg và cộng sự [7] đã khảo sát điểm 
bất động của điều kiện co kiểu Pata suy rộng trong 
không gian mêtric sắp thứ tự.  

Trong bài báo này, chúng tôi mở rộng kết quả 
về điểm bất động của điều kiện co kiểu Pata suy 
rộng trong không gian mêtric sắp thứ tự trong bài 
báo [7] sang không gian b-mêtric sắp thứ tự. 
Đồng thời, chúng tôi vận dụng định lí được thiết 
lập để khảo sát sự tồn tại nghiệm của phương 
trình 

trình tích phân phi tuyến. Trước hết, chúng tôi 
trình bày một số khái niệm và kết quả cơ bản được 
sử dụng trong bài báo. 

Định nghĩa 1.1 ([5]). Cho  là một tập hợp 
khác rỗng và  là một ánh xạ 
thỏa mãn các điều kiện sau với mọi  
và với  

X
[ ∞: 0d X X× →

, ,x y z X∈
1,s ≥

(1)  khi và chỉ khi  ( , ) 0d x y = .x y=
(2)  ( , ) ( , ).d x y d y x=
(3)  ( , ) ( ( , ) ( , )).d x y s d x z d z y≤ +
Khi đó, ánh xạ d  được gọi là một -mêtric 

trên  và bộ  được gọi là một không 
gian b-mêtric. 

b
X ( , )X d,s

Định nghĩa 1.2 ([5]). Cho  là một 
không gian b-mêtric. Khi đó 

( , , )X d s

(1) Dãy {  được gọi là hội tụ đến  nếu 
 kí hiệu là   
}
n
x

0,=

x

lim ( , )
nn

d x x
→∞

lim .
nn
x x

→∞
=

(2) Dãy {  được gọi là dãy Cauchy nếu 

 

}
n
x

) 0=
,
lim ( , .

n mn m
d x x

→∞

(3) Không gian ( ,  được gọi là đầy đủ 
nếu mỗi dãy Cauchy là một dãy hội tụ. 

, )X d s

Lưu ý rằng, mỗi mêtric là một ánh xạ liên 
tục. Tuy nhiên, điều này không đúng đối với       

-mêtric [2]. Bổ đề sau được dùng để khắc phục 
tính không liên tục của -mêtric trong những 
chứng minh ở phần sau. 

b
b

Bổ đề 1.3 ([1], Lemma 1). Cho  là 
một không gian b-mêtric và hai dãy  
lần lượt hội tụ đến  Khi đó 

( , , )X d s
{ },{
n n
x y }

, .x y
2

2

1
( , ) lim inf , ) lim sup ( , ) ( , ).(

n n n nn n
d x y d x y d x y s d x y

s →∞ →∞
≤ ≤ ≤  

Đặc biệt, nếu  thì 
n→

. Hơn 
nữa, với mọi z , ta có 

x y=
X∈

lim ( , ) 0
n n

d x y
∞

=

1
( , ) lim inf ( , ) lim sup ( , ) ( , ).

n nn n
d x z d x z d x z sd x z
s →∞ →∞

≤ ≤ ≤   (*) Khoa Sư phạm Toán - Tin, Trường Đại học Đồng Tháp. 
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Bổ đề sau được sử dụng trong chứng minh 
kết quả chính. 

Bổ đề 1.4. Với  tồn tại hai số dương 
 thỏa mãn (1  với mọi   

1,α ≥

)x aα+ ≤,a b xα +b 0.x ≥
Chứng minh. Xét  ta có 1,x ≥

1 1
1

x

x x

α α

α+
= + ≤

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
2 .

1,

 Suy ra (1  

Xét  áp dụng Định lí giá trị trung bình 
cho hàm số  trên [ ,  tồn tại 

 để  Hay 
 Suy ra 

 Chọn  ta 
có (1   

) 2 .x xα α α+ ≤

],

( ).c′

12 ,α αα −

0 x≤ <

( , 1)c x x∈ +

)x xα α+ −

)x xα α+ <

)x aα+ ≤

( )f t tα=
f x

cαα=
12 .αα −+

.x α +

1x x +
( )f x f=
1.α−

2 ,a b> >

( 1)+ −
1 2− <

b

(1

(1

α

2. Các kết quả chính 
Kí hiệu  là tập hợp các hàm số 

 tăng và  Định lí sau 
là một mở rộng của [7, Theorem 3.2] sang không 
gian b-mêtric sắp thứ tự. 

Ψ
)∞: [0,1] [0,ψ → (0) 0.ψ =

Định lí 2.1. Cho  là một không 
gian b -mêtric sắp thứ tự đầy đủ và  
là một ánh xạ tăng thỏa mãn các điều kiện sau: 

( , , , )X d s
:T X X→

(1) Tồn tại  sao cho  
0
x

0 0
.x Tx

(2) Tồn tại  và hàm 
 sao cho 

1, [0, ], 0α β α γ≥ ∈ ≥
ψ ∈ Ψ

5

1
( , ) ( , )

s
d Tx Ty H x y

s

ε−
≤

                
(2.1) 

0 0 0
( ) 1 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )d x x d y x d Tx x d Ty x

βαγε ψ ε+ + + + +⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦0
  

với mọi  và mọi  mà  
trong đó 

[0,1]ε ∈ ,x y X∈ ,x y

( , ) ( , )
( , ) max ( , ), ( , ), ( , ), ,

2s

d x Ty d y Tx
H x y d x y d x Tx d y Ty

s

+
=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

                             

2 2
2 2 2( , ) ( , )

, ( , ), ( , ), ( , ) .
2

d T x x d T x Ty
d T x T x d T x y d T x Ty

s

+ ⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭

 

 (3)  liên tục hoặc  thỏa mãn 
giả thiết (H): Nếu  là dãy tăng trong X  và 

 thì  với mọi  

T

x x= ∈

( , , , )X d s

x n

{ }
n
x

n
x

n

lim
nn

X
→∞

.

Khi đó,  và z  là điểm 

bất động của ánh xạ  
0lim

n
T x z X

→∞
= ∈

.T
Chứng minh. Với  thỏa mãn 

 xét dãy {  trong  xác định bởi 

1
 với  Do T  là ánh xạ 

tăng nên  

0
x X∈

X
0

,x Tx
0

x

n

}
n
x

0
.n ∈

2 3 3
x Tx=

0 0 1n
x +

.T

.∈

( ,
k k
x x

1
,

k
x y−

0
( , )

k k
d x x

n
n n
x Tx T+ = =

0 1 0 1 2
x x Tx Tx x T= =

{ }
n
x

0
n ∈ x

0n
x

1n n
x x +≠

1
{ ( , )}

n n
d x x +

( , )
k k
x ≤

1 0
1 ( , )K d xγ= +

1
... ...

n n
x x +=Tx=

n
x =

1+

k
x

1
(d− +

 
Do đó,  là dãy tăng. Giả sử tồn tại 

 sao cho  thì  hay 

 là điểm bất động của  Do đó, ta giả sử 

 với mọi  Ta chứng minh 

 là dãy giảm. Giả sử tồn tại k  

sao cho d x  Khi đó, trong 

(2.1), thay x  bởi  bởi  và đặt 

n
=

n

1
d−

2x +

0 0
Tx

∈

).

0
, )

k
x x

β
+⎡ ⎤

∗

0,≥⎢ ⎥⎣ ⎦  
ta có 

1 1

1

, )

( ,

k

s k k

Tx

H x x−5

( , ) (

1
            

k k
d x x d Tx

s

ε

=

−
) ( ),

k

αε ψ ε

+ −

≤ +K
 

trong đó 

1

1 1

1 1 1

1 1

( , )

max ( , ), ( ,

( , ) ( ,

2

max ( , ), ( ,

   

s k k

k k k

k k k k

k k k k

H x x

d x x d x x

d x x d x x

s

d x x d x x

−

− −

+ − +

− +

=

+

=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

⎪⎪

1 1

1 1 1

2

)

k k

k k

x

s

x

− +

( ,
k k
x

1

1 1

, ),

, ), (

( , )

2

k k

k k

k k

d x
x

d x x d

x

s

+

− +
⎧ ⎫
⎨ ⎬

⎪⎪
⎪⎪⎭

1
1

( , ) ( , )
), ( ,

)
, ( , , ( , )

),

k k
k

k k

d x x
d x

x d x x

d x

+
+ + + +

+

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭

1
).d x +=

⎪⎪⎩Khi đó 

 

1 1

1

( , )

( , )

k k

k k

x x

d x x

+ +

+

≤ +

) K αε ε≤

(K−

2

1
( , )

(1            

k k
d x x

s

ε−

≤ −

1
( ,d x

−

1
( ,
k k

d x xε −

( )

) ( ).

d

α

ε ψ ε

ψ ε

.εψ ε

K

K

α

ε ε+

( )

0ψ ε ≤

  

Suy ra  

Do đó 

( )
k k
x Kψ ε ≤

) )⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦

1
( , )
k k
x−

)
k k

Kψ≤

1
( ,
n n

d x x +

1
, )}
n n
x +

 với mọi 

 Vì vậy  với 
mọi  Điều này dẫn đến 

 với mọi  Cho 

 ta được d x  Suy ra 

 Điều này là một mâu thuẫn. Do 

đó,  là dãy giảm. Khi đó, tồn tại 

 để  Đặt 

 Vì { (  là dãy giảm nên 

[0,1].ε ∈
[0,1].ε ∈

1
( , ) (
k k

d x x Kψ ε− ≤

0,ε = −

1
( , ) 0.
k k

d x x− =

1
{ ( , )}

n n
d x x +

* 0d ≥
n

0
( , ).

n n
c d x x=

(ψ ε

[0,∈

0)

*d

) 0d x K− ≤

) 1].ε

1
( , ( 0.x =

lim ) .
→∞

=

d x
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1
=

1

1

+

)

. 

1 1 0 1
( , ) ( , ) ... ( , ) .
n n n n

d x x d x x d x x c+ −≤ ≤ ≤  (2.2) 
Do đó 

1 0 1 0 0 1

0 1

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )                           
n n n

n n n

d x x d x x sd x x sd x x

sd x x sd x x
+

+

+ ≤ +

+ +
                                                (2.3) 

1
2 ( ).

n
s c c≤ +

Ta cũng có  
2 2 1 2 1 1 2

2 3 3
1 0 0

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ,

( , ) ( , ) ( , )                              
n n n n n n n n n

n n n

d x x d x x sd x x sd x x sd x x

s d x x s d x x s d x x
+ + + + + +

+

+ ≤ + +

+ + +

) 

                                  (2.4) 2 3 3
1

(3 ) .
n

s s s c s c≤ + + +

Tương tự, ta có 
2 2

2 0 1 2 1
( , ) ( ) , ( ,
n n

d x x s s c s c d x x+ +≤ + +
n

 

                            (2.5) 2 3 3

1
( )

n
s s s c s c≤ + + +

Từ (2.1), (2.2), (2.3), (2.4) và (2.5), ta có 
0

2 2
1 1 1 1 0

2 2
1 0

2 2 2
1 0 0 1 0 15

2 2 3 3
1 13

( , )

( , ) ( , ) ( , )

( ) ( , )

1
( ) ( , ) ( ) 1 ( , ) ( , ) ( , )

1
( ) [( ) ]

   

   

   

   

n n

n n n

n

s n n n

n

c d x x

sd x x s d x x s d x x

s s c s d Tx Tx

s s c s H x x s d x x d x x d x x
s

s s c s s s c s c
s

βαε
γε ψ ε

ε

+ +

+

=

≤ + +

≤ + +

−
≤ + + + + + +

−
≤ + + + + + +

⎛ ⎞⎟⎜
0

⎡ ⎤⎟⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎣ ⎦⎟⎜⎝ ⎠
2

1

2 2
1 12

1

( ) 1 (1 ) (1 )

1 1 1
(1 ) (1 ) ( ) 1 (1 ) 1 .

1 (1 )
   

n

n n

s s c s c

s
s s c c s s c c

s s cs

βα

α
αα

γε ψ ε

ε γε ψ ε

+ + + +

+
≤ + + + + + − + + + +

+ +

⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Do đó 
2 2

1 12
1

1 1 1
(1 ) ( ) 1 (1 ) 1 .

1 (1 )n n

s
c s s c s s c

s s
c

s

α
ααε γε ψ ε
⎡ ⎤+⎢⎡ ⎤≤ + + + + + + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ + +⎢ ⎥⎣ ⎦

+

c
⎥  

Áp dụng Bổ đề 1.4, suy ra tồn tại hai số 
dương   sao cho  ,h k

           Giả sử  không bị chặn. Khi đó, tồn tại 
dãy con  thỏa mãn (2.6). Chọn 

( ) .
n n
c h c kα αε ε ψ ε≤                 (2.6) 
{ }
n
c

in
c → ∞

1
,

in

k

c
ε

+
=  ta có 1 1

1
i

i i

n
n n

k k
k h c k

c c

α

αψ
+ +

+ ≤ +
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

Điều này dẫn đến ( ) 1
1 1

in

k
h k

c

α
ψ

+
≤ +

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
.  Vì 

 nên 
in
c → ∞ ( ) 1

1 1
in

k
h k

c

α
ψ

+
≤ + →

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
0.  

Điều này là một mâu thuẫn. Vậy  là dãy bị 
chặn. Mặt khác, từ (2.1), ta có 

{ }
n
c

1 1

1 1 0 05

( , ) ( , )

1
             ( , ) ( ) 1 ( , ) 2 ( , ) ( , ) ,

n n n n

n n n n n

d x x d Tx Tx

d x x d x x d x x d x x
s

βαε
γε ψ ε

+ −

− −

=
− ⎡ ⎤≤ + + + +⎢ ⎥⎣ ⎦

Do  bị chặn nên tồn tại  sao cho 

 với mọi  Do đó,  

{ }
n
c

M

0M ≥

n
c ≤ .n ∈

1 0 0 1 0
1 ( , ) 2 ( , ) ( , ) (1 4 ) .

n n n
d x x d x x d x x M

β β
− ++ + + ≤ +⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦   

Đặt  Ta có (1 4 ) 0.K M βγ= + ≥

1 15

1
( , ) ( , ) ( ).
n n n n

d x x d x x K
s

αε
ε ψ ε+ −

−
≤ +   

Cho  ta có ,n → ∞

* * *

5

1
( ) (1 ) ( ).d d K d K

s
α αε
ε ψ ε ε ε ψ ε

−
≤ + ≤ − +  

Suy ra  Do đó, * ( ) ( ).d K Kαε ε ψ ε εψ≤ ≤

( ) 0ε ≤

ε
*d Kε ψ−⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦ [0,1].ε ∈

0≤ [0,1].ε ∈

( )d Kψ ε≤ [0,1ε ∈
* (0) 0.d Kψ≤ = *d

 với mọi Vì vậy 

 với mọi  Điều này 

dẫn đến  với mọi  Cho 

 ta có  Vì vậy  

* ( )d Kψ ε−
*

0,ε =

].

=0.

Tiếp theo, ta chứng minh {  là dãy 

Cauchy. Giả sử ngược lại  không là dãy 
Cauchy. Khi đó, tồn tại  và hai dãy con 

 sao cho 

}
n
x

{ }
n
x

0>δ

( ) ( )
{ },{
n k m k
x x }

.

.

                                          (2.7) ( ) ( ) .m k n k k≥ ≥
Với mỗi  ta giả sử  là số 

nguyên dương nhỏ nhất thỏa mãn (2.7) và  
, ( )k n k ( )m k

                       
                  (2.8) 

( ) ( )
( , )
n k m k

d x x δ≥

Suy ra  
                                 (2.9) 

( ) ( ) 1
( , )
n k m k

d x x δ− <

Khi đó, từ (2.8) và (2.9) ta có 

       

( ) ( )

( ) ( ) 1 ( ) 1 ( )

( ) 1 ( )

( , )

( , ) ( , )

< ( , ).

  

             

n k m k

n k m k m k m k

m k m k

d x x

sd x x sd x x

s sd x x

δ

δ
− −

−

≤

≤ +

+
  (2.10) 

Cho  trong (2.10), ta có     k → ∞

             
        (2.11) 

( ) ( )
lim sup ( , ) .

n k m k
k

d x x sδ
→∞

≤

Tương tự, ta cũng có 

1 0+

 

   
  

(2.12) 
( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) 1 ( )

( , ) ( , ) ( , )
n k m k n k n k n k m k

d x x sd x x sd x xδ + +≤ ≤ + .

Cho  trong (2.12), ta có k → ∞

             
( ) 1 ( )

lim sup ( , ) .
n k m k

k
d x x

s

δ
+

→∞
≥         (2.13) 
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Ta cũng có 
     (2.14) 

( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( ) 1
( , ) ( , ) ( , )
n k m k n k m k m k m k

d x x sd x x sd x x− ≤ + .−

).

)

)

Cho  trong (2.14) và sử dụng 
(2.11), ta có 

k → ∞

                     
(2.15) 2

( ) ( ) 1
lim sup ( , ) .

n k m k
k

d x x s δ−
→∞

≤

Tương tự, ta có 
  (2.16) 

( ) 1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) ( ) ( ) 1
( , ) ( , ) ( ,
m k n k m k n k n k n k

d x x sd x x sd x x− + − +≤ +

Cho  trong (2.16) và sử dụng 
(2.15), ta có 

k → ∞

                  
(2.17) 2

( ) 1 ( ) 1
lim sup ( , ) .

m k n k
k

d x x s δ− +
→∞

≤

Ta có 
2 2

( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) 1 ( ) 1 ( ) ( ) ( )
( , ) ( , ) ( , ) ( ,
n k m k n k n k n k n k n k m k

d x x sd x x s d x x s d x x+ + + +≤ + + .  

(2.18) 
Cho  trong (2.18) và sử dụng 

(2.11), ta có 
k → ∞

                    
(2.19) 3

( ) 2 ( )
lim sup ( , ) .

n k m k
k

d x x s δ+
→∞

≤

Tương tự, ta cũng có 

 Cho  trong (2.20), ta có 

2 2
( ) 2 ( ) 1 ( ) 2 ( ) 1 ( ) 1 ( ) ( ) ( ) 1

( , ) ( , ) ( , ) ( ,
n k mk n k n k n k n k n k mk

d x x sd x x sd x x sd x x+ − + + + −≤ + + . (2.20) 
k → ∞

           
       (2.21) 3

( ) 2 ( ) 1
lim sup ( , ) .

n k m k
k

d x x s δ+ −
→∞

≤

Mặt khác, trong (2.1), thay x  bởi  và  

bởi  ta có 
( )n k
x y

( ) 1
,

m k
x −

( ) ( ) 1 ( ) ( ) 15

( ) 0 ( ) 1 0 ( ) 1 0 ( ) 0

1
( , ) ( , )

( ) 1 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .

n k m k s n k m k

n k m k n k m k

d Tx Tx H x x
s

d x x d x x d x x d x x
β

α

ε

γε ψ ε

− −

− +

−
≤

⎡ ⎤+ + + + +⎢ ⎥⎣ ⎦  
Do  bị chặn nên tồn tại  sao cho 

 với mọi  Do đó  

{ }
n
c

M≤

0M ≥

n
c .n ∈

( ) 0 ( ) 1 0 ( ) 1 0 ( ) 0
1 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) (1 4 ) .

n k m k n k m k
d x x d x x d x x d x x M

β
β

− +
⎡ + + + + ≤ +⎢⎣ ⎦

⎤
⎥

 

Đặt  Khi đó (1 4 ) 0.K s M βγ= + >

( ) 1 ( ) ( ) ( ) 15

1
( , ) ( , ) (
n k m k s n k m k

K
d x x H x x

ss
αε
ε ψ ε+ −

−
≤ + ),  (2.22) 

trong đó 
{

}

( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1 ( ) 1 ( )

( ) ( ) ( ) 1 ( ) 1 ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( )

( ) 2 ( ) 1 ( ) 2 ( ) 1 ( ) 2 ( )

( , ) max ( , ), ( , ), ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
,

,

2 2
( , ), ( , ), ( , ) .

s n k m k n k m k n k n k m k m k

n k m k m k n k n k n k n k m k

n k n k n k m k n k m k

H x x d x x d x x d x x

d x x d x x d x x d x x

s s
d x x d x x d x x

− − + −

− + + +

+ + + − +

=

+ +
,

  

Cho  trong (2.22), sử dụng (2.11), 
(2.15), (2.17), (2.19) và (2.21), ta được 

k → ∞

3 3
3 3

5

2

1 0
max ,0,0, , ,0, , ( )

2 2
1 1

  ( ) ( ).

s s s K
s s s

s s ss
K K
s s ss

α

α α

δ ε δ δ δ
δ δ δ

ε ε
δ ε ψ ε δ ε ψ ε

⎧ ⎫⎪ ⎪− + +⎪ ⎪≤ +⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭
− −

= + ≤ +

s
ε ψ ε  

Suy ra  Do đó, ( ) ( ).K Kαεδ ε ψ ε εψ ε≤ ≤

0≤( )Kε δ ψ ε−⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦
( )Kδ ψ ε−
Kδ ≤
Kδ ψ≤

( , , )X d s

z

 với mọi     Vì vậy 
 với mọi  Điều này dẫn 

đến  với mọi Cho  
ta có  Suy ra  Điều này là 
một mâu thuẫn. Do đó,  là dãy Cauchy. Do 

 là không gian b -mêtric đầy đủ nên tồn 
tại 

[0,1].ε ∈

0≤ [0,1].ε ∈
( )ψ ε [0,1].ε ∈
(0) 0.= 0.δ =

{ }
n
x

0,ε =

X∈

0lim .n

n
T x z

→∞
=

 để  Điều này dẫn đến 

 

lim .
nn
x z

→∞
=

TGiả sử  là ánh xạ liên tục. Khi đó, 
 hay z  

là điểm bất động của  
1

lim lim (lim )
n n nn

z x Tx T x+→∞ →∞ →∞
= =

.T
n n

= = Tz

z z

Giả sử giả thiết (  được thỏa mãn. Do { }  

là dãy tăng và 
n

 nên  Do đó, 

trong (2.1), thay x  bởi  và y  bởi  ta được 

)H

n
x =

n
x

n
x

lim
→∞

.
n
x

,z

1

5

( , ) ( , )

1
             ( , )

n n

s n

d x Tz dTx Tz

H x z
s

ε
+ =

−
≤

 

         
0 0 1 0 0

( )1 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ,
n n

d x x d z x d x x dTz x
βαγε ψε +

⎡ ⎤+ + + + +⎢ ⎥⎣ ⎦
 (2.23) 

trong đó 
1

1

2 2
2 1 2 2

( , ) ( , )
( , ) max ( , ), ( , ), ( , ), ,

2

( , ) ( , )
               , ( , ), ( , ), ( , ) .

2

n n
s n n n n

n n
n n n n

d x Tz d z x
H x z d x z d x x d zTz

s

d x x d x Tz
d x x d x z d x Tz

s

+
+

+ +
+ + + +

⎧⎪ +⎪= ⎨⎪⎪⎩
⎫⎪+ ⎪⎬⎪⎪⎭

 

Cho  trong (2.23) và sử dụng Bổ đề 
1.3, ta có  

n → ∞

0 05

0 0

1 1
( , ) ( , ) ( ) 1 2 ( , ) ( , ) ( , )

1
           ( , ) ( ) 1 2 ( , ) ( , ) ( , ) .

d z Tz sd z Tz sd z x d z x d z Tz
s s

d z Tz sd z x d z x d z Tz
s

βα

βα

ε
γε ψ ε

ε
γε ψ ε

− ⎡ ⎤≤ + + + +⎢ ⎥⎣ ⎦
− ⎡ ⎤≤ + + + +⎢ ⎥⎣ ⎦  

Suy ra  với ( , ) ( )d z Tz N αε ε≤ ψ ε

  
Điều này dẫn đến  với mọi 

 Cho  ta có  
Suy 

0 0
1 2 ( , ) ( , ) ( , ) 0.N s sd z x d z x d z Tz

β
γ= + + + >⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦

( , ) ( )d z Tz Nψ ε≤
[0,1].ε∈ 0,ε= ( , ) (0)d zTz Nψ≤ =0.

 70 
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71 

2

Suy ra  Vì vậy  hay  là 
điểm bất động của  

( , ) 0.d z Tz =
.T

Tz z= z Suy ra với  

thì  Điều này dẫn đến 
 với mọi  Cho  

ta có d u  Suy ra  
hay  

Định lí sau thiết lập điều kiện đủ cho sự tồn 
tại duy nhất điểm bất động của ánh xạ thỏa mãn 
điều kiện co kiểu Pata suy rộng trong không gian 

-mêtric sắp thứ tự đầy đủ. b
Định lí 2.2. Cho  là một không 

gian b -mêtric sắp thứ tự đầy đủ và  là 
một ánh xạ tăng sao cho: 

( , , , )X d s
:T X X→

 (1) Các giả thiết của Định lí 2.1 được 
thỏa mãn. 

 (2) Với mọi  là điểm bất động của  
tồn tại  sao cho  so sánh được với  
và w    

,u v ,T
,u vw X∈

.Tw
w

Khi đó, T  có điểm bất động duy nhất. 
Chứng minh. Theo chứng minh của Định lí 

2.1, T  có điểm bất động. Giả sử  là hai điểm 
bất động của  Khi đó, tồn tại  sao cho 

 so sánh được với  và  Do 
 nên bằng cách xem  là  trong 

Định lí 2.1, ta có  Ta sẽ chứng     

minh u v     

,u v
w ∈

w

.z

.T

.z

X
w T

x

w

w

,u v

nT w

.w

0
Tw

lim
n→∞

=  

= =
Trước hết, ta chứng minh  Giả sử 

 Do T  là hàm tăng nên Tw  và do 
đó  Tiếp tục quá trình này, ta được 

 với  Do đó, từ (2.1), ta có 

.u z=
Tu.w u

T w
nT w

2 .

T

T u
nu 1.n ≥

1− 1n

1 1

5

( , ) ( , )

1
           ( , )n n

s

d u T w dTT uTT w

H T uT w
ε − −

=

−
≤

0

n n −

s

1 1
0 0 0

( ) 1 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ,n n n ndT u x dT w x dT u x dT w x
β

αγε ψε − −⎡ ⎤+ + + + +⎢⎣

 

        (2.24) ⎥⎦

trong đó 
1 1limsup ( , )n n

s
n

H T u T w− −

→∞

 
1

1 1

2

( , ) ( , )
max ( , ), ( , ), , , ( , ) .

22

n n n
n n n nd T w T w d u T w

d u T w d T w T w d u T w
ss

−
− −

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪≤ ⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭
  (2.25) 

Cho n  trong (2.25) và sử dụng Bổ đề 
1.3, ta được  

→ ∞

1 1

2

( , ) ( , )
( , ) max ( , ), ( , ), , , ( , )

22
n n

s

d z z d u z
H T u T w sd u z d z z sd u z

ss
− −

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪= ⎨ ⎬⎪⎪⎩

 
⎪⎪⎭

                                                    (2.26) 
trong (

, ta đượ

   ( , ).sd u z=

Cho n → ∞ 2.24), sử dụng (2.26) và Bổ  
đề 1.3 c  

0 05

0 0

1 1
( , ) (d u z sd u

ε−
, ) ( ) 1 2 ( , ) 2 ( , )

1
          ( , ) ( ) 1 2 ( , ) 2 ( , )

z d u x sd z x
s s

d u z d u x sd z x
s

βα

βα

γε ψ ε

ε
γε ψ ε .

⎡ ⎤+ + +≤

0 0
1 2 ( , ) 2 ( , ) 0N s d u x sd z x

β
γ= + + >⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦
( ).N αε ψ ε

) [0,1].ε ∈ 0,ε=
(0) 0.Nψ≤ = ( , ) 0d u z =

( , )d u zε ≤
) (z Nψ ε≤

( , )z
.u z=

( ,d u

Bằng cách tương tự, ta cũng chứng minh 
được  Vậy                .v z= .u v=

Trong Định lí 2.1 bằng cách thay  

bởi  chúng tôi nhận được hệ 
quả sau. Hệ quả này là một mở rộng của [7, 
Theorem 3.2] sang không gian b -mêtric. 

( , )
s
H x y

( , ) ( , ),
s s
M x y H x y≤

Hệ quả 2.3. Cho  là một không 
gian b -mêtric sắp thứ tự đầy đủ và  
là một ánh xạ tăng thỏa mãn các điều kiện sau: 

( , , , )X d s
:T X X→

(1) Tồn tại  sao cho  
0
x

0 0
.x Tx

(2) Tồn tại  và hàm 
 sao cho 

1, [0, ], 0α β α γ≥ ∈ ≥
ψ ∈ Ψ

5

1
( , ) ( , )

s
d Tx Ty M x y

s

ε−
≤

 
           

0 0 0
( ) 1 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )d x x d y x d Tx x d Ty x

βαγε ψ ε
0

⎡ ⎤+ + + + +⎢ ⎥⎣ ⎦
 

với mọi  và mọi  mà  
trong đó 

[0,1]ε ∈ ,x y X∈ ,x y

( , ) ( , )
( , ) max ( , ), ( , ), ( , ), .

2s

d x Ty d y Tx
M x y d x y d x Tx d y Ty

s

⎧ ⎫⎪ ⎪+⎪ ⎪= ⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭

 

 (3)  liên tục ho  thỏa mãn 
giả t

Khi đó, điểm 

bất đ
ột -mêtric với 

nên t
hông 

gian
ện sau: 

và hàm 

T

H
ặc ( , , , )X d s

dãy tăng trhiết ( ): Nếu { }
n
x  là ong X  và 

lim x x X= ∈  th x  với mọi .n  

n  và  là 

nn→∞
ì 
n
x

0lim
n
T x z X

→∞
= ∈

ạ .T  

z

ộng của ánh x
Vì mỗi mêtric là m b 1s =  
ừ Định lí 2.1 ta nhận được hệ quả sau. 
Hệ quả 2.4. Cho ( , , )X d  là một k
 mêtric sắp thứ tự đ :T X X→  là 

một ánh xạ tăng thỏa mãn các điều ki
(1) Tồn tại 

0
x  sao cho 

0 0
.x Tx  

ầy đủ và 

(2) Tồn tại 1, [≥ ∈ 0, ], 0α β α γ ≥  
ψ ∈ Ψ  sao cho 

(1 ) ( , )H x yε⎢ ⎥⎣ ⎦
− ⎡ ⎤≤ + + +⎢ ⎥⎣ ⎦

 
0 0 0

( , ) ( ) 1 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )d Tx Ty d x x d y x dTx x dTy x
βαγε ψ ε

0
⎡ ⎤≤ + + + +− + ⎢ ⎥⎣ ⎦

 

với mọi  và mọi  mà 
trong đó 

[0,1]ε ∈ ,x y X∈ ,x y  
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2 2
2 2 2

( , ) ( ,
( , ) m ( , ), ( ,

(

d y Tx
H x y x Tx d y T

d T

+
=  )

ax ( , ), ), ,
2

, ) ( , )
            , ( , ), ( , ), ( , ) .

2

d x Ty
d x y d y

x x d T x Ty
d T x Tx d T x y d T x Ty

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
⎫⎪+ ⎪⎬⎪⎪⎭

(3)  liên tục hoặc  thỏa mãn 
giả thiế ): Nếu  và 

đ

bất động của
ét 2.5. Vì mỗi mêtri

mêtr  nên từ Hệ quả 2

ọ
tại đi

i t

Khi đó,  là không gian -mêtric 
sắp thứ tự i ạ 

T

t (H
( , , , )X d s

 là dãy tăng trong 

x  với mọi 

{ }
n
x X

lim
n→∞ n
x x X= ∈  thì 

n
x .n           □ 

Khi đó, lim T x z X= ∈  và z  là iểm 

 xạ T
0

n

n→∞

 ánh .  
Nhận x c là một b -
ic với s = .3 ta nhận được 

[7, Theorem 3.2]. 
1

Tiếp theo, chúng tôi đưa ra ví dụ minh h a 
cho sự tồn ểm bất động của ánh xạ T  thỏa 
mãn giả thiết Định lí 2.1 và chứng tỏ rằng Định lí 
2.1 là một sự tổng quát của Hệ quả 2.3. 

Ví dụ 2.6. Cho {1,2,3,4,5}X =  vớ hứ tự 
thông thường ≤  trên  và ánh xạ 

: [0, )d X X× → ∞  xác định bởi 

=

∈

⎧⎪⎪⎪⎪
0   neáu 
1   ne , ) {(1,2),(2,1),(1,3),(3,1)}

x
y

= ∈

∈

⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

áu (
( , ) 2   neáu ( , ) {(2,3),(3,2)}

38 neáu ( , ) {(1,4),(4,1),(1,5),(5,1)}
18 tröôøng hôïp coøn laïi.

y
x

d x y x y
x y

 

 ( , , , )X d s
đầy đủ vớ

 b
 Xét ánh x2.s =

:T X X→
5T =

Lấy ε =

 xác 1,định bởi 
n 

0
1,x =

1T T= =

t  với 
 ta có 

2 3 4T T= =  

0
3.  Chọ  ta có 

0
.x Tx≤  Chọn 

1α β γ= = =  và ( )tψ = mọi [0,1].t ∈  
0, ( , ) (2,5),x y =

0 0 0

5

( ) 1 , ) ( , )

18

2

d y x d Tx x
βα ε ⎡ ⎤+⎢⎣

= <

 05

1
( , ) ( , ) ( ( , )

2

1 ( , ).

s
M x y x x d d Ty x

d Tx Ty

ε
γε ψ

−
+ + + +

=

Suy ra điều kiện (2) trong Hệ quả 2.3 khôn
thỏa mãn. Do đó, Hệ quả 2.3 không áp dụng 
được cho ánh xạ    

⎥⎦

g 

 .T
 Đặt 

5

1
( , )

2 s
VP H x y

α

ε−
=

⎡ ⎤

 

0 0 0 0
      ( ) 1 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .d x x d y x dTx x dTy x

β
γε ψ ε+ + + + +⎢⎣

Khi ới mọi  mà  và 
với mọi  hợ

Tr ặc 

           

⎥⎦

[0,1],ε ∈
ường h

đó, v

( , ) {(1,2),(1, 2,4),x y ∈  
Khi đó ( , ) 0.d Tx Ty =  

(1,5).=

( , )x y X X∈ ×
 ta xét các trường
ợp 1. 
3),(1,4),(2,3),(

 x y≤
p sau: 
 ho
(3,4)}.

x y=

Trường hợp 2. ( , )x y  Khi đó  
2

1 19

8 4 8
+ −
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

22199
.

64

ε ε
+  

9

  

( ,dTx Ty) 1,VP= =

Trường hợp 3. ( ,x y  Khi đó: ) {(2,5),(3,5)}.∈
2 22263

64

ε ε
+

9 1 19
( ,

8 4 8
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4.        
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2
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( , .

8 4 8 64
dTxT

ε ε
+ − +
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

 

rường hợp trên
điều kiệ nh lí 2.1 được thỏa mãn. Hơn 
nữa, ăng và liên tục. Do đó, các giả 
thiế được thỏa mãn. Vì vậy, 
Định

là
số l

24631
) 1,y VP= =

n (2) của Đị
 là ánh xạ t
a Định lí 2.1 

Như vậy, từ các t , ta suy ra 

T
t củ

 lí 2.1 áp dụng được cho .T  
Cuối cùng, chúng tôi sử dụng Định lí 2.1 để 

khảo sát sự tồn tại nghiệm của phương trình tích 
phân phi tuyến.  

Hệ quả 2.7. Cho [ , ]C a b   tập hợp các hàm 
iên tục trên [ , ]a b , quan hệ thứ tự trên 

[ , ]C a b xác định bởi: x y  nếu ( ) ( )x t y t≤  với 

mọi [ , ]t a b∈  và b -mê  với 12ps −=  trên 
[ , ]C a b  xác định bở

∈
= −

[ , ]
, ) sup| ( ) ( )|p

t a b
y x t y t  với 

tric d

(d xi 

mọi ∈,
n phi tuy

[ , ]y C a b  và v 1. Xé rình 
tích p ến 

        
= +( ) ( )

a

x t g t .27) 

trong đó [ , ],t ab∈  :[g a

x ới >p t phương t
hâ

   
         (2

 
∫ ( , , ( )) ,
b

K t s x s ds

, ] ,b→  :[ , ] [ , ] ([ , ])K ab ab x ab× × →  
ố cho trước. Giả với mỗi 

sử các gi được thỏa mãn: 
ố liên tục trên  và mỗi 

 sao cho  khả

[ ,x C a∈
ả thiết sau 
) g  là hàm s

,x C∈
 biến s  trê

]b  là các hàm s

(H1 [ , ]a b
, (s x s[ , ],t a b∈ [a  

tích theo n [ , ].a b  
]b ( , ))K t
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ại sao cho
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x ].b  
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−
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[0,1],ε∈ : [ , ] [ , ] [0, )a b a bξ × → ∞

5 5 1
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s ( , )
t a b

a

s t ds
∈

≤

Khi đó, phương trình tích phân phi

1
up .

2 ( )

b

p pb a
ξ

− −−∫  

 tuyến 
(2.27) có nghiệm 

Chứng minh. Xét ánh xạ 

 hay  xạ tăn
(2) Từ (H4), t

(3) Lấy  sao cho 

[ , ].x C a b∈   
→: [ , ] [ , ]T Cab Cab  

( ))x s ds  với mọi 
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t (H1)
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b
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ồn tại điểm bất độ
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a
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sự tồ m của phương trình tích 
phân (2.27). Do đó, ta sẽ chứng minh rằng ánh xạ 
T  thỏa mãn các giả thiết của Định lí 2.1.  
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với -m đã chọn. Hơn n a, giả sử  là 

với m

giả thiết (H) trong Định lí 2.1 được thỏa mãn.  
Như vậy, các giả thiết ịnh lí 2.1 được
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